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VORREDE. 

Der  fünfte  Band  der  Werke  Leopold  Kronecker's,  den  ich  hiermit  der 
Öffentlichkeit  übergebe,  enthält  nach  dem  im  Vorwort  zimi  ersten  Bande  ver- 
öffentHchten  Plane  die  zweite  Hälfte  seiner  Abhandlungen  zur  Theorie  der  ellipti- 
schen Funktionen,  ferner  die  Untersuchungen  zur  Funktionentheorie,  zur  Potential- 
theorie, über  Fragen  der  mathematischen  Physik,  sowie  einige  Briefe  und  kleinere 
Abhandlungen  vermischten  Inhalts. 

Ein  vollständiges  Verzeichnis  aller  mathematischen  Abhandlungen  Kron- 
ecker's, welches  nach  der  Zeit  ihrer  Veröffenthchung  geordnet  ist,  wird  die  Über- 
sicht über  sein  Lebenswerk  sehr  erleichtern. 

Auch  bei  diesem  Bande  wurde  ich  durch  die  Mitarbeit  des  Herrn  Dr. 
A.  Plessner  wesentHch  unterstützt.  Mit  ganz  besonderem  Danke  möchte  ich  an 
dieser  Stelle  des  außerordentlich  wichtigen  ausführhchen  Zusatzes  34  von  Herrn 
Professor  Helmut  Hasse  zu  dem  berülimten  Briefe  Kronecker's  an  Dedekind 
gedenken,  in  dem  er  in  abschließender  Weise  zu  der  Frage  Stellung  nimmt,  in 
welchem  Umfange  Kronecker  Einsicht  in  den  von  ihm  aufgestellten  Fundamental- 
satz gehabt  hat,  daß  die  über  einem  imaginär-quadratischen  Zahlkörper  Abel'schen 
Gleichxmgen  durch  Transformationsgleichungen  elliptischer  Funktionen  mit  sin- 
gulären  Moduln  erschöpft  werden. 

Marburg  a.  L.,  im  August  1930. 

K.  Heil  sei. 
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ZUR  THEORIE 
DER  ELLIPTISCHEN  FUNCTIONEN 
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L.  Kronecker'i  Werke  T  1 


ZUR  THEORIE  DER  ELLIPTISCHEN  FUNCTIONEN.^ 

[Gelesen  in  der  Akademie  der  Wissenschaften  am  14.  März,  28.  März,  4.  April  des  Jalires  1889,  und  am 
30.  Januar,  G.  Februar,  13.  Miirz,  20.  März,  31.  Juli  des  Jahres  1890.] 

XIV. 

Ich  habe  schon  am  Schlüsse  des  art.  VII  hervorgehoben*),  dass: 

„eine  Invariante  der  durch  die  Form  (a,  b,  c)  repraesentirten  Classe"  ist.  Dort  be- 
deuteten a,  b,  c  ganze  Zahlen,  für  welche  4oc  —  &^  >  0  ist,  und  es  war: 

gesetzt  worden.  Ich  habe  dann  im  art.  IX  gezeigt,  dass  der  negative  Logarithmus 
dieser  Invariante,  welcher  a.  a.  0.  durch  2{Wi,  Wi)  bezeichnet  ist,  sich  von  dem  im 
art.  VI  mit  Ll^,  4~  i  bezeichneten  Grenzwerth: 


VA'  VAj 

!-(--  + I^( .-^ rV'1 


imr  durch  eine  Grösse  unterscheidet,  welche  für  alle  quadratischen  Formen  (a,  b,  c) 
der  Discriminante  —  A  einen  festen  Werth  hat.**)  Dieser  feste  Werth  der  Differenz: 


pZ-b  +  iVA    b  +  iyA\       j./a     j_\ 
\        2c         '         2c     j  \Va'  Vä) 


lässt  sich  mm  in  anderer  Weise,  als  es  im  art.  IX  geschehen  ist,  mittels  der  Formel 
(16)  des  §  6  art.  XIII  bestimmen. 


*)  Sitzungsbericht  vom  30.  Juli  ISSS"). 

**)  Die  Summationen  sind  hier  durchweg  über  alle  Zahlen  m,  n  von  —  oo  bis  +  oo  zu 
erstrecken,  mit  alleinigem  Ausschluss  des  Systems  m  =  0,  n  =  0. 

')  Vgl.  Zusatz  1  am  Ende  dieses  Bandes.  H 

•)  Bd.  IV.  S.  370  (iieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 
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Setzt  man  nämlich  wie  im  art.  IX: 

n  =  %yÄ,  b  =  h^y2,  c  =  c^yA, 
und  wie  im  art.  XIII: 

a^vi^  +  hf^mn  +  c^n^  =  /{m,  n), 
so  ist: 

Mit  Berücksichtigung  der  Relation : 

lim  Q  /,  77- :m—  =  2:71, 

folgt  also,  dass  jene  Differenz : 

\        2c         '        2c      )  [YA  '  l/J  / 

durch  den  Ausdruck : 

logä.v/Z  +  Hm(;-  -l,2j~;^:}  -  log  3  (V(o,.».)*'(o,  ».))-• 

dargestellt  wird,  dessen  Werth  sich  auf  Grund  der  Formel  (16)  des  art.  XIII  gleich: 

-i-log/d-llog27t  +  2r'(l) 
ergiebt. 

Da  die  hiermit  erlangte  Werthbestimmung: 

im  Falle  einer  Fundamental-Discriminante  -^o,  für  die  im  art.  IX  mit  M{A^)  bezeich- 
nete Differenz: 


(-b  +  iV\    b  +  iVAA  (a      ^\ 

V         2c  '         2c       /  KVa'   fÄl 

M(ZI„)  =  A  logZl„  ^  1  log27r  +  2^'  (1) 

liefert,  so  geht  die  im  art.  IX  mit  (S)  bezeichnete  Relation: 


die  Gleichung:  ,  , 

M(Zl„)  =  |logZl„^|log27r  +  2r  (1) 
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in  folgende  über : 

(2)  m\)  +  i  log-2-T  +  C-  IogZl„  =  -  §1^, 

welche  eine  bemerkenswerthe  Beziehung  zwischen  den  beiden  im  art.  IX  zur  Be- 
stimmung von  M{A^)  gebrauchten  Functionen  der  Discriminante  A^: 

m{A,),       H{-A,) 

enthält.  Diese  Beziehung,  und  auch  eine  solche,  welche  nicht  bloss  für  Fundamental- 
Discriminanten  sondern  ganz  allgemein  besteht,  kann  natürlich  direct  aus  der  Glei- 
chimg  (16)  des  art.  XIII  hergeleitet  werden;  doch  soll,  ehe  dies  ausgeführt  wird, 
der  Ausdruck,  welcher  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  bildet,  oder  der  damit 
identische  Ausdruck  (17),  auf  die  Function yl (er ,  r,w^,  w^  zurückgeführt  werden. 

XV. 

Aus  den  im  art.  I  und  im  art.  III  aufgestellten  Definitionsgleichungen : 

(1)  A{a,T,w^,w^  =  {A^ny  e      '  — ^ — ■ * — ^^- v , 

(d'(0,tüi)*'(0,  Wa))» 

(2)  P(or,T,  W)j,  Wj)  =  e^'"'*"''''"??((J  +  TMJj,ICi)^(or  —  rW^,W^), 

folgt  unmittelbar  die  zwischen  den  Functionen  A  und  P  bestehende  Relation : 

(3)  A{a,r,w^,  u\)  =  ^^ — ' ^^ — f  , 

(i>'(0,Wi)*'(0,V)' 

welche  schon  im  art.  III  angegeben  ist.  Es  sind  dort  ferner  die  Gleichungen: 
^(a  =  0,  T  =  0)  =  P„  =  2^(0,  tü,){^'{0,  w,) 
^  („  ^  0,  T  =  0)  =  P,,  =  (M^i  -  w^)&'{0,  w,)  &\0,  «;,) 
^  (^  =  0,  T  =  0)  =  P,2  =  -  2w^tv^'&'i0,  w^)ü'{0,  tv^) 

entwickelt,  und  hiernach  wird : 
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(4)  c„{%I\,  +  hP,,  +  c,P,,)  =  ö'(ü,  w,)i}'{0,w,), 

(5)  A{a,r,w^,w^)  -  ^^ "" 


WO  auf  der  rechten  Seite  im  Zähler  und  Nenner  der  Function  P  desshalb  der  Factor 
7-^   ,  angefügt  worden  ist,  weil: 

genau  dieselbe,  im  art.  II  näher  dargelegte,  Invarianten-Eigenschaft  wie  die  Func- 
tion A{a,r ,w^,w^)  besitzt.  Diese  Eigenschaft  tritt  durch  die  Gleichung  ((5^)  des 
art.  III: 

(6)  ^^P[a,r,w„.^)  =2(-  ir—e-'-"-^— «"''-'<"""— ■ 

(m,  r!  =  0,  +  1,  +  2, . . .) 

in  Evidenz.  Denn  wenn  an  Stelle  eines  Systems  [a  ,r  ,a^,h^,  c^  ein  aequivalentes: 

\a  ,T ,  a  ,0  ,  c  ) 

000 

tritt,  welches  durch  die  Relationen : 

a  =  aa  -\-  a  r  -\-  a  ,     T=ßa-\-ßr-\-ß,     aß  —  a/3=l, 

(7)  h',  =  la^aß  +  h,{aß'  -f  ä ß)  +  2c,a  ß' , 
c',  =  a,ß'  +  h,ßß'  +  cj\ 

(in  denen  a,  a,  ß ,  ß'  ganze  Zahlen  bedeuten),  mit  dem  ersteren  System  verbunden 
ist,  so  sind  je  zwei  Glieder  der  nur  formal  verschiedenen  Reihen  mit  einander  iden- 
tisch, in  denen  die  Summationszahlen  m,  n  der  einen  Reihe  aus  den  Summations- 
zahlen  m,  n  der  andern  mittels  der  Gleichungen : 

m  =  am  +  ßn ,     n  =  am  -\-  ß  n 
bestimmt  werden.  Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  das  Bestehen  der  Gleichung: 

oder  der  Congruenz : 

(8)  7nn  -\-  m  -\-  n^m  n  +  m  -j-  n  (mod.  2) 
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am  einfachsten  daraus  zu  erkennen  ist,  dass  sich  mn  +  m  +  n  modulo  2  weder  bei 
einer  Vertauschung  von  m  und  n,  noch  dann  ändert,  wenn  n  +  m  an  die  Stelle  von 
n  gesetzt  wird.  Aber  man  kann  auch  die  Congruenz  (8)  direct  begründen,  indem  man 
bemerkt,  dass  vermöge  der  Bedingung  aß'  —  aß  =  1 : 

(am  -\-  ßn)(am  +  p  7i )  ^  aa  m  +  ßpn  +  fi  n   (mod.  2), 
also: 
mn  +  m  +  n  —  m'n  —  m  —  n  -_^  (a  +  l)  (a  +  l)m'  +  {ß  +  i)  iß  +  l)w   (mod.  2), 

und: 

(a  +  l)(a'+l)  =  0,    (ß  +  l)(ß'+  ])  =  0  (mod.  2) 
ist. 

Hebt  man  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (6)  aus  je  zwei  Zahlen  ni,  n 
den  (absolut  genommenen)  größten  gemeinsamen  Theiler  t  heraus  und  setzt: 

VI  =  ta,    n  =  ta , 

so  kann  dieselbe  —  da  r      t  (mod.  2)  ist  —  in  folgender  Weise  dargestellt  werden: 

(l/^o) 
wo  die  Summation  sich  auf  alle  positiven  Zahlen  t  und  auf  alle  Systeme  solcher  Zah- 
len a,  a  bezieht,  welche  zueinander  relativ  prim  sind. 

Nun  bilden  die  Grössen: 

a^a^  +  6,««  +  c^u' ,    ua  -\-  ax 
die  Gesanmitheit  aller  derjenigen,  welche  in  den  dem  Systeme: 

((T,T,a,,fc,,Co) 

aequivalenten  Systemen  vermöge  der  Bedingungen  (7)  beziehungsweise  an  Stelle 
der  Grössen: 

treten.  Man  kann  hiernach  einfach : 

(9) 


setzen,  wo  sich  die  erste  Summation  auf  die  Elemente  a ,  a^  aller  einander  aequiva- 
lenten Systeme: 
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(a,T,a„,6„,c„) 
bezieilt  und  e,  das  zugehörige  Vorzeichen  (—1)""    "   "    bedeutet. 

Die  Invarianten-Eigenschaft  des  Nenners  in  der  obigen  Gleichung  (5)  tritt 
bei  dessen  Darstellung  in  der  Form : 

deuthch  hervor,  und  der  Summe  auf  der  rechten  Seite  kann  gemäss  den  obigen  Aus- 
führungen auch  folgende  einfache  Gestalt  gegeben  werden : 

(11)  -yye^^ee-"'^", 


wo  sich  die  erste  Summe  auf  alle  ersten  Elemente  Oo  der  sämmtUchen  einander  im 
GoMss'schen  Sinne  aequivalenten  Formen  (a^,  b^,  c^)  bezieht  und  e,  die  oben  an- 
gegebene Bedeutung  hat. 

Nun  ist,  wenn  wie  im  art.  XIII : 

f{x,  y)  =  ügx''  +  bgxy  +  c„y\     f'{x',  ij)  =  c^x"  -  b^x'y'  +  a„r/" 
und: 

(12)  -^, ^—^  =  Ä{a,r,w.,w^) 

gesetzt  wird: 

1 

(4^2)3  gt'(»>  +  -,)«i         &(a  +  rw     w)     &{a  —  rw^,w^)       ■ 

(13)  A  {a,  X,  iv„w^)  = r  •  -  ^^ ^zr:^ 

c„(/(0,«,j)*'(0.«),))^ 

Die  Function  i'{a,x)  ist  aber  eine  Invariante  für  alle  diejenigen  aequivalenten 

Systeme : 

(ff,  T,a„,6„,Co), 

bei  denen  in  den  obigen  Relationen  (7)  die  Zahlen  a"  und  ß"  gleich  Null  sind.  Es  ist 
also  auch: 

Ä{a,  T,  MJj,  w^ 

eine  solche  Invariante  und  folglich: 

/['(O.O.MJj,«)^) 
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eine  Invariante  in  dem  Sinne,  dass 

Äy),0,  — ^ — ,  -| — )  für  alle  Formen  (öo,  h^,  Co)  ungeändert  bleibt, 

welche  durch  lineare  ganzzahlige  Transformationen  mit  der  Determinante 
Eins  aus  einander  hervorgehen. 

Aus  der  Gleichung  (13)  folgt: 

iU)  4'(o,o,.,.„j=*i-(%=^--L^)- 

oder  wenn  man  hier  die  Productentwickelung  der  ?? -Reihen  einsetzt: 

(15)  Ä(0,  0,  xc.,  ug  =  ^e   ''°/7(l  -  e""'''")'(l  -  e*""'"")'. 
Benutzt  man  ferner  die  Gleichungen  (4)  und  (10),  so  resultirt  die  Formel: 

(16)  (.l'(0,  0,  w„  ug) »  =  (2.^)'2(-  l)""""'"""/('«>  n)«-"''"""', 

welche  sich  bei  Anwendung  der  Form  (11),  auf  welche  oben  die  Reihe  rechts  gebracht 
worden  ist,  f olgendermaassen  darstellen  lässt : 

(17)  (.l'(0,  0,  w^,  w,)Y  =  -  (27r)'2'2'=n«o^'«~"°""- 

Oo      n=l 

Gemäss  der  Formel  (16)  des  art.  XIII  ist  daher: 

(18)  log^'(0,  0,  w,,  w,)  =  21og2^  -  2r'(l)  +  Ima  (|  -  ^^^^--A—^, 
oder,  wenn  von  dem  Grenzwerth : 

Gebrauch  gemacht  wird : 

(19)  logÄiQ,  0,  w,  w,)  =  2Iog2^  -  r'(l)  +  ^^^„(S^V.  "  L^J^)^))' 

Bezeichnet  man  in  übhcher  Weise  —  r' {!)  durch  C  imd  hebt  den  grössten  gemein- 
samen Theiler  t  je  zweier  Zahlen  m,  n  in  der  letzten  Summe  heraus,  so  geht  der  Aus- 
druck auf  der  rechten  Seite  in  folgenden  über: 

L  Kroneckor'8  Werke  V  2 
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WO  die  letzte  Summation  auf  die  ersten  Coefficienten  «o  der  sämmtliclien  einander 
aequivalenten  Formen  iaB,bo,Co)  zu  erstrecken  ist.  Substituirt  man  hier  den  aus 
der  Gleichung: 


resultirenden  Werth  und  setzt  zur  Abkürzung : 

c  +  '^2'^;  =  löge, 

log/l'(0,  0,  w,  w,)  =  log4^^e  +  lim  (2;^,  -  1^2^.-^)- 


so  kommt 

(20) 


Man   hat  hiernach   die   folgenden   beiden   Darstellungen   der   Invariante 
A'{0,  0,  Wi,  Wi): 


(21) 


(n=cc  -^    ; 

y,  ^,  £^  rtj, n'  e~ "" " "  1 


(22)  /l'(0,  0,  tüj,  Wj)  =  47r^eiim  iTe"  Tje^^° 

welche  den  Invarianten-Charakter  deutlich  an  sich  tragen.  Die  auf  «„  bezüglichen 
Summationen  und  Multiphcationen  sind,  wie  oben,  auf  alle  diejenigen  Grössen  zu 
erstrecken,  welche  die  ersten  Coefficienten  der  einander  aequivalenten  Formen : 

bilden,  und  die  dadurch  constituirte  Formenclasse  ist  einzig  und  allein  der  Bedingung 
unterworfen,  dass  der  reelle  Theil  der  Form  UoX^  -f  boxy  +  Coy"-  eine  positive  Form 
sein  muss. 

Geht  man  schon  in  der  Formel  (19)  von  den  Logarithmen  zu  den  Grössen 
selbst  über,  so  resultirt  die  Product-Darstellung : 

>  »   r         Tri   „-'-cTT  -»t^^''"' "')"'"''' 

(28)  A  {0,0,  w^,w^)  =  in  e^liml  je"         H<^ 
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wo  die  Multiplication  im  zweiten  Product  auf  alle  ganzzahligen  Systeme  m,  n  mit 
alleinigem  Ausschluss  des  Systems  m  =0,  n  =0  zu  erstrecken  ist,  und  auch  aus 
dieser  Darstellung  erhellt  der  Invarianten-Character  der  Function  ä'{0,0,Wi,  w^). 

Die  hier  unter  (10),  (21),  (22),  (23)  gegebenen  Darstellungen  der  Function 
A'{0,0,  iVijWs)  zeichnen  sich  auch  dadurch  aus,  dass  sie  deren  Verhalten  in  der 
Nähe  der  Grenzen  ihrer  Existenz  klar  legen.  Diese  Grenzen  sind  nur  durch  jene  Be- 
dingung, dass  der  reelle  Theil  der  Form  UoX^  +  boxy  +  Coy^  positiv  sein  muss  oder 
durch  die  gleichbedeutende  Bedingung,  dass  die  reellen  Theile  von  Wii,  iv^i  negativ 
sein  sollen,  bestimmt.  Dass  innerhalb  der  so  bestimmten  Grenzen  /l'(0,  0,  w^,  W2) 
endhch  und  von  Null  verschieden  ist,  leuchtet  ebenfalls  unmittelbar  aus  der  Product- 
form  (23)  ein. 

Es  verdient  wohl  noch  hervorgehoben  zu  werden,  dass  in  allen  obigen  For- 
meln speciell  Wi  =  w^,  genommen  werden  kann.  Dann  wird: 

\  =  0,    4a„c„  =  1,    w^=^w^=~, 

ferner  bei  Anwendung  der  e/aco6i'schen  Bezeichnungen  der  vollständigen  elhptischen 

Integrale : 

iK'  K'  K 

^i  =  ^z=-K'    «o=2fi:'    ''o^äK" 

und  es  gehen  aus  den  Gleichungen  (14),  (15),  (16),  (23)  die  folgenden  vier  Darstel- 
lungen von: 

ä'{0,  0,  IC,  iv) 
hervor: 

—  2w{2nyi{§'{0,w))^, 

8  2  •      ii  I     I  / 1  inwrriU 

tun  le  l  i\^  —  ^  /  ' 

4;i  e  hm  /  1  e  l  1^ 

0=0  „  ^f  „,  „ 

Der  Index  von  w  ist  hierbei,  als  überflüssig,  weggelassen  worden. 

2* 
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Da  nun  nach  Jacobi: 

ist,  wo  x,x'  die  complementären  Moduln  bedeuten,  so  resultirt  aus  der  Gleich- 
setzung des  ersten  und  dritten  jener  vier  Ausdrücke  von  Ä {0,0,  w,w)  folgende 
eigenartige  Darstellung  von  x'x: 

(24)  ..'  =  -7^5'(-  l)""-'""-'>C4  +  4)e"^'""'""'. 
Ebenso  liefert  die  Gleichsetzung  des  zweiten  und  vierten  Ausdrucks  die  Formel : 

(25)  Pfiil  -  g-r*  =  e-f-  lim  lyV-^^/Ye^*^'™"^ "')"", 
in  welcher  nach  Jacoftz'scher  Weise : 

nK' 

Y 
e  =  q 

gesetzt  ist,  da  nach  Jacobi  &  Fundamenta  (36,  2):') 

n  =  l 

ist,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung: 

n^(2xx)       =e     •2KR  hml  le  11^  > 

C'=On  =  l  m,« 

welche  eine  merkwürdige  Darstellung  von  xx'  als  unendhches  Product  enthält. 

Ich  bemerke  hierbei,  dass  e"*^  =  0.56146  .  .  .,  also  um  weniger  als  0.016  von 
0.57721566  ...  d.h.  von  dem  Werke  von  C  selbst  verschieden  ist.  Der  angenäherte 
Werth  der  Wurzel  der  Gleichung : 

ist:  0.5B72,  und  wenn  für  —  x  die  6raMSs'sche  Function  ^{z),  für  welche  l)P(O)  =  —  G 
ist,  substituirt  wird,  und  also  die  Gleichung: 

W{z)  +  e '''■'''  =  0 

zu  befriedigen  ist,  so  wird  z  =  0.006  . . .  also  nahe  gleich  Null. 


')  Jacohi,  Werke,  Band  I,  S.  146. 
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XVI. 

Sind  a,  h,  c  ganze  Zahlen,  für  welche  4ac—  6"  positiv  ist,  und  setzt  man  wie 
oben  im  art.  XIV: 

4ac  —  6^  =  Zl,  a  =  %V^ ,  b  =  \VÄ,  c  =  c^Ä, 

und  wie  im  art.  XV :  • ,        \  217  ,2 

^^^^'  l/I/(m,  n)  =  am''  ^- hmn  +  et", 

so  ist  gemäss  der  Formel  (18)  des  art.  XV: 

!-(--  + ^2 ^^^"^'      ...) 

^  ^  =  log4.^  +  2C-  log^'(0,  0,-^^,  '-±i^\ 

und  es  ist  hierbei  unter  yA  stets  der  absolute  Werth  der  Quadratwurzel  aus  A  zu 
verstehen. 

Wird  in  der  Gleichung  (1)  für  {a,h,c)  ein  vollständiges  System  unter  ein- 
ander nicht  aequivalenter  Formen  gesetzt  und  dann  summirt,  so  ergiebt  sich,  dass 
der  Grenzwerth: 

durch  den  Werth  von : 


(3) 


K(Z))log4.^  +  2C7^(D)  -^log  ^'(0,  0,=:^^,  ^-i^) 


ausgedrückt  wird.  Hierbei  ist,  wie  im  art..  VIII,*)  mit  B  die  Discriminante  der  Form 

(a,h,c)  bezeichnet,  so  dass: 

D  =  6'  —  4oc  =  —  zl 

ist,  und  K{T))  bedeutet,  wie  a.  a.  0.,  die  Anzahl  der  verschiedenen  Classen  quadra- 
tischer Formen  der  Discriminante  T). 

Gemäss  der  Formel  (SW")  des  art.  VIII  ist  nun: 
*)  Sitzungsbericht  vom  30.  Juli  1885.  XXXVIII. 
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wenn  die  Summation  auf  alle  positiven  Zahlen  h ,  h  erstreckt  wird,  die  zu  Q  relativ 
prim  sind,  und  auf  alle  Zahlen  m,  n,  für  welche  am^  +  hmn  +  cn  zu  Q  prim  ist. 
Dabei  ist  die  Zahl  Q  durch  die  Gleichung : 

so  wie  dadurch  bestimmt,  dass  I)^  die  der  Discriminante Z)  entsprechende  ,,Funda- 
mental-Discriminante"  sein  soll.  Wenn  man  ferner,  wie  im  art.  IX: 

öo  =  -  ^0 

setzt,  so  kann  die  G-leichung  (4)  in  folgender  Weise  dargestellt  werden: 

wo  nunmehr  über  alle  positiven  Zahlen  h,  k  und  über  alle  Systeme  von  Zahlen  m,  n 
mit  alleinigem  Ausschluss  des  Systems  m  =0,  n  =0  zu  summiren  ist. 

Für  den  Fall  Q  =  1  kann  also  der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  der  Glei- 
chung (5)  unmittelbar  in  den  Ausdruck  (2)  eingesetzt  werden,  und  dieser  erhält  daim 
folgende  Gestalt: 

(«)  S(-'t^  +  .^(''2,-2H^)5^,)  ....,., 

Nun  wird,  daQ  =  1  ist,  A  =  A^,  D  =  Dq;  ferner  ist : 
also: 


und  folghch  wenn,  wie  im  art.  VIII  und  IX : 
gesetzt  wird : 
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Hieraus  erhellt,  wenn  man  noch  die  Gleichung  (3?)  im  art.  VIII: 

in  Rücksicht  zieht,  dass  der  Grenzwerth  (6)  gleich : 

oder  also  gleich :  _ 

wird.  Da  aber  derselbe  Grenzwerth  andererseits  durch  den  Ausdruck  (3)  dargestellt 
wird,  so  resultirt  die  Gleichung: 

^''    H(—Ao)^^^  i"o  >  ^0       K{Do)  ^      ''       \    '     '  2c         '       2e       J 

Der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  stellt 

den  Mittelwerth  der  Logarithmen  der  Invariante  A'  für  alle  Classen  der 
Discriminante  Do  oder  —  /Iq  dar; 

der  erste  Term  auf  der  linken  Seite : 


ist  nichts  Anderes  als 

der  negative  Werth  des  nach  q  genommenen  logarithmischen  Differential- 
quotienten von: 

für  0=0, 
imd  die  Gleichung  (7)  zeigt  also,  dass  diese  beiden  Werthe  sich  von  einander  um : 

imterscheiden. 

Dies  stimmt  mit  dem  Inhalte  der  Gleichung  (2)  im  art.  XIV  genau  überein. 
Um  sich  davon  zu  überzeugen,  braucht  man  nur  für  3Ji(^o),  d.  h.  für  den  Mittel- 
werth von : 


16  ZUR  THEORIE  DER  ELLIPTISCHEN  FUNCTIONEN 

denjenigen  zu  substituiren,  welcher  aus  der  Relation  (14)  im  art.  XV  hervorgeht. 

XVII. 

Über  die  Bedeutung  des  im  vorigen  Abschnitte  hergeleiteten  Resultats  (7) 
sind  einige  Bemerkungen  hinzuzufügen. 

Wenn  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung: 

in  welcher  die  Summation  rechts  über  alle  Primzahlen  zu  erstrecken  ist,  nach  q 
dif ferentiirt  und  alsdann  q  =0  setzt,  so  kommt : 


(8) 


H(-^o)        ffJ^V    P    \.,,_(^' 


und  es  wird  also  auf  Grund  der  Formel  (7): 

=  C  +  log4.^  -  logy'^o-  ^^2iog^\o,  0,^^-«,  --^f-V- 

\  Ol  a,  k,  c 

Unter  der  Annahme,  dass  der  Grenzwerth  auf  der  linken  Seite  mit  dem  der  Reihe*): 

_  V/^^^^  _Jogp__ 

'^ '  V(^«) 

übereinstimmt,  wenn  darin  die  Primzahlen  p  ihrer  natürlichen  Reihenfolge  nach  ge- 
nommen werden,  folgt,  wie  ich  in  einem  in  den  Pariser  Comptes  Rendus  vom 
22.  November  1886  veröffenthchten  Aufsätze^)  bewiesen  habe,  dass: 


')  Vgl.  Zusatz  2  am  Ende  dieses  Bandes. 

')   Quelques  remarques  sur  la  dötermination   des  valeurs  moyennes  Bd.  V  dieser  Ausgabe  von 
L.  Kronecker' s  Werken.  H 
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ist,  wenn  die  Summation  nur  über  alle  Primzahlen  f  zwischen  m  und  n  erstreckt 
wird.*)  Man  kann  dann  also  schliessen,  dass  in  einem  hinreichend  grossen  und  aber 
auch  hinreichend  entfernten  Intervalle  die  Summe  der  Logarithmen  der  Primzahlen, 

für  welche  ( -)  den  einen  oder  den  anderen  Werth  hat,  annähernd  gleich  ist. 

Aber  schon  in  der  gewöhnlichen  Theorie  der  quadratischen  Formen  tritt 
eigentlich  die  Reihe: 

auf,  und  in  den  hier  dargelegten  Untersuchungen  ist  es  diese  Reihe,  welche  not- 
wendig an  Stelle  der  Reihe : 


^i«)„i  +  ',' 


der  Betrachtung  zu  Grunde  gelegt  werden  muss.  Bezeichnet  man  nun  zur  Abkürzung 
den  nach  q  genommenen  Differentialquotienten  von : 

f ür  e  =0,  mit  .^ {D),  so  ist: 

(10)  ^H-  ^o)  =  -  Sp^J  +  ^ogV\. 

Bei  Anwendung  dieser  Bezeichnung  nimmt  die  Formel  (7)  des  vorigen  Abschnittes 
folgende  Gestalt  an: 

ai)        ;W-^o)  =  ^-K(D^2i«g4..^(0'"'"4/'''    2;-)' 

und  man  sieht  daher,  dass  sich  der  Werth  von  §(—  ^0)  von  dem  Mittelwerthe  des 
Logarithmus  der  Invariante : 

^'(O.O.Wj,  Wj) 


')  Vgl.  Zusatz  3  am  Ende  dieses  Bandes. 

L   Kronecker'a  Wrrke  T 
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nur  um  die  Etder'sche  Constante  C  untersclieidet.  Die  Werthe,  deren  Mittel  zu  neh- 
men ist,  sind  durch  irgend  ein  System  nicht  aequivalenter  Formen  {a,b,  c)  der  Dis- 
criminante  —  ^o  und  alsdann  dadurch  bestimmt,  dass  w^,  —  u\  die  verschiedenen 
Systeme  von  Wurzeln  der  Gleichungen: 

a  -\-  hw  -\-  cw^  =  0 
sein  sollen. 

Benutzt  man  den  im  art.  XV  mit  (15)  bezeichneten  Ausdruck  von 

.i'(o,o,  jü,,  wg, 

so  wird: 

n    «  =  00 

und  es  zeigt  sich  also,  dass  S^{—  A^)—  C  gleich  dem  Mittelwerth  von: 

1?"  -  'og'^"  -  2iogl7(i  -  .= "){.  - .--') 

n  =  l 

ist.  Der  Werth  des  Products  lässt  sich  leicht  abschätzen,  wenn  man  dafür  die  Reihen- 
entwickelung einsetzt.  Denn  darm  tritt  an  die  Stelle  von : 

-21og77(l-e'""-')(l-e^"-'") 
der  Ausdruck: 

(14)  -  |iog(  1  +  2(-  irc-^»*  +  i)e<"'^ '""■""■)  ( 1  +  2(-  ir(2»i  + 1)^'""^"'- 

V  71=1  /        V  71  =  1 

Nun  ist: 

2(-  l)"(2»^  +  l)e"'' +">"""■< 2 (2"  +  1)  ie"''+''"^-^'j, 

11=1  I  Tl  =  l 

und  wenn  zur  Abkürzung  |  e*""'  |  =r  gesetzt  wird: 

2'(2w  +  1)  le'"'-^"'"""  =  3r  +  5r'  +  7r«  +  9r"  +  llr"  +  ■■■ 

B  =  l 

Der  Werth  der  Reihe  auf  der  rechten  Seite  ist  aber  kleiner  als: 
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7  1 

wenn  nur  r  <  -g  ist,  und  also,  wenn  t  <  -^  vorausgesetzt  wird,  kleiner  als : 

3r  +  &r\ 

Ferner  ist  für  jede  complexe  Grösse  Re" ,  in  welcher  R  positiv  und  kleiner  als 
Eins  ist: 

log  (1  +  Re')  (1  +  Re-'')  <  2  log  (1  +  ß)  <  2ß  -  ß"  +  |-B*, 

und  der  absolute  Werth  des  Ausdrucks  (14)  ist  daher  kleiner  als  der  Werth  des 
Ausdrucks : 

(15)  ii^-l^'  +  i^l' 

wenn  in  demselben  R  gleich : 


2'(-l)"(2n  +  l)e""^""'""" 


oder  noch  grösser  angenommen  wird.  Man  kann  also  z.  B.: 

ß  =  3r  +  6r* 
setzen.  Dann  wird: 

1[R-Ir'  +  l-R')  =  4r  +  Sr'  -  6rMl  +  2rf  +  12r='(l  +  2r^)\ 

und  der  Werth  des  Ausdrucks  auf  der  rechten  Seite  ist  kleiner  als : 

(16)  4r  -  2rMl  +  2r')'(3  -  10r(l  +  2r*)). 

Für  /•  <  0,  2  wird  3  >  10r(l  +  2r*)  und  also  der  Werth  des  Ausdrucks  (16)  kleiner 
als  4r.  Hieraus  folgt  endhch,  dass,  für  r  <  0,2,  der  absolute  Werth  des  Ausdrucks 
(14)  kleiner  als: 

4r  oder  4  e""'"' 

ist.  Dieser  absolute  Werth  ist  aber  zugleich  derjenige  von: 

und  der  Ausdruck  (17)  ist  daher  seinem  absoluten  Werthe  nach  kleiner  als: 
Kp^S!«*"'"''     oder     KpX)^«      ^    • 

\  '1'  a,b,c  ^  0'  a,b,<: 

d.  h.  kleiner  als  der  Mittelwerth  von: 
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4e       '    , 
wenn  nur  die  Formen  a,h,c  sämmtlich  so  gewählt  werden,  dass  e   =    <  0.2  ist. 

Nach  Lagrange*)  können  die  Formen  a,  h,  c  als  „Reducirte",  d.  h.  so  ge- 
wählt werden,  dass: 

\b\^a,  \b\  ^c,  also  b  ^y  -^ 

ist.  Wird  dann  c  noch  so  bestimmt,  dass  a  '^  c  ist,  so  ist: 

c^y^^,   also   "^^nV^ 

und : 

4e      '     ^4e"'''''<  0.01732. 

Nun  ist  andererseits  der  kleinste  Werth  von  -^x  —  loex,  nämlich  der  für  x  —  —, 
grösser  als  0.35297;  für  jedes  der  Glieder  unter  dem  Summenzeichen  im  Ausdruck 
(17)  besteht  daher  eine  Gleichung: 

_JL  0  _  log  l«  =  0.35297  +  p. 

ßc  "     c  ^ 


*)  Abhandlungen  der  Berliner  Akademie  von  1773.  Oeuvres  de  Lagränge,  Tome  VII, 
1869,  p.  695.  Jacobi  hat  schon  vor  mehr  als  fünfzig  Jahren  in  Vorlesungen,  welche  durch  Ab- 
schriften der  Rosenhain' sehen  Ausarbeitmig  vielfach  Verbreitung  gefunden  haben,  die  Lagrange- 
sche Reductionsmethode  dazu  benutzt,  um  den  absoluten  Werth  der  von  ihm  mit  q  bezeich- 
neten Grösse  möglichst  zu  verkleinern  und  damit  eine  möglichst  starke  Convergenz  der  §• 
Reihen  zu  erzielen.  Die  eingehende  Darstellung  dieser  Methode,  welche  die  19.,  20.  und  21.  Vor- 
lesung ausfüllt,  schUeßt  in  der  Rosenhain' sehen  Ausarbeitung,  deren  Origüial  sich  in  der  Biblio- 
thek der  Akademie  befindet,  mit  den  Worten:  „Hiermit  ist  diese  wichtige  Untersuchung  be- 
endigt, und  wir  sehen,  daß  diese  Methode  auch  für  die  ungünstigsten  Fälle  eine  Eeihe  giebt, 
die  schneller  convergirt  als  irgend  eine  andere  in  der  Analysis  und  auch  für  den  allgemeinsten 
Begriff  unserer  Transcendenten  gilt.  Wir  haben  nämlich  gesehen,  dass,  wenn  q  reell  ist,  es  durch 
Transformation  immer  kleiner  werden  kann  als 

''  23T4  ■ 
und  dass,  wenn  q  imaginär  ist,  sein  Modul  immer  kleiner  gemacht  werden  kann  als 

-"^^        1 
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in  welcher  p  eine  positive  Grösse  bedeutet.  Hiernach  muss : 
§  (—  A^)  —  C  —  0.35297  —  V  >  0.Ü1732 

sein,  und  hieraus  folgt  endUch,  da  C  >  0.577215  ist,  die  Ungleichheit: 

(18)  §(—J,)>  0.912865. 

Der  mit  (10)  bezeichneten  Definitionsgleichung  nach  ist: 
v'T.H,- ..),*(- ..)=f(^-)'':-.og^f-, 

n  =  l 

also  mit  Berücksichtigung  der  Gleichung  (9t)  im  art.  VIII: 
und  die  Ungleichheit  (18)  ergiebt  daher  die  folgende: 

Die  Reihe  auf  der  Unken  Seite  ist  der  Coefficient  von  q  in  der  Entwicke- 
lung  von: 

271^  \    n    /\   n   / 

nach  steigenden  Potenzen  von  q.  Das  erste,  von  o  unabhängige  Glied  dieser  Ent- 
wickelung  bildet  die  Reihe : 

2ji^  \    n    /    n    ' 

deren  Werth  nach  art.  VIII  (91)  gleich: 

f<i'-  ^o) 

ist.  Dass  dieser  Werth,  da  die  Classenanzahl  Ä'(—  zlo)  ä  1  ist,  stets  positiv  und  zwar 
mindestens  gleich  1  sein  muss,  ist  eines  der  Hauptresultate  der  vor  einem  halben 
Jahrhundert  von  Dirichlet  veröffentlichten  analytisch-arithmetischen  Untersuchun- 
gen. Die  Theorie  der  eUiptischen  Functionen  gestattete,  wie  sich  im  Vorstehenden 
gezeigt  hat,  einen  zweiten  Schritt  in  dieser  Richtung  zu  thun,  indem  der  Nachweis 
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ermöglicht  wurde,  dass  auch  der  zweite  Coefficient  der  Reihe,  welche  aus  der  Ent- 
wickelung  von :  „=»,     ,v/r-r-Mj.„ 

n  =  l 

nach  Potenzen  von  q  entsteht,  immer  positiv  und  zwar  grösser  als: 

0.912865 
sein  muss. 

Aber  nicht  bloss  in  Bezug  auf  diese  specielle  aus  der  Gleichung  (7)  abge- 
leitete Folgerung  zeigt  die  Bedeutung  des  in  dieser  Gleichung  enthaltenen  Resultats 
eine  Analogie  mit  derjenigen,  welche  dem  Dirichlef  sehen  Resultate: 

beizulegen  ist,  sondern  die  Analogie  tritt  in  den  beiden  Resultaten  selbst  ganz  deut- 
lich hervor,  wenn  man  sie  dahin  zusammenfasst,  dass 

die  beiden  ersten  Coef f icienten  der  Entwickelung  von : 

n  =  l 

nach  steigenden  Potenzen  von  q,  durch: 

I 

"Vi  4?r^eg 

^^^^^  A' {0,0, w^,w^) 

dargestellt  werden,  wenn  man  die  Summation  auf  ein  vollständiges  Sy- 
stem unter  einander  nicht  aequivalenter  Formen  {a,b,  c)  der  Discrimi- 
nante  —  A^  erstreckt  und  für  Wi,  —  W2  die  zusammengehörigen  Wurzeln 
jeder  der  quadratischen  Gleichungen : 

a  -{-  biv  -\-  cw^  =  0 
nimmt. 

Hierbei  wird  freilich  dem  in  der  Gleichung  (20)  dargestellten  DirtcÄ^'schen  Resul- 
tate und  dem  daraus  unmittelbar  folgenden :  *) 


*)  Vergl.  die  mit  (^)  bezeichnete  Formel  im  art.  VIII,  Sitzungsberichte  vom  30.  Juli 

18851). 

1)  Bd.  IV,  S.  375  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronccker's  Werken.  H 
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(21)  -2-5,2'  (^')^  =  ^'(-^o) 

nicht  die  übliche  Bedeutung  beigelegt,  dass  dadurch 

die  Anzahl  der  verschiedenen  Classen  quadratischer  Formen  der  Discri- 
minante  —  ^o  bestimmt  werde,  sondern  es  wird,  gewissem! aassen  ent- 
gegengesetzter Weise,  in  den  Gleichungen  (20)  und  (21)  vielmehr  die  Sum- 
mirung  der  Reihen  auf  der  hnken  Seite  durch  die  Zahl,  welche  die  Classen- 
anzahl  der  quadratischen  Formen  der  Discriminante  —  ^o  angiebt, 

gefunden ;  und  dies  geschieht  offenbar  insofern  mit  Recht,  als  die  Anzahl  der  Rech- 
mmgsoperationen,  welche  zur  Ermittelung  der  redudrten  Formen  (a,  6,  c)  der  Dis- 
criminante —  zlo  und  also  auch  der  Zahl  Ä'(—  Ao)  führt,  nur  proportional  i/2„  log  A^ 
ist,  während  die  directe  Berechnung  der  Summe  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung 
(21)  eine  der  Zahl  zIq  selbst  proportionale  Anzahl  von  Rechnungsoperationen  er- 
fordert*). Dazu  kommt,  dass  die  Aufstellung  der  reducirten  Formen  {a,b,  c),  wie 
sich  oben  gezeigt  hat,  nicht  bloss  den  Werth  des  ersten  schon  von  Dirichlet  er- 
mittelten, sondern  auch  den  Werth  des  zweiten  Coefficienten  in  der  Entwickelung 
von: 


2n^y  n    /  \  n  / 


liefert,  und  es  ist  dabei  hervorzuheben,  dass  aus  den  obigen  Formeln  ein  besonders 
einfacher  angenäherter  Werth  der  Reihe : 


f(=^)'^'»«'?' 


*)  Die  beiden  von  1834  und  1887  datirten,  im  II.  Bande  \onGauss'  Werken  abge- 
druckten Fragmente,  in  welchen  die  von  Dirichkt  in  jener  Zeit  gefundenen  und  schon  kurz 
darauf,  im  Mai  1838,  veröffentüchten  Formeln  zur  Bestimmung  der  Classenanzahl,  wenigstens 
für  negative  Determinanten,  hergeleitet  werden  sollten,  sind  betitelt :  ,,De  nexu  inter  multitu- 
dinem  classium,  in  quas  formae  binariae  secimdi  gradus  distribuuntur,  earumque  determinan- 
tem".  Gauss  scheint  hiemach  in  jenen  Formeln  nicht  sowohl  eine  Bestimmung  der  Classenan- 
zahl gesehen  zu  haben,  als  eben  nur  die  Darstellungeines  Zusammenhangs  derselben  mit  den 
anderen,  durch  die  Formeln  gegebenen  Ausdrücken. 
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und  also  auch  der  mit  H{—  Ao)  bezeichneten  Reihe: 

^  \    n     '    n 

n=l 

hervorgeht. 

Es  ist  nämUch  oben  gezeigt  worden,  dass  §(—  ^o)  —  C  gleich  dem  Mittel- 
werth  von: 

__»_log--^     _21og^7(l-e      '    )(l-e      '    } 

n=  1 

ist,  und  dass  der  letzte  Terra  dieses  Ausdrucks  seinem  absoluten  Werthe  nach  stets 
kleiner  als: 

bleibt.  Mit  Hülfe  der  Gleichung  (10)  erschüesst  man  hieraus,  dass  der  Werth  von : 

_  ^V\  yZ-^oN log n 
2n    -<— f\    n    /     n 

71=  l 

stets  zwischen:  „yj- 

und:  „yj- 

a,'>,c  a,b.c 

liegt.  Dabei  ist  daran  zu  erinnern,*)  dass: 

T  =  6  für  zl„  =  —  3 ,    T  =  4  für  /l,  =  —  4 , 
sonst  aber  stets:  r  =  2 

ist. 


Für  die  ersten  5  Fundamentaldiscriminanten : 
A^  =  3,4,7,8,  11 
existirt  nur  je  eine  reducirte  Form : 

(1,1,1),    (1,0,1),    (2,1,1),    (2,0,1),    (B.  1,  1). 
und  in  allen  diesen  ist  also  c  =  1 .  Ferner  sind  die  Werthe  von  : 


*^  Vergl.  art.  VIII  im  Sitzungsbericht  vom  30.  Juli  1885.  XXXVIII. 
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-r?-'»«'^" 

,    logVzl„, 

4e  "    , 

iÜT  A^=  3: 

0.357594  .  .  . , 

0.549306  .  .  . , 

0.01732 

^0=4: 

0.354050  .  .  . , 

0.693147  .  .  . , 

0.075 

ZI,  =  7: 

0.412357  .  .  . , 

0.972955  .  .  . , 

0.00098232.  . 

J„=8: 

0.441240  .  .  . , 

1.03972077  ., 

0.00055336. . 

J„  =  ll: 

0.537632  .  .  . , 

1.1989476  .  ., 

0.00011938. . 

also  die  Werthe  von : 

6c 

log  v'  +  C 

' 

für  Jo=3: 

0.385503  .  . 

^.  =  4: 

0.238118  .  . 

J„=7: 

0.016617  .  . 

zl„=8: 

—  0.021266  .  . 

J„=  11: 

—  0.083629  .  . 

Hiernach  ist : 


^y  (izl)  Ifg"  =  _  0.385503  +  e  •  0.01732 
±y(-^)  l^gJ.'  =  _  0.2381 18  4-  £  •  0.075 
^f^(~)  '-f '  =  -  0.016617  +  e  .  0.001 
—  y  (--)  '°^"  -=        0.021266  +  E  ■  0.0005584 


1/11 


:'2a') 


11\  log  II 


0.083629  +  £-0.00012, 


wo  F.  eine  zwischen  —  1  und  +  1  Hegende  Grösse  bedeutet. 

Um  noch  ein  Beispiel  anzuführen,  in  welchem  die  Classenanzahl  grösser  als 
Eins  ist,  wähle  ich  zIq  =  31.  Die  drei  reducirten  Formen  sind  dann: 

Ii.  Kroneoker'a  Werke  V  4 
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(8,1,1),     (4,1,2),     (4,-1,2), 
und  c  hat  also  die  drei  Werthe  1,2,2.  Der  mittlere  Werth  von : 

oc  °      c 

wird  gleich : 

_^  0.688620  .  .  .  , 

log  1  31  ist  gleich: 

1.7169936  .  .  , 
und:  _»=« 

]J1V  (^  '3''  ^  0.4511586  +  e  •  0.00043, 

WO   —   1    <  £    <    1   \%t. 

Anstatt,  wie  es  hier  geschehen  ist,  für  den  mit  (14)  bezeichneten  Ausdruck 
den  einfacheren,  seinem  absoluten  Werthe  nach  jedenfalls  grösseren: 

4e      ' 

einzuführen,  kann  man  auch  einen  angenäherteren  Werth  jenes  Ausdrucks  (14)  zur 
Ermittelung  des  Werthes  der  Reihen : 

^  \    n     I     n 

n=l 

benutzen.  Bei  der  guten  Convergenz  der  in  dem  Ausdruck  (14)  enthaltenen  Reihen: 

2(-l)"(2«  +  l)e<"^  +  "'""''- 
ist  nur  die  Berechnung  weniger  Gheder  erforderhch. 

Ich  habe  noch  zu  erwähnen,  dass  Hr.  H.  Weber,  wie  ich  aus  einer  in  dem  neue- 
sten Hefte  der  mathematischen  Annalen  (Bd.  XXXIII,  Heft  3)  erschienenen  Arbeit, 
von  welcher  er  mir  freundlichst  einen  Separatabdruck  geschickt  hat,  ersehe,  den 
Grenzwerth  von: 


e         27t  ^  Xam^-irbrnn  +  cn^J         ' 


für  Q  =0,  unter  der  Voraussetzung  reeller  Werthe  von  a,b,  c,  mittels  einer  von  der 
im  art.  VIII  dargelegten  ganz  verschiedenen  Methode,  aber  auch  unter  Anwendung 


ZUR  THEORIE  DER  ELLIPTISCHEN  FUNCTIONEN  27 

der  r- Functionen  (nach  Dirichlel' scher  Weise),  auf  die  im  art.  VII  meiner  Mit- 
theilung vom  30.  JuH  1885  behandelte  „Invariante  der  durch  die  Form  (a,  b,  c) 
repraesentirten  Classe" 

zurückgeführt  hat. 

XVIII. 

Während  im  art.  XVI  für  Fundamental -Discriminanten  —  /lo,  also  für 
^  =  1 ,  der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichmig  (5)  unmittelbar  in  den  Aus- 
druck (2)  eingesetzt  und  hiermit  eine  Darstellung  des  nach  q  genommenen  logarith- 
mischen Differentialquotienten  von : 


durch  das  arithmetische  Mittel  der  Logarithmen  der  den  verschiedenen  Classen  der 
Discriminante  —  A,,  entsprechenden  Invariante  A'  erlangt  werden  konnte,  bedarf 
es  für  den  Fall  Q  >  1  noch  einiger  Vorbereitungen,  weil  im  Ausdruck  (2)  die  Summa- 
tion  über  alle  ganzzahhgen  Werthe  von  m,  n  mit  alleinigem  Ausschluss  des  Systems 
m  =0,  «  =0,  im  Ausdruck  (5)  aber  nur  über  diejenigen  Werthsysteme  m,n  er- 
streckt wird,  für  welche  ani'  +  hmn  +  cn'  prim  zu  Q  ist. 

§1- 
In  jeder  Classe  quadratischer  Formen  {a,  b,  c)  giebt  es  solche,  in  welchen 

a  prim  zur  Discriminante  D,b^O  (mod.  Q),  c^O  (mod.  Q^) 

ist.*)')  Für  solche  Formen  hat  am"  -t-  bmn  +  cn^  nur  dann  einen  gemeinsamen 
Theiler  mit  Q,  wenn  m  einen  solchen  hat;  jene  im  art.  VIII  mit  (W)  bezeichnete 
Gleichung : 


*)  Die  Begründung  dieser  und  aller  anderen  arithmetischen  Voraussetzungen  behalte 
ich  einer  besonderen,  der  Theorie  der  quadratischen  Formen  gewidmeten  Arbeit  vor. 

')  VgL  Zusatz  4  am  Ende  dieses  Bandes.  H 

4* 
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in  welcher  die  Summationen  dahin  beschränkt  sind,  dass  die  Argumente  der  Func- 
tion F  zviQ  prim  sein  müssen,  kann  daher  folgendermaassen  dargestellt  werden: 


(1)       -^(x) (?) n^^) = 22  0^(«-^  +  ^"-  +  -^^)  c: 


*,*  =  !,  2, 3, 
V"^B=0,+  I,  +  2. 
li,k 


WO  nunmehr  bei  der  Summation  rechts  einzig  und  allein  das  System  m  =  0,  w  =  0 
wegzulassen  ist. 

Da  h  durch  Q  und  c  durch  ö*  theilbar  ist,  so  kann  man  setzen : 
h  =  h'Q,c  =^  cQ\ 
wo  6',  c  ganze  Zahlen  bedeuten.  Dann  wird : 

am^  +  bmn  +  cn^  =  a?H^  +  b  mnQ  +  c  n^Q^, 

und  man  sieht  also,  dass  das  Quadrat  des  grössten  gemeinsamen  Theilers  von  m 
und  Q  den  grössten  gemeinsamen  Theiler  von 

am^  +  bmn  +  cn^   und  Q^ 

bildet.  Wird  nämhch  der  grösste  gemeinsame  Theiler  von  m  und  Q  mit  Q[  bezeichnet 
und: 

«1  =  m^Q[,  Q  =:  Q^Q[ 
gesetzt,  so  ist: 

a»r  -f  bmn  +  cn  ==  (am'^  -{-  b  m^^nQ^  -{-  c  n  Q,)Q(  ; 

die  Zahl  am^  +  bmn  +  cn^  hat  also  mit  Q^  d.  h.  mit  Q\Q^  ,  den  Factor  Q'^  gemein, 
aber  auch  nur  diesen ;  denn : 

ani'^  +  b'  m^uQ^  +  c'nQl 

ist  prim  zu  Qi ,  weil  der  Voraussetzung  nach  Q[  der  grösste  gemeinsame  Theiler  von 
m  und  Q,  und  folghch  nh  prim  zu  ^i  ist. 

Bedeuten  qi,  qt,  qs,  ■  •  •  die  verschiedenen  Primfactoren  von  Q  und  setzt  man : 

(2)  {^  -i[)  {^  -'ii)  {i  ~ii)  ■■■  -  2  '^y^ 

so  kann  man  sich  die  Summation  rechts  auf  alle  Divisoren  von  Q  ausgedehnt  denken, 
wenn  man  nur  £„  =  0  nimmt,  sobald  irgend  ein  Primfactor  von  n  mehrfach  darin  ent- 
halten ist,  aber  wenn  dies  nicht  der  Fall  ist : 
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«„=1..  —1, 

je  nachdem  die  Anzahl  der  verschiedenen  Primfactoren  von  n  gerade  oder  ungerade 
ist.  Ich  bemerke  hierbei,  dass  sich  diese  Bezeichnimgsweise  schon  im  §  2  des  art.  XI 
findet,  dass  aber  im  art.  X  versehenthch  das  Product: 

(l  —  p'z)  (1  —  f"z)  (1  —  f'z) .  .  . 

als  erzeugende  Function  angegeben  ist.  Offenbar  muss  z  nicht  Factor,  sondern,  wie 
in  der  Gleichung  (2),  FiXponent  der  verschiedenen  Primzahlen  sein. 


Bei  Anwendung  der  eingeführten  Bezeichnungsweise  wird : 


wo  Q[,Q[,Q[,  .  .  .  die  verschiedenen  Divisoren  von  Q  bedeuten  und  die  Summation 
i-echts  über  alle  Systeme  von  ganzen  Zahlen  m, ,  «,  zu  erstrecken  ist,  für  welche : 

am*  +  fc?»,n,  +  cn^  ^  0   (raod.  Q,) 

wird.  Da  b  und  c  durch  Q[  theilbar,  a  hingegen  prim  zu  Q\  ist,  so  muss  m]  durch 
Q[  theilbar  sein.  Nun  kommen,  da  für  die  Divisoren  Q[,  die  irgend  einen  Primfactor 
mehrfach  enthalten,  e  =  0  ist,  nur  solche  Divisoren  Q[  in  Betracht,  welche  lauter 
verschiedene  Primfactoren  enthalten,  und  für  diese  hat  die  Congruenz : 

m*  ^  0   (inod.  Q^'j 

die  speciellere : 

7n,  =  0  (mod.Q'j) 

als  noth wendige  Voraussetzimg.  Man  kann  daher  in  der  Gleichung  (3)  rechts: 


m,  =  mV,,  n,  =  n 


setzen  und  dann  die  Summation  über  alle  Systeme  ganzer  Zahlen  m,n,  mit  alleini- 
gem Ausschluss  des  Systems  m  =0,  n  =0,  erstrecken.  Substituirt  man  nun  noch 
für  b ,  c  beziehungsweise : 

b'Q',  cQ'^. 

so  verwandelt  sich  die  Gleichung  (3)  in  folgende : 
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und  es  sind  liier  auf  beiden  Seiten  die  Summationen  auf  alle  Systeme  ganzer  Zahlen 
m,  n,  mit  Ausschluss  des  Systems  m  =  0,  %  =  0,  zu  erstrecken. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  (4)  links  für  {a,b,  c)  ein  System  nicht  aequiva- 
lenter  Formen  der  Discriminante  D  oder  D^Q^,  so  kommen  rechts  für  jeden  Werth 
von  f  die  entsprechenden  Formen : 

(a,b'Q^,c'Q;) 

der  Discriminante  DqQI  vor,  unter  welchen  jene  „enthalten"  sind.  Von  diesen  For- 
men sind  aber  gewisse  einander  aequivalent,  und  zwar  ist  die  Anzahl  derjenigen  ein- 
ander aequivalenten  Formen : 

(a,  b'Q^,  cQ'^) 

der  Discriminante  DoQ^ ,  unter  welchen  eine  bestimmte  Form  {a,b,  c)  der  Discrimi- 
nante D  enthalten  ist,  für  jede  der  letzteren  Formen  dieselbe.*)  Von  den  vorkommen- 
den Formen : 

(a,  h'Q^,  c'Q-') 
gehören  also  je 

^(^0^^)   oder  --'^)- 

derselben  Classe  von  Formen  der  Discriminante  DoQ\  an,  und  es  besteht  daher  die 
Gleichung:^) 

IK\          1       "V  V/P"\7?r        2    ,    ,            ,         2\        "V    "V    "V       F{{a^m- +  hmn -\- c^n^)Q\^) 
(5)     K(D)22/Ur^""^   +6mn  +  cn-)=2   Z   2j'o\ w^^n '' 

in  welcher  die  Summationen  sich  auf  alle  Systeme  ganzer  Zahlen  m,  n,  mit  alleini- 
gem Ausschluss  des  Systems  m  =0,  n  =  0,  beziehen,  ferner  links  auf  ein  vollstän- 
diges System  nicht  aequivalenter  Formen  {a,b,c)  der  Discriminante  D,  rechts  aber 
für  jede  der  in  D  enthaltenenen  Discriminanten  DqQ^  auf  ein  vollständiges  System 
nicht  aequivalenter  Formen : 

eben  dieser  Discriminante  DoQ'^.  Ersetzt  man  nunmehr  die  Summe  auf  der  linken 

*)  Vergl.  die  Abhandlung  des  Hrn.  Lipschitz:  , .Einige  Sätze  aus  der  Theorie  der 
quadratischen  Formen".  Journal  für  Mathematik,  Bd.  LIII. 

')  VgL  Zusatz  5  am  Ende  dieses  Bandes.  H 
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Seite  der  Gleichung  (5)  durch  diejenige,  welche  die  linke  Seite  der  obigen  Formel  (1) 
bildet,  so  resultirt  die  Gleichung: 

*  =  «*  =  '>,     .     ,   „  F('(a,TO-  +  bfinn  +  c,n-)Q|-) 


(6) 


K(D,Q}) 


und  es  zeigt  sich  daher,  wenn  F{n)  =n  '   '-'  genommen  und  auf  beiden  Seiten  der 

'  (1  +  (■•) 
Gleichung  (6)  mit  |  Z)|  *         multipHcirt  wird,  dass  der  Werth  von : 

^     '        h^l  k  =  l 

mit  dem  Werthe  von : 

(8)         9\d"'''2^<^^,  2  2'K-^  +  ^--  +  ^/)"'"^ 

t  V      U  ^(/   ff|.ft(,oj      m,n 

übereinstimmt. 

§2. 

Bezeichnet  man,  wie  im  art.  VIII  und  IX  mit  H(D),  H{D)  beziehungsweise 
die  Reihen: 

i,=i  /, = 1    ' 

und,  wie  im  art.  XVII,  mit  ^  (D)  den  nach  q  genommenen  Differentialquotienten 
von:  „_.  ,,„ 

n  =  1 

für  e  =0,  80  ist:  tj.^.       . 

und  es  ergiebt  sich,  wenn  man  die  im  art.  VIII  mit  (9?)  bezeichnete  Gleichung: 
(9)  tH  (D)  )/ —  D  =  27iK(D) 

berücksichtigt,  dass  modiilo  g*  die  Congruenz: 

besteht,  d.  h.  dass  der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  das  Aggregat  aller  derjenigen 
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Glieder  der  Entwickelung  des  Ausdrucks  auf  der  linken  Seite  nach  steigenden  Po- 
tenzen von  Q  darstellt,  welche  nicht  q^  oder  höhere  Potenzen  von  g  enthalten. 

Nach  der  oben  angewendeten  Methode  ergiebt  sich  ferner,  dass : 

wird,  wo  die  durch  ^  angedeutete  Summation  auf  alle  Divisoren  Q'j  von  Q  zu  er- 

strecken  ist.  Da  modulo  q^  die  Congruenzen: 

*=» 

*=i  t  t  t 

in  dem  oben  dargelegten  Sinne,  bestehen,  so  resultirt,  wenn  zur  Abkürzung: 

(11)  2^<ii^r'  =  •^'(''^)'  2''^'fi'<~ ''«!^^r  =  '^'(^) 

gesetzt  wird,  die  Congruenz: 

i  =  1 
und  aus  den  beiden  Congruenzen  (10)  und  (12)  folgt  endlich,  dass: 

(13)  2;r(l  +  qC  +  (?.§(D)),S(Q)  -  27ieS{Q) 

das  Aggregat  der  beiden  ersten  Güeder  der  Entwickelung  des  Ausdrucks  (7)  nach 
steigenden  Potenzen  von  q  darstellt,  oder,  was  dasselbe  ist, 

dass  die  beiden  Ausdrücke  (7)  und  (13)  einander  modulo  q^  congruent 
sind. 

Um  nun  das  Aggregat  der  beiden  ersten  Glieder  in  der  Entwickelung  des 
Ausdrucks  (8)  nach  steigenden  Potenzen  von  q  darzustellen,  gehe  ich  von  der  im 
art.  XV  mit  (18)  bezeichneten  Gleichung  aus,  indem  ich  dieselbe  in  dem  obigen  Sinne 
als  Congruenz  modulo  q^  folgendermaassen  fasse: 

l  (1  +  ())    .^^  -l-o 

ß(4ac  —  b^)'  ^  (am^  -\-  hmn  +  cn^) 

~1n{\  +  'IqC  +  2e  log2.T  —  olog/l'(ü,  0,  to^,w^)) 
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Hieraus  ergiebt  sich,  wenn  man  von  den  Eelationen: 

^o<^t  =^  ^^  -  H«„    D=-D,QlQ'{ 
Gebrauch  macht,  die  Congruenz  modulo  q^: 

=  27r(l  +  2^(7  +  20  log  TT  —  ologyl'(0,  0,  wf,  w<"))  • 
in  welcher  für  ^</",  —  w^"  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung: 

zu  nehmen  sind.  Der  oben  mit  (8)  bezeichnete  Ausdruck  wird  demnach  modnlo  p" 
congruent  dem  Ausdrucke : 

2^2^«;^Sn7^^   2i^  +  2oC  +  20log27r  ^  elog/l'(0,  0,  «;',",  «;<")), 

und  dieser  kann,  da  K{DoQ])  die  Anzahl  der  Formen  (a,,  &,,  c,)  bedeutet,  so  dar- 
gestellt werden: 

(14)  2.^(1  +  2eC'  +  2ßlog2;r)2' £,;<?;■''''-  2^?2sF7777a  2  ^"^^'(O'  «'  <''  <)• 

Ersetzt  man  liierin  Q[  "  durch  Q\  —  p^',  log  ö',  und  benutzt  die  oben  unter 
(11)  eingeführten  Bezeichnungen,  so  zeigt  sich,  dass  der  Ausdruck  (14),  und  also 
auch  der  Ausdruck  (8),  modulo  q^  dem  folgenden  congruent  ist : 

(15)  2:t(1  +  2eC  -f  20log2;r)S(<?)  —  1nQS{Q) 


' Q  y,  ^./  ~ 7 ^    2  log  /l' (0 ,  0 ,  w'l\ 


Nun  hat  sich  oben  gezeigt,  dass  die  Ausdrücke  (7)  und  (13)  einander  modnlo 
Q^  congruent  sind,  und  schon  am  Schlüsse  des  §  1  hat  sich  ergeben,  dass  die  Werthe 
der  beiden  Ausdrücke  (7)  und  (8)  an  sich,  d.  h.  nicht  bloss  modulo  g",  mit  einander 
übereinstimmen ;  es  folgt  demnach, 

dass  die  beiden  Ausdrücke  (13)  und  (15)  einander  modulo  q^  congruent 
sind, 

I,.  Kronecker'a  Wi-rke  V  5 
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und  deren  Vergleichung  liefert  unmittelbar  die  gesuchte  Darstellung  der  Function 
,£-)  für  beliebige  Discriminanten  D  durch  die  Invarianten  A'  : 

(IG)        SAD)  =  C  +  log4.=  -  sh2%^r:]dl^)  2'l«g^'(0.  «•  <-  <')- 

welche  mit  der  specielleren  im  art.  XVII  (11)  angegebenen  für  den  Fall  D  =Do, 
Q  =  1  übereinkommt. 

§3. 

Die  Gleichung  ( 1 6)  ist  leicht  in  folgende  zu  transf ormiren : 

(17)  .'p(D)  =  C  -  ^-,  y  £,, — -^'-.      y  log  A^'(0,  0,  W",  wf), 

in  welcher  unter  tp  (Q)  in  der  üblichen  öawss'schen  Weise  der  Werth  von : 

zu  verstehen  und  die  Multiplication  auf  alle  verschiedenen,  in  Q  enthaltenen  Prim- 
zahlen zu  erstrecken  ist. 

Die  eigenthche  Bedeutung  dieser  Relation  tritt  klarer  hervor,  wenn  man  den 
Gauss'scben  Begriff  der  ,, Ordnung"  der  verschiedenen  zu  einer  Discriminante  ge- 
hörigen Formenclassen  zu  Hülfe  nimmt.  Vereinigt  man  nämlich  alle  diejenigen  qua- 
dratischen Formen: 

ax^  ~  bxy  -\-  cy'^ 

in  einer  und  derselben ,, Ordnung",  für  welche  die  drei  Coefficienten  a,b,c  einen  und 
denselben  grössten  gemeinsamen  Theiler  t  haben,  so  bilden  die  Formen : 

der  Discriminante  D  ein  vollständiges  System  nicht  aequivalenter  Formen  der  durch 
den  Theiler  Q[  charakterisirten  ,, Ordnung".  Hiernach  stellt  der  Ausdruck: 

in  welchem  w*" ,  —  wf  als  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung : 

Oj  +  hjW  -f  c^w^  =  0 
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definirt  sind,  den  Mittelwerth  des  Logarithmus  der  Invariante: 

für  die  verschiedenen  Classen  {a,h,c)  der  durch  Q\  charakterisirten  „Ordnung"  der 
Discriminante  D  dar.  Bezeichnet  man  diesen  Mittelwerth  zur  Abkürzung  mit: 

\ogU{VD,Q'^ 

so  bedeutet  M  (  VD  ,  Q\)  das  geometrische  Mittel  der  Invariante : 

4  TT* 


(18) 


/i'(o,o. 


—  b  +  yiD    b  +  l/D^ 


2c 


für  die  durch  Q\  charakterisirte  „Ordnung",  und  die  Relation  (17)  nimmt  dann  fol- 
gende übersichtliche  Gestalt  an : 

Q    -sn «/ log  M(yB,t) 
(19)  ö  (D)  =  C  +  ^^^-j  2-^^^^—  <"= ""'^"-'' 

wo  die  Summation  auf  alle  Divisoren  t  von  Q  zu  erstrecken  ist.  Dabei  ist  daran  zu  er- 
innern, dass  £,  =  0  ist,  wenn  t  irgend  einen  Primfactor  mehrfach  enthält,  dass  also 
nur  diejenigen  Divisoren  von  Q  wirklich  vorkommen,  welche  lauter  von  einander 
verschiedene  Primfactoren  enthalten. 

Da  die  Argumente : 

— 6+yö   b-f-yp 

2c        '         2c 

der  Functionen  A' ,  deren  Mittelwerth  für  die  durch  Q\  charakterisirte  Ordnung  mit 
M.{VD,Q\)  bezeichnet  worden  ist,  einzig  imd  allein  von  den  Verhältnisswerthen : 

b-.c-.y'D 

abhängen,  so  bleibt  der  Werth  von  ^l{Vi>,  Qj)  ungeändert,  wenn  ein  gemeinsamer 
Theiler  beider  Argumente  weggelassen  wird,  d.  h.  es  besteht,  wenn  D^  irgendeine 
Fundamental -Discriminante  ist  und  P,Q,  R  irgend  welche  ganze  Zahlen  bedeuten, 
die  Relation:  

(20)  m(i  d^p^q^r",  pq)  -  M(yr>^*B',  q). 

5* 
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In  der  Gleichung  (19)  ist  daher  M{VD,  t)  durch  M(^  VD,  l)  zu  ersetzen, 
und  dieselbe  nimmt,  wenn  dies  geschieht  und  noch  mit  d  der  zu  t  complementäre 
Divisor  bezeichnet  wird,  die  Form  an : 

(21)  fp{g){<;^{D^Q^')  -  C)  ='^e^d\ogll{Vl\d\  l)  ^ä,  =  Q), 

auf  welche  die  im  art.  XI,  §  2  hergeleiteten,  einander  correspondirenden  Relationen : 

unmittelbar  anwendbar  sind. 


Demnach  folgt  aus  der  Gleichung  (21),  dass: 

Q  log  M{Vi\Q\  1)  =^v{d)  fe(ö„d')  -  C) 

d 

ist,  wenn  die  Summation  rechts  auf  alle  Divisoren  d  von  Q  ausgedehnt  wird,  und 

2> 


hieraus  geht,  wenn  von  der  Relation  ^  fid)  =  Q  Gebrauch  gemacht  wird,  die 


Gleichung : 

(22)  C  +  log  M  (l  'D„Q^  i)  =  l^f  (d)  .S^  {D„d') 

hervor,  welche  die  Darstellung  des  Mittelwerthes  der  Invariante  (18)  für  die  primi- 
tive Ordnung  einer  beliebigen  Discriminante  DqQ^  durch  die  den  verschiedenen 
Theiler-Discriminanten  D^d^  entsprechenden  Functionen  §  enthält.  Die  Werthe  die- 
ser verschiedenen  Functionen  §  lassen  sich  aber,  wie  im  folgenden  Paragraphen  ge- 
zeigt werden  soll,  sämmthch  auf  den  der  Fundamental  -  Discriminante  entsprechen- 
den Werth  ^{Do)  zurückführen,  und  es  kann  damit  eine  Darstellung  von 
log  M  iyD^Q^,  l)  durch  §  (Do)  allein  erlangt  werden. 

§4. 

Zu  dem  angegebenen  Zwecke  gehe  ich  von  der  Gleichung: 

(23)  log  V^D  -  §(D)  =  W  =  li,,  2'(?)  ^^Vd- 

aus,  in  "welcher  die  Summation  über  alle  Primzahlen  p  zu  erstrecken  ist,  und  welche, 
ganz  ebenso  wie  die  speciellere  im  Anfange  des  art.  XVII,  durch  Differentiation  der 
Gleichung: 
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nach  Q  entsteht. 

Substituirt  man  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (22)  für§  (Z>od^)  gemäss 
(23)  den  Ausdruck : 

loe 


und  berücksichtigt,  dass : 

ist,  wenn  die  Summation  auf  alle  Di\'isoren  d  von  Q  erstreckt  und  mit  p'  die  höchste 
in  Q  enthaltene  Potenz  von  p  bezeichnet  wird,  so  kommt : 

(24)  C  +  logUiyD,  l)  =  logy-  D,  +  y^,p{d)logd  -  lun^i^'-)     ^""'"^  r- 

^    d  t'  =  «   ,.    ^  ^     p'+e_(^»  j 

Nun  ist: 

2?'  W  log  d  =  ^{h^  log  q^  +  h^log  q,+  ---)<p  (<Z**)  <p(q^)..., 

wenn  die  Summation  auf : 

;ij  =  1,  2,  3,  .  .  .r,  (1=1,2....) 

erstreckt  wird  und  r,  den  Exponenten  der  höchsten  in  Q  enthaltenen  Potenz  von  q^ 
bezeichnet.  In  dieser  Summe  kommt  log  q^  mit : 

multiphcirt  vor,  imd  dieser  Factor  von  log  q,  ist  gleich : 

|2'^9'W')    «der  r^Q-'-^^Q. 

Es  wird  also:  _rj 

Q  '2'P  ('^)  log  d  =  ^'r,  log  (i,  -  2  "^r  ^°g  ''t 

und  folghch,  da  ^  r,  log  j,  =  log  ^  ist,  gemäss  der  Gleichimg  (24) : 

(25)  C  +  logM(T.  D,  1)  =  logl  =rZ)  -^^r  l«g5  -  H-SCtJ^^D-^' 
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WO  sich  die  erstere,  auf  q  bezügliche  Summation  nur  auf  alle  in  Q  enthaltenen  Prim- 
zahlen, die  letztere,  auf  f  bezügliche  aber  auf  alle  Primzahlen  erstreckt.  In  der  letz- 
teren Summe  ist  r  =  0 ,  sobald  f  nicht  in  Q  enthalten  und  also  keine  der  mit  q  be- 
zeichneten Primzahlen  ist.  Man  kann  diese  Summe  daher  auch  so  darstellen: 

wo  die  erstere  Summation  auf  alle  Primzahlen,  die  letztere  nur  auf  diejenigen  zu 
erstrecken  ist,  welche  in  Q  enthalten  sind. 

Die  Gleichung  (25)  nimmt  hiernach,  wenn  man  zur  Abkürzung : 
setzt,  folgende  Gestalt  an: 


(27)  C  +  log^CÖ'') 


^  +  ^<"«-«)--:2©^-;;^5y 


P 

und  es  ist  zur  Erläuterung  des  mit  Z  (Dq  ,  Q)  bezeichneten  Ausdrucks  nochmals  her- 
vorzuheben, dass,  wenn  Q,  als  Product  von  Potenzen  von  Prinzahlen  dargestellt, 
gleich : 

ist,  die  Summation  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  (26)  sich  auf  die  Werthe : 

und  die  zugehörigen  Werthe : 

r  =  r  .  r     r      ... 

bezieht.  Wird  nunmehr  in  der  Gleichung  (27)  die  Summe  auf  der  rechten  Seite  ge- 
mäss der  obigen  Formel  (23)  durch  §  {Dq)  ausgedrückt,  so  geht  dieselbe  in  folgende 
über:  ,  , , 

MfvD„e^  i) 

m  C  +  log  -^^-Q^-^  +  Z(D„Q)  =  S^ (Z>„) , 

welche  die  oben  angekündigte  Darstellung  von  logM(l  D^Q^,  l)  durch  i)(Z)o)  allein 
enthält. 


ZUR  THEORIE  DER  ELLIPTISCHEN  FUNCTIONEN  39 

§5. 

Für  den  Fall  D=D„,Q  =  l  wird  Z(A,  Q)  =  Z{Do,  1)  =  0,  und  die  Glei- 
chung (28)  reducirt  sich  daher  auf  folgende : 

(28*)  C  +  log  M  (>  D, ,  1)  =  §  (D„) , 

welche  mit  der  Formel  (11)  im  art.  XVII  genau  übereinstimmt. 

Substituirt  man  nun  in  der  Gleichung  (28)  für|)(Z)o)  den  Ausdruck,  welcher 
die  linke  Seite  der  Gleichimg  (28*)  bildet,  so  resultirt  die  Formel: 

Mfi/D  i)  m(i/d„,i) 

(29)  l°g^S^^  +  2(D„  Q)  =  log^;^. 

durch  welche  der  Mittel werth  der  Invariante  (18)  für  die  primitive  Ordnung  einer 
behebigen  Discriminante  D  =  DoQ^  auf  den  der  Fundame ntaldiscriminante  A  ent- 
sprechenden zurückgeführt  wird.  Zugleich  zeigt  die  Formel  (29), 

dass  der  Ausdruck : 

M  (Vd^Q^,  l) 

für  alle  Werthe  von  Q,  d.  h.  also  für  alle  Discriminanten  D  =Z>oQ^  wel- 
chen dieselbe  Fundanientaldiscriminante  Do  entspricht,  einen  und  den- 
selben Werth  hat. 

Man  kann  die  Formel  (29)  aber  auch  zur  Vergleichung  solcher  Werthe  von 
M  verwenden,  welche  verschiedenen  Ordnungen  derselben  Discriminante  entsprechen. 

Bedeutet  nämUch,  wie  vorher,  Do  irgend  eine  Fundamentaldiscriminante, 
Q  irgend  eine  ganze  Zahl  imd  sind  d,  t  ebenso  wie  di ,  ti  mit  einander  complementäre 
Divisoren  von  Q,  so  dass:  dt  =  d  t  =  Q 

wird,  so  ist  gemäß  der  Formel  (20),  wenn,  wie  oben,  D  =  DgQ^  gesetzt  wird: 

M  {Vd,  t)  =m  (Vd^\  i) ,  m  (Vd,  t)  =  M  {Vi\dl ,  l) 

und  alsdann  gemäß  der  Formel  (29) : 


log 


=^.  +  Z,.,„.,^>o.^^  +  Z,Z,„.,,. 
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Diese  Gleichung  kann  aber  auch  so  dargestellt  werden : 

(30)  logtM(yD,  t)  +  z(d„  f]/^-)  =  log«,M(T  D,  <J  +  Z  (d„  ,  ]^  ]/^) , 
und  es  zeigt  sich  daher, 

dass  der  Ausdruck : 

logiM(-iD,<)  +  z(z)„,  ]y^) 

für  alle  Werthe  von  t,  d.  h.  also  für  alle  verschiedenen  Ordnungen  der 
quadratischen  Formen  der  Discriminante  D  einen  und  denselben  Werth 
hat. 

Nun  ist  nach  der  oben  im  §  3  aufgestellten  Definition : 

wenn  über  ein  System  unter  einander  nicht  aequivalenter  Formen  {a,b,  c)  der  Dis- 
criminante D  summirt  wird,  in  welchen  a,b,  c  den  grössten  gemeinsamen  Theiler  t 
haben,  welche  also  die  verschiedenen  Classen  der  durch  t  charakterisirten  Ordnung 
repraesentiren.  Ferner  ist  gemäss  der  Formel  (15)  im  art.  XV: 

-log-J^ÄiO,0,w,.  w,)  =  -^-logJ^  -  21og]7(l  -  e— )(1  -  e^"""''); 

u  =  \ 

das  in  der  Gleichung  (30)  enthaltene  Resultat  ist  daher,  wenn  man  auf  die  Bedeutung 
der  Bezeichnungen  M ,  Z  zurückgeht,  f olgendermaassen  zu  fassen : 

Versteht  man  unter  (a,h,c)  quadratische  Formen  der  Discriminante  D, 
welche  die  sämmtlichen  Classen  einer  bestimmten,  durch  den  Theiler  t 
charakterisirten  Ordnung  repraesentiren,  unter  A'  (D ,  t)  die  Anzahl  dieser 
Classen,  unter  D^  die  der  Discriminante  D  entsprechende  Fundamental- 
discriminante,  unter  w  diejenige  Wurzel  der  Gleichung  a  +  hw  -^  cw^  =  (i , 
für  welche  der  reelle  Theil  von  wi  negativ  ist,  und  wird  durch: 

(31)  '/.'(Zä'g^-- 
die  ganze  Zahl:  ,-jj- 
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als  Product  von  Potenzen  verschiedener  Primzahlen  dargestellt,  so  hat  das 
Aggregat: 

1        -snUl/— D       ,       V^-^D  .,       TT:-,  3.,..T.il 


-L  V/'i      (%]  '?""-!       logg         r'=''..'/' 


1 
für  jede  der  verschiedenen  Ordnungen  einen  und  denselben  Werth. 

In  ganz  analoger  Weise  kann  der  Inhalt  der  im  art.  VIII  mit  (D)  bezeich- 
neten Gleichung: 

(^^  K{D-)  -  ^  [  11  V  ~  \t)  7  j  wm) 

folgendermaaasen  formuürt  werden : 

Versteht  man  unter  K(D,t)  die  Anzahl  der  verschiedenen  Classen 
quadratischer  Formen  der  durch  t  charakterisirten  Ordnung  der  Discri- 
minante  D,  unter  E(  ^\  die  Fundamentaleinheit: 


^{T  +  uYi} 


(32) 


d.  h.  diejenige  Einheit,  durch  deren  ganze  Potenzen  sich  sämmtliche  Ein- 
heiten von  der  Form: 

darstellen  lassen,  so  hat  der  Ausdruck : 

in  welchem  die  Multiplication  auf  alle  verschiedenen,  in  der  ganzen  Zahl 
2  enthaltenen  Primzahlen  q  zu  erstrecken  ist,  für  jede  der  verschiedenen 
durch  t  charakterisirten  Ordnungen  einen  und  denselben  Werth. 


*)  Bei  der  Summation  sind,  wie  oben,  stets  nur  die  zusammengehörigen  Werthe 
q  =  5,,  r  =  r,  zu  nehmen. 

L  Kronecker'a  Werke  V  6 
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Da  nun  die  Gleichung  (D),  und  also  auch  die  hier  angegebene  Formuhrung  ihres  In- 
halts, nur  als  eine  etwas  modificirte  Darstellung  jener  Gauss'schen  »Sätze  im  art.  256 
der  Disquisitiones  arithmeticae^)  zu  betrachten  ist,  welche  die  Vergleichung  der  An- 
zahl der  in  den  verschiedenen  Ordnungen  enthaltenen  Classen  quadratischer  Formen 
betreffen,  so  lässt  die  obige  (mit  (31)  bezeichnete)  Fassung  des  Inhalts  der  Gleichung 
(30)  deutlich  erkennen,  dass  das  darin  entwickelte,  aus  der  Theorie  der  elliptischen 
Functionen  geschöpfte  Ergebniss,  welches  die  Vergleichung  der  Mittelwerthe  der  In- 
variante ä'  für  die  verschiedenen  Ordnungen  quadratischer  Formen  betrifft,  sich 
ebenso  unmittelbar  als  ein  neues  Resultat  jenen  älteren  Gmiss' sehen  anreiht,  wie  die 
im  art.  XVI  in  der  Gleichung  (7)  ausgedrückte  Relation  zwischen  den  Werthen  ge- 
wisser Reihen  und  den  Mittelwerthen  der  Invariante  ä'  für  quadratische  Formen 
primitiver  Ordnungen  an  die  bezüglichen  Dirichlet' sehen  Resultate  anknüpfte. 

§6. 

Es  verdient  noch  hervorgehoben  zu  werden,  dass  in  der  Gleichung  (29) 
wundersame  Beziehungen  zwischen  Zahlenausdrücken  enthalten  sind,  und  dass 
deren  Eigenart  leichter  erkermbar  wird,  wenn  man  die  angenäherten  Werthe  von  A' 
benutzt. 

Wird  nämüch  für  den  letzten  Theil  des  Ausdrucks : 

welcher  den  Werth  von  log  M.{VD,  1)  darstellt,  die  Reihenentwickelung  substituirt, 
so  resultirt  die  Gleichung : 

a.h,c     \  n  =  l  J 

in  welcher  S^{n)  die  Summe  der  Divisoren  von  n  bedeutet.  Es  stellt  also,  wenn  zur 
K(DoQ^)^ 


"^-^^    .,..«=,  .  -A_2(^^"-««  V°)  +  ^.-..« 


1)  Gauss,  Werke,  Bd.  I,  S.  279. 
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gesetzt  wird,  das  Aggregat: 

jenen  Ausdruck  dar,  welcher  gemäss  der  Gleichung  (29)  für  alle  Zahlen  Q  einen  und 
denselben  Werth  hat,  und  die  hiernach  für  zwei  behebige  ganze  Zahlen  Q,  ü  geltende 
Formel : 

liefert  offenbar  eine  imendhche  Reihe  von  Relationen  zwischen  Zahlenausdrücken, 
die  aus  ganz  verschiedenen  Elementen  gebildet  sind. 

Um  nun  den  Charakter  dieser  Relationen  deuthcher  hervortreten  zu  lassen, 
will  ich  angenäherte  Werthe  von  ^(DqQ')  entwickeln. 

Zu  diesem  Zweck  bemerke  ich  zuvörderst,  dass: 

ist.  Denn  wenn  ti  als  Product  von  Primzahlpotenzen  in  der  Form : 

dargestellt  ist,  so  wird : 

imd  da: 

V    -^^;in-=  p-irr^P      _p-l)>ü 

ist,  so  zeigt  sich,  dass  in  der  That : 

S^{n)  <  /Yp'\  also  S'^(n)  <  n 

P.h 

sein  nmss.  Hiernach  ergiebt  sich  die  Ungleichheit: 
Nun  ist  offenbar  für  einen  positiven  echten  Bruch  x : 


k  —  (k  +  l)x' 

6* 
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und  wenn  x  <  e'"^  <  0.00433343  ist: 


^nx"  <  1.01  -kx'. 


Es  findet  daher  die  Ungleichheit: 


2iS»e""     ^     cos  "^<  1.01  .fee"     = 


.,  =  * 


statt,  sobald  in  den  Ausdrücken  von  0  {Dg Q^),  ^ ( A Q^)  nur  reducirte  Formen  {a,b,c) 
d.  h.  solche  genommen  werden,  für  welche: 

\b\  ^c  ^a    und  folglich  '     > n}  3 

ist.  Dies  vorausgesetzt,  wird  also  W{DoQ^)  gleich: 


=  4-1 


TlV-D  A  n.     ,        --^         knV-D 


i         -V     V     1  o  /   X 7 —        'nbn     ,         4.04 -fc     "V 

■K(Do'3)„1^    ;f^     "  "  K{DoQ^)^^ 

WO  £  zwischen  ±  1  hegt,  und  man  kann  nun  entweder  für  jeden  bestimmten  Werth 
von  D  die  Zahl  k  so  gross  wählen,  dass  der  mit  £  multipUcirte  Werth  vernachlässigt 
werden  kann,  oder  man  kann  von  vorn  herein  k  so  gross  annehmen,  dass  diese  Ver- 
nachlässigung für  jeden  Werth  von  D  bei  den  vorgeschriebenen  Genauigkeits- 
grenzen statthaft  erscheint.  Da  nämlich  für  die  reducirten  Formen  stets : 

ist,  so  kann  der  Werth  des  mit  £  multiphcirten  Ausdrucks  für  k  =  3  nur  Einheiten 
der  sechsten  Decimale  und  für  k  =  4  sogar  nur  Einheiten  der  neunten  Decimale  be- 
tragen. 

Wählt  man  ä;  =  3 ,  so  wird : 

y,{D,Q')=      ,      -.,yUe       '■     cos  — +  6e        ^     cos  ^"^ -f  £  •  l'2.12e"      '     j, 
für  k  =2  dagegen : 

und  endhch  für  k  =  1: 


ZUR  THEORIE  DER  ELLIPTISCHEN  FUNCTIONEN  45 

Man  kann  aber  hier  den  Factor  4.04  bei  genauerer  Discussion  der  bezüglichen  Un- 
gleichheiten noch  bis  auf  etwa  4.026  verkleinern.  Dann  ist  freilich  der  Werth  dieses 
Factors  immer  noch  um  0.026  grösser  als  der  im  art.  XVII  angewendete.  Doch  hat 
der  Unterschied  auf  die  dort  entwickelten  Resultate  keinen  anderen  Einfluss,  als 
dass  die  Genauigkeitsgrenzen  der  Zahlenangaben  ein  wenig  modificirt  werden.  Auch 
a.  a.  0.  würde  übrigens  statt  des  kleineren  Factors  4  der  Factor  4.026  ermittelt  wor- 
den sein,  wenn,  wie  es  geschehen  musste,  für  den  absoluten  Werth : 

logd  +  Re")  (1  +  Re")\ 

die  Grenze  i  2log(l  —  7?)  | ,  die  derselbe  wirkUch  erreichen  kann,  berücksichtigt  wor- 
den wäre. 

Bei  der  Beschränkung  auf  angenäherte  Werthe  von  ^{DoQ')  lässt  sich  nun 
der  Inhalt  der  Gleichungen  (29)  oder  (30)  dahin  formuhren, 

dass  die  zwischen  den  beiden  Werthen  des  Ausdrucks: 

hegenden  Intervalle  für  alle  verschiedenen  ganzen  Zahlen  Q  einen  gemein- 
schaftlichen Theil  haben  müssen. 

§7- 
Um  die  vorstehenden  Ausführungen  an  einigen  Zahlenbeispielen  zu  erläutern, 
nehme  ich  zuerst  Z)o  =  —  3.  Dann  ist  für  Q  =  l,Q  =2  und  Q  =  Z  nur  je  eine  redu- 
cirte  Form  vorhanden : 

(1,1,1),     (3,0,1).     (7,1,1), 
und  imQ  =  \  wird : 

0(— 3)  = -^  —  log3  =  — 0.19171229  ...  , 
W{—  3)  =  —  4e~'"^'  -f  6e~""^'  +  ...  =  _  0.01722105  .  .  . ; 
also  ist  mit  einer  Unsicherheit  von  Einheiten  in  der  sechsten  Decimale : 
?)(—  3)  -f-  v(—  3)  annähernd  =  —  0.208933. 
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Für  Q  =2  wird : 

0(_  12)  =  ""l^^^  -  log  12  +  ^~p  =  -  0.20900865  .... 

V(—  12)  =  46"""^'  H =  0.000075. 

also: 

(p{—  12)  +  y>{—  12)  annähernd  =  —  0.208933. 
Für  ^  =3  wird: 

0{-  27)  =  "^  -  log27  +  -|-  =  —  0.208933  .  .  .  ; 
!F(—  27)  ist  auf  die  ersten  6  Decimalen  ohne  Einfhiss. 

Die  drei  ganz  verschieden  zusammengesetzten  Ausdrücke : 

— =-  —  loeS  —  4e      '     +  6e 
2j/3 

-^-log3-  ^log2  +  4e-^''^^ 
ji]/3 


2 


log  3, 


haben  also  einen  annähernd  gleichen,  in  den  ersten  5  Decimalen  sicher  übereinstim- 
menden Werth,  und  es  lassen  sich  daraus  offenbar  auch  angenäherte  Gleichungen 
zwischen  n,  e  "     ,  log  2,  log  3  ableiten.  So  erhält  man  z.  B.  das  Resultat,  dass 

—  x^  —  2x  +  -(,  log 2  —  ^  log 3   annähernd   =  0 , 

nämUch  positiv  und  kleiner  als  0.0000004  ist,  wenn  x  =  e'       gesetzt  wird. 

Ich  nehme  jetzt  zweitens  i)«  =  —  4  und  dann  Q  =  \,  Q  =  5  und  Q  =  13. 
Die  reducirten  Formen  sind 

für  Q  =  1,  also  D  =  —  4:     (1,0,1), 

für  Q  =  5,    D  =  —  100:     (25,0,1),     (13,2,2), 

für  Q  =  13,  /;  =  —  4-13': 

(169,0,1).     (85,2,2),     (.84. +  2,5),     (17,  +  2,  10). 
Es  wird  demnach  f ür  ^  =  1 : 


ZUR  THEORIE  DER  ELLIPTISCHEN  FUNCTIONEN  47 

0  (_  4)  =  ^  —  log  4  =  —  0.339097  .  .  .  , 

W{—4)  =  46'-"  +  Ge"*"  =  0.0074907, 
also: 

0(—  4)  +  •?(-  4)  annähernd  =  -  0.331606. 
Für  ^  =  5  wird : 

0{—  100)  =  ^  +  2  log2  —  log  100  =  —  0.33160627  .  .  .  ; 

^(—  100)  ist  auf  die  ersten  6  Decimalen  ohne  Einfluss. 
Für^  =  13  wird: 

0(-4.13')  =  11^  +  l  log 5  —  |log2-21ogl3  =  -0.3319120 

Wi-  4  •  13")  =  3  e"*'*"  cos  -g  H =  0.000306  .... 

wobei  zu  bemerken  ist,  dass  die  übrigen  GHeder  des  Ausdrucks  von  !f  (—  4  •  13") 
weggelassen  sind,  weil  sie  auf  die  ersten  6  Decimalen  keinen  Einfluss  haben.  Es  ist 
daher : 

<?(-  4  •  13'^)  +  f  (-  4  •  13')  annähernd   ==  —  0.331606, 

und  die  Werthe  der  drei  Ausdrücke : 

-^  — 21og2  +  46"'"  +  66"'", 

;2  —  21og5, 


3 

5:71  3 


stimmen  also  in  den  ersten  6  Decimalen  mit  einander  überein. 

Endhch  nehme  ich  D^  =  —  1  und  dann  Q  =  \,Q  =1,Q  =Z.  Die  reducirten 
Formen  sind: 

für  <?  =  1  also  D  =  —  7:      (2,  1,  1), 

für  g  =  2  also  D  =  —  28:     (7,  0, 1), 

für  Q  =  3  also  T)  =  -  63:      (16,  1,  1),  (8,  +  1,  2),  (4,  1,  4). 

Es  wird  demnach  für  ^  =  1 : 


48  ZUR  THEORIE  DER  ELLIPTISCHEN  FUNCTIONEN 

0{—  7)  =  ''^-    —  log7  =  —  0.560598  .  .  .  , 

W{~-  7)  =  —  46"""^'  +...  =  —  0.000982 

also: 

0{—  7)  +  W{—  7)  annähernd   =  —  0.561580  .  .  . 
Für  Q  =2  wird : 

0{—  28)  =  -p  —  log  28  =  —  0.561580 

und  'F(—  28)  ist  auf  die  ersten  6  Decimalen  ohne  Einfkiss. 

Für  Q  =  S  wird : 

0{—  63)  =  ^  71  +  log  2  —  |-log  3  -  log  7  =  —  0.5629679 

-8a]/? 

»P(—  68)  =  e      *      cos  1 71  =  0.0013872  .  .  .  , 

also: 

0{—  63)  +  '^(—  63)  =  —  0.5615807  .  .  .  , 

und  die  Werthe  der  drei  Ausdrücke: 

7tl/7  , 

-i--log 

-^- log? -log  4, 

-a--T)/r 
^_log7  +  log2-8  1og|3  +  -^e     '     , 

stimmen  daher  in  den  ersten  6  Decimalen  mit  einander  überein. 

Aus  der  näherungsweisen  Übereinstimmung  der  beiden  ersten  Ausdrücke 
folgt,  dass  die  Gleichung : 

24^  +  e~''=log|/2 

näherungsweise  durch  den  Werth  x  ^ny'l  befriedigt  wird;  aus  der  absoluten  Über- 
einstimmung der  beiden  Ausdrücke : 

^(—  7)  +  "Pi—  ?)•  ^(-  28)  +  ¥'(-  28) 
ergiebt  sich  für  x  =n\  1  die  Relation : 


g  .vjg  7  —  4e 
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^x  +  log 77(1  -  e-<^"^'^^)  =  log>/2", 

aus  welcher  bei  Anwendung  der  Formel  (4)  im  ait.  36  von  Jacobi's  Fundamental)  un- 
mittelbar hervorgeht,  dass  für  ^  =  ]  7: 

16xx'=l,  also  X  =        , 

41/2 

wird.  Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  dieses  bekannte  specielle  Resultat,  ebenso  wie  das 
in  der  Gleichung  (29)  enthaltene  allgemeine,  der  Theorie  der  Transformationen  der 
singulären  elliptischen  Functionen  angehört. 

XIX. 

Ich  will  hier  einige  Bemerkungen  über  die  Function  A(a ,  r ,Wi,W2),  welche 
den  Ausgangspunkt  für  alle  vorhergehenden  Entwickelungen  gebildet  hat,  einschalten, 
um  mich  im  Folgenden  darauf  beziehen  zu  können.  Die  im  art.  I  aufgestellte  Defini- 
tionsgleichung : 

(1)  A(a,T,w^,w^)  =  (4-^«)='e^  <•"*"''■"'. -'^^'^ il_iLJ ^L^L 

kann  mit  Hülfe  der  im  art.  XV  mit  (14)  bezeichneten  Relation: 


I  431*   /  ^'(0,w.)»'(0,w,)  \! 

in  folgende  transformirt  werden: 


Uk  +  .-,)=0 


(2)  A  {a,  T,  ^l■^ ,  w^)  Va'{0,  0,  w,  w^) 

=  2n{y — (lOj -f-M'2)*)e'^'*"'^"'''^'''(<^  +  TiOj,  w,)i?(ct  — rw^tW^). 

Wird  für  den  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  gemäss  der  mit  (®o)  bezeichneten 
Gleichung  im  art.  III  die  Reihenentwickelung  eingesetzt,  so  resultiert  die  Formel: 

(3)  A(a,T,w^,w^)VA'{0,0,io^,w^)  =  27i^{—  i)"'"  +  "'  +  "e- 


(a„i/i'+6(,mn  K-„«')n  +  2((no  +  Br)7i! 


in  welcher  die  Summation  auf  alle  ganzzahUgen  Werthe  von  m  und  n,  d.  h.  also 
für  m  und n  von  —  oo  bis  -f  oo,  zu  erstrecken  ist  und  «o ,bo,Co  durch  die  Gleichungen : 


»)  Jacohi,  Werke,  Bd.  I,  S.  146. 

L.  Kronecker'9  Werke  V 
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bestimmt  sind.  Nun  ist  gemäss  der  im  art.  XV  mit  (16)  bezeichneten  Formel: 

(4)  VÄ\0,0,w„^)=2n^^{-  l)<'"-'""-"(a„m^  +  ^mn  +  cyy''^"'^'^'"'-^'^'"^'''^^, 

und  das  System  der  beiden  Formebi  (3)  und  (4)  liefert  daher  zugleich  für  beide  Func- 
tionen : 

A  (ff,  T,  M)j ,  w^),    A  (0, 0,  wjj ,  Wj)  > 

Definitionen,  welche  den  Invariantencharakter  in  Evidenz  treten  lassen. 

§1. 

Die  Function  A  kann  als  Product  zweier  Factoren  aufgefasst  werden,  welche 
für  sich  einen  gewissen  Invariantencharakter  haben.  Bezeichnet  man  nämhch  zur 
Abkürzung  den  Ausdruck : 

(^-^/^"'"^'""■^('^ +  -'''-)• 
in  welchem: 

-bp  +  i 

ist,  mit: 

^(a,T,a„,6„,c„) 

und  definirt  hierin  Uo  durch  die  Gleichung  4aoCo—  bl  =  l ,  so  wird: 

/         —  ^0  +  '^    b    +  i\ 

Da  die  drei  Argumente  «o  >  ^o  >  Co  durch  eine  Gleichimg  mit  einander  verbunden  sind, 
so  ist  die  mit  Alf  ha  bezeichnete  Function  in  Wirklichkeit  nur  von  vier  Variabein, 
oder,  um  dies  sachgemässer  auszudrücken,  von  zwei  Paaren  von  Variabein  abhängig. 
Nach  den  bekannten,  im  art.  I  reproducirten  Formeln  ist  sie  als  Product  in  folgender 
Weise  darstellbar: 

(5)  A^o,r,a,\,c,)  =  «((""^'^^^""""^^"''/Ja  -  e^<"-  — ""••)> 

wo  die  Multiphcation  auf  £  =  +  !,£=— 1  und  für  t  =^  -f  1  auf  die  Werthe 
«  =  0,1,2,3,...,  für  e  =  —  1  aber  nur  auf  die  Werthe  ?(  =  1 ,  2,  3,  .  .  .  zu  er- 
strecken ist. 
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Mit  Hülfe  der  für  die  ^-Function  geltenden  Transformationsgleichungen: 

&(C,w  +  1)=  e*  "'!?(;,  iü), 

welche  in  eben  dieser  Form  schon  für  die  Function  A(a ,  t  ,  u\ ,  w^)  benutzt  worden 
sind,  ergiebt  sich  unmittelbar,  dass : 

A{a^'\  t">>  a^:\  C,  O  =  e^"'  A{a,  r,  a„,  b„  c,), 

(6) 

A  {a^'\  r^'\  aT,  b^^K  4^*)  =  e"^"*  A(a,  t,  a,,b„  c„), 
wird,  wenn: 

0^"  =  CT  -  T,    T<"  =  T,   a^'^  =  «0  +  to  +  Co,    b^^^  =bo+  2co,   4"  =  c«, 

(S)  (2)  (-')  1,(8)  l,  (2) 

ff    =  —  T,    r  '  =  a,    oi,'  =  Co,    fco    =  —  fco.   Co    =  Oo 
ist.  Hieraus  folgt  aber,  dass  allgemein : 

h 

(7)  ^(ct,  T,  «0.  fco- Co)  =  e        /l (ct,  T,  fflo.  fco' Co) 

wird,  wenn  die  Transformationsrelationen: 

CT  =  «CT  +  «T,      T  =  ßa  -\-  pT,      aß'  —  a  ß  ==  1 . 

al  =  a^a   +  b^aa  +  c^a', 

b\  =  2a,aß  +  boiaß^+  aß)  +  2c,aßf, 

Co  =  a^ß^  +  b^ßßl  +  Co/?'* 

erfüllt  sind,  in  welchen  a,a  ,  ß ,  ß'  ganze  Zahlen  bedeuten.  Denn  die  beiden  Glei- 
chungen (6)  entsprechen  den  speciellen  Fällen: 

a  =  l,     a'=l,  /8  =  0,     /3'=1, 

ß  =  0,     «'=—!,     /?  =  1,     ßl  =0, 

und  aus  diesen  beiden  ,, elementaren"  Substitutionssystemen  lassen  sich  alle  zusam- 
mensetzen. Demnach  kann  der  Factor  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (7)  auch 

i    .      1    . 

nur  ein  Product  von  Factoren  e  ^  ,  e '  ,  wie  sie  in  den  Gleichungen  (6)  vorkommen, 
d.  h.  also  nur  eine  zwölfte  Wurzel  der  Einheit  sein,  und  es  kann  daher  h  in  der  Glei- 
chung (7)  nur  einen  der  Werthe : 

7* 
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0, +  l,  +  2, +  3, +  4, +  5,  6 

haben.  Die  zwölfte  Potenz  der  Function  A{a ,  r ,  ao,bo,  Co)  bleibt  folglich  bei  jeder 
der  bezeichneten  Transformationen  ungeändert. 

Die  Beziehung  zwischen  zwei  durch  lineare  Transformation  aus  einander 
entstehenden  «9 -Reihen  wird  durch  die  in  der  Gleichung  (7)  enthaltene  Invarianten- 
eigenschaft der  Function  Alpha  in  der  elegantesten  Weise  dargestellt.  Diese  Fimc- 
tion  genügt,  der  partiellen  Differentialgleichung: 

2  d^A         „       o^A     ,     d'A  I ,      .         \     -s^  A 

iv^-^ 2iv  „   -.    +  TT— 7^  =  (((T  -f  rw)7ii)   A, 

und  ihr  Logarithmus  lässt  sich,  wie  ich  in  einem  späteren  Abschnitte  näher  aus- 
führen werde,  nach  derselben  Methode  in  eine  doppelt  unendhche  Reihe  entwickeln, 
welche  ich  im  art.  I  zur  Entwickelung  von  logA  {a ,  r  ,Wi,  W2)  angewendet  habe. 


§2. 
Im  art.  III  ist  die  oben  citirte  Umformung  des  Ausdrucks : 

(9)  (i/^mTi  +W2)i)e'''"'^ '"•'''"' ?9 (ff  +  tw,,  w^)&{(r  -  tw»,,  w„) 
in  die  doppelt  unendliche  Reihe : 

(10)  2(-  ir"e-'"""''^"""'"+^"'""'  +  ('"<-^"  +  "  +  "'^'  +  ")"'  („„,.  =  o,±,,±2..., 

zu  dem  Zwecke  vorgenommen  worden,  den  Invariantencharakter  in  Evidenz  treten 
zu  lassen.  Aber  es  ist  am  Schlüsse  des  erwähnten  Abschnitts  auch  der  andere  Ge- 
sichtspunkt hervorgehoben  worden,  nach  welchem  eben  dieselbe  Umformung  als 
eine  Reduction  der  Rosenhain' sehen  t?-Reihe  (10)  auf  einfache  (Jacobi'sche)  i?-Reihen 
aufgefasst  werden  kann.  Unter  diesem  letzteren  Gesichtspunkt  erscheint  die 
Frage  natürlich,  ob  nicht  auch  die  Rosenhain' sehe  -d  -  Reihe,  welche  entsteht,  wenn 
man  in  der  Reihe  (10)  das  Zeichen  (—  1)'""  weglässt,  auf  einfache  ??  -Reihen  zurück- 
führbar ist.  Es  zeigt  sich,  dass  dies  in  der  That  der  Fall  ist,  und  dass  auch  dieselbe 
Methode  zum  Ziele  führt,  welche  im  art.  III  angewendet  worden  ist.  Nur  muss,  wie 
sich  von  selbst  versteht,  der  dort  eingeschlagene  Weg  in  entgegengesetzter  Richtung 
verfolgt  werden. 
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Ich  gehe  also  von  der  Rosenhain' sehen  «?- Reihe: 

(11)  ^^-ia.,n^^K-nn^c^,,).^Hn,.^r„nC  („„n  =  0,  ±  1,  ±  2,+ 3, .  ., 

aus,  setze  wie  in  den  früheren  Abschnitten : 

und  wende  alsdann  die  im  art.  III  ebenfalls  benutzte  Transformationsgleichung: 

(12)  ^e    ^^  '      =  {y—wi)^e      ^      ^'  (..=  ±i,  +  3,  +  5 
in  der  Weise  an,  dass  ich  darin : 

w.  —  w„ 
2«  =  2t  -| — ^-7 — -m  +  1    und   w  =  w,  +  w. 


nehme.  Hiernach  verwandelt  sich  jene  Reihe  (11)  in  folgende*): 


-^  ^   ^-i-B,(«<  +  v  +  l)'+(o  +  tu.,)(m  +  .+l)  +  -i-u.,(m-»-l)'f(a-ru.,)(», 


(in  =  0,  +  l,  +  2,  +  S,...;     v=  +  l,+  8,+  6,...) 

in  welcher  an  Stelle  von  v  +  1  offenbar  2n  gesetzt  und  dann  auch  in  Beziehung  auf 
n  von  —  oo  bis  +  oo  summirt  werden  kann.  Alsdann  nimmt  aber  für  jeden  bestimm- 
ten Werth  von  m  +  2n  die  andere  im  Exponenten  vorkommende  Verbindung, 
m—2n,  genau  alle  diejenigen  ganzzahligen  Werthe  an,  welche  dem  Werthe  von 
m  +  2n  modulo  4  congruent  sind.  Es  ergiebt  sich  also  schließlich,  dass  die  Reihe  (11) 
sich  in  den  Ausdruck : 


(IB)       Il/Jl 


—  i^  .^-^    ( (4  n +  -•)'"'-  + (4  n  +  r)  («+ r  u,,))  «.-  ^j-y    ((4n  +  r)'"'   +  (4n  +  r)  («^  r  u,,))  "■ 


transformiren  lässt,  in  welchem  die  auf  n  bezüglichen  Summationen  auf  alle  ganzen 
Zahlen  von  —  oo  bis  —  oo  zu  erstrecken  sind.  Dieser  Ausdruck  ist  offenbar  eine 
Summe  von  vier  Producten  je  zweier  einfacher  (Joco&i'scher)  »?- Reihen;  dass  der- 
selbe'bei'den  Transformationen,  welche  im  §  1  mit  (8)  bezeichnet  sind,  ungeändert 
bleibt,  tritt  in  seiner  ursprünglichen  Gestalt  (11)  deutlich  hervor,  aber  es  lässt  sich 


•)  Vgl.  Zusatz  6  am  Ende  dieses  Bandes. 
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auch  an  der  Form,  in  welcher  er  hier  erscheint,  mit  Hülfe  der  Relation  (12)  darthun, 
wenn  man  die  Reihe :  -  =  +oc/  „.  \ 

durch  die  ihrem  Werthe  nach  damit  übereinstimmende : 

ersetzt. 

Bezeichnet  man  diese  Reihe  zur  Abkürzung  mit  R^{a ,  r ,  w) ,  so  ist: 
Rg{a,  r,  w)  =  «?3(2(ct  +  rw),  4m),  RJa,  r,  w)  =  «?a(2(ff  +  zw),  4tt)) 

EJff,  r,  w)  =  jf?3(—  a,  —  r,w)  =  e^  '     ^s(2{a  +  rw)  +  w,  4w), 

und  durch  die  Formel : 

(14)  2'«-<''»"''^'»'""  +  '»"''"  +  ^'''"'  +  '">"^=||/I|r^2^,(a,r,M,)B,(er,  -r,Kg 

wird  alsdami  die  Zurückführung  der  ÄosenÄ^m'schen  Reihe  (11)  auf  einfache 
^-Reihen  dargelegt. 

Setzt  man  darin  er  =  t  =  0,  so  wird: 

ß„(0,  0,  M)  =  ??3(0,4m)),     B^{0,0,w)  =  &^{0,iw), 

B^{0,0,w)  =  B^{0,0,w)  =  ^&^{0,w), 
und  also: 

(15)  2'^"'"°""""°""'"^^"'*'=     y^    [^&,{0.w^)d,{0,w,)  +  &,{0Aw,)&,{0,4iv,) 

der  in  sehr  einfacher  Weise  aus  i?- Functionen  gebildete  Ausdruck  auf  der  rechten 
Seite  hat  also  genau  dieselbe  Invarianteneigenschaft  wie  A'{0,0,Wi,W2),  nämlich 
für  alle  der  Form  (a^,  b^,  cj  aequivalenten  Formen  {a[,  6|, ,  c'j  ungeändert  zu  blei- 
ben, wenn  die  Werte  w[ ,  w'.,  mittels  der  Gleichungen : 


w,  = 


2c'       '      ""ä  2c' 


daraus  entnommen  werden. 


ZUR  THEORIE  DER  ELLIPTISCHEN  FUNCTIONEN  55 

Zur  Vergleichung  dieses  Ausdrucks  mit  der  Invariante  A'{0,0,  w^,  Wz)  führe 
ich  hier  die  Relation : 

(1 6)    I Vä'{0,0,w„w^)  =   l/-^  i  (2 ^0 (". '''.) ^0 (0> ^'^2) h (0. Wi) ^2 (0. ^2) ^3 (0: «'i) »^3 (0.  '^2)) ^ 

an,  welche  aus  den  im  art.  XV  mit  (14)  und  (16)  bezeichneten  Gleichungen  unter 
Berücksichtigung  der  schon  in  Jacobi's  Fundamenta  angegebenen  Beziehung*): 

fliesst.  Bei  Anwendung  der  bereits  im  §  1  des  art.  XII  gebrauchten  Jacofei'schen 
Bezeichnungen  geht  aber  der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (16)  in 

folgenden  über:  .     ^^  1 

'  |/1  j  ^3(0,  w,)  &, (0,  w,)  (4x.  x\y,,x',) ' . 

Der  aus  Rosenhain' sehen  1?- Reihen  gebildete  Ausdruck: 

(1^)  (42(-l)'"'-'""-'V(-.-)e-^'"""'f^2'«'"""'"'- 

(w,n  =  0,  +  1,+  », +  3,...) 

in  welchem,  wie  früher,  aom'  +  69 mw  +  Cq»'  =f{m,n)  gesetzt  ist,  und  welcher  seine 
Invarianteneigenschaft  klar  zeigt,  wird  also  gleich  dem  aus  einfachen  ??- Reihen  ge- 
bildeten Ausdruck: 

-1  *a(0.tOi)*2(0,«'j)  +  *s,(0,4«)j)#j(0.4Wis)  +  #3(0,4«)i)*3(0,4«)2) 

(18)  ^ r . 

und  dieser  lässt  sich  mittels  der  Relationen: 

^o(0,  w)(&^{0,  w))-'  =  Vx,  &^{0,  w)(^3(0,  w))-'  =  Vx  , 
2&^{0,iw)  =  1^3(0,  lü)  —  ^o{0,w), 
2i?3(0,4to)  =  i?s(0,w)  +  ^o(0.w), 

in  welchen  der  Einfachheit  halber  die  Indices  heiw,x,x'  weggelassen  sind,  als  ex- 
plicite  algebraische  Function  von  x^  und  X2  folgendermaassen  darstellen: 

i 

*)  Vergl.  die  Formel  IV  in  meiner  im  Monatsbericht  vom  December  1881  abgedruckten 
Mittheilung^). 

•)  Bd.  IV,  S.  314  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 
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Die  bemerkenswertheste  Anwendung  findet  die  Formel  (15)  bei  der  Sum- 
mirung  jener  verallgemeinerten  Gauss' sehen  Reihen,  welche  ich  im  art.  X  eingeführt 
habe.  Wird  nämUch  in  der  dort  mit  (SB)  bezeichneten  Gleichung: 

q  =  e    ' 

gesetzt,  so  lässt  sich  die  unendliche  Reihe  mittels  der  Formel  (15)  unmittelbar  durch 
algebraische  Functionen  von  singulären  Moduln  ausdrücken,  und  die  Summation 
aller  jener  Gauss' sc\i&n  Reihen  wird  demgemäss  für  den  Fall  singulärer  elhp tischer 
Functionen  und  solcher  allgemeinerer  t?  -  Quotienten,  wie  sie  a.  a.  0.  vorkommen, 
vollständig  ausführbar.  Ich  werde  dies  in  einer  folgenden  Mittheilung  eingehend 
darlegen. 

§3. 

Die  Methode,  welche  ich  im  art.  III  zur  Umwandlung  des  Products: 

(1)  e'' '"'"*■"''''"??  (ff  +  rw^,w^i^(a  —  TWg.w^) 

in  eine  Rosenhain' sehe  &  -  Reihe  benutzt  und  in  entgegengesetzter  Richtung  im  vori- 
gen Paragraphen  angewendet  habe,  führt  auch  zur  Transformation  des  allgemeinen 
Products : 

(2)  g-iu.  +  r5.,  +  „...  +  „,r,)..-^^^^  ^  r^w„w,)&{a^  +  r,w„w,) 

in  eine  doppelt  unendüche  &  -  Reihe,  welche  einen  analogen  Charakter  zeigt,  wie  die 
in  der  Gleichung  (6)  des  art.  XV  für  das  Product  (1)  aufgestellte  Reihe.  Hier  soll 
aber  dieselbe  Methode  nur  zur  Transformation  des  specielleren  Products : 

(3)  e'"''"''*''"'' "'«?((;  +  TWj ,  tüj)  i?„  (ff  —  rw^,w^ 
gebraucht  werden. 

Dieses  Product  lässt  sich  in  der  Form : 


^•J  \l  =  0,  +  l,  +  S,+  3,. 

darstellen,  wenn: 

(p{X,l)  =  T^(M)j  +  w.^)  +  I  A^c,  +  X[a  +  TWj)  —  2  A  +  l^w^  —  2l(a  —  xw^)  +  l 
genommen  wird.  Setzt  man  nun : 
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A  =  2n  +  1,      l  =  n+  ~  (fi  +  l), 

a=l{s  +  l),      r=l-{t-l), 

so  entsteht  eine  zweifach  unendliche  Reihe,  in  welcher  die  Summatiousbuchstaben 
n,  fi  die  Werthe: 

n  =  0,  ±1,±2,  ±3, ...;     fi  =  ±  l,±d,  ±  5, . . . 

annehmen.  Transformirt  man  hierin  die  auf  n  bezügliche  Summe  mittels  der  Formel: 
(4)  ^e        -  =\y<^o\^^  cm,>.=o,±i,±3,±s,...), 

n  m 

indem: 

genommen  wird,  und  setzt  man,  wie  früher,  zur  Abkürzung: 

a^x"  +  b„xy  +  c^y^  =  f{x,  y) , 
so  resultirt  die  Reihe:  ,,      >    , 

I     /-|'V''''U'''"')"^'""'"^"''^"""*'"'  /^  =  +l,+  3,+  6....     \ 

fi.m 

welche  also  ihrem  Werthe  nach  mit  dem  Producte  (3)  übereinstimmt. 

Nun  kann  andrerseits  das  mit: 

(6)  e''*"'''*"°'*'"^„(<T  +  T2Ü, ,  «)i)??o('^  —  ■^»'2.  «^2) . 

dem  Werthe  nach,  übereinstimmende  Product: 

(■■  + -7) ''(■'1 +  •"')•■"       /  ,  1    V  \        /  /  1\  \ 

e       -'  &[a +  \t  +  ^jiOi,Wij§{a —  \r  +  ^'jw^,w^j 

gemäss  der  Gleichung  (Ko)  im  art.  III  durch  die  Reihe: 

dargestellt  werden.  Da  ferner  der  Quotient  der  Division  des  Products  (3)  durch  das 
Product  (6)  gleich  El  (-^{a  +rWi),  „  Wi)  ist,  so  resultirt  die  Gleichung: 


(8)  E\lha  + TW),  iw 


2V 


u{n-l)     -n/(n.,n)  +  2{m<J-i-nT)7ti 


L.  Kroaecker's  "Werke  V 
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in  welcher  die  elliptische  Function  E\i^{a  +  rw),-^-w)  als  Quotient  zweier 
RosenJmin' scher  &  -  Reihen  ausgedrückt  erscheint.  Dabei  ist  das  Zeichen  /  durch  die 
Gleichung : 

ferner  w  als  diejenige  Wurzel  der  Gleichung  f{i.,w)  =0  bestimmt,  in  welcher  der 
mit  i  multiplicirte  Theil  positiv  ist,  und  die  Summationen  sind  auf  die  Werthe : 

v  =  ±  1,±3,  ±5,...;     m,  n  =  0,  ±  1,±2,  ±3,... 

zu  erstrecken.  Nähere  Ausfülirungen  über  die  Bedeutung  des  in  der  Gleichung  (8) 
enthaltenen  Resultats,  sowie  über  die  daraus  zu  ziehenden  Folgerungen,  behalte 
ich  in  einer  anderen  Mittheilung  vor. 

XX. 

Die  Entwickelungen  eUiptischer  Functionen,  welche  ich  in  den  vorher- 
gehenden Abschnitten  gegeben  habe,  zeigen  einen  von  den  bisher  bekannten  Dar- 
stellungsverweisen durchaus  verschiedenen  Charakter ;  sie  entspringen  auch  einer 
Auffassung  der  eUiptischen  Functionen,  welche  von  der  bisher  übhchen  wesentlich 
verschieden  ist.  Ich  habe  nun  in  den  letzten  Wochen  durch  eben  diese  Auffassung 
neue,  höchst  elegante  Reihenentwickelungen  der  eUiptischen  Functionen  erlangt, 
welche  ich  heute  der  Classe  vorlegen  will,  nachdem  ich  sie  bereits  gestern  meinem 
Frevmde  Kummer  in  einem  ihm  zum  achtzigsten  Geburtstage  gewidmeten  hand- 
schriftüchen  Aufsatze  mitgetheilt  habe.  Um  aber  mit  den  erwähnten  Reihenent- 
wickelungen selbst  auch  die  leitenden  Ideen,  durch  welche  ich  dazu  geführt  worden 
bin,  darlegen  zu  können,  muss  ich  —  unter  Hinweis  auf  die  Worte,  mit  denen  ich  in 
der  Sitzung  vom  19.  April  1883  die  Reihe  meiner  auf  die  Theorie  der  elliptischen 
Fimctionen  bezügüchen  Mittheilungen  eingeleitet  habe*)  —  einige  Bemerkungen 
über  allgemeine  Invarianten  vorausschicken. 

Mit  dem  von  Hrn.  Sylvester  glückhch  gewählten,  sinnentsprechenden  Aus- 
druck „Invarianten"  sind  zwar  ursprünghch  nur  rationale  Functionen  der  Coeffi- 
cienten  von  Formen  bezeichnet  worden,  welche  bei  gewissen  linearen  Transforma- 
tionen der  Variabein  der  Formen  ungeändert  bleiben,  aber  derselbe  Ausdruck  ist 


*)  Sitzungsberichte,  Jahrgang  1883*). 

•)  Bd.  IV,  S.  347  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker'a  Werken. 
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seitdem  schon  auf  mancherlei  andere,  bei  Transformationen  migeändert  bleibende 
Bildungen  übertragen  worden.  Diese  vielfache  Anwendbarkeit  des  Invarianten- 
begriffs beruht  darauf,  dass  derselbe  einer  weit  allgemeineren  abstracteren  Ideen- 
sphaere  angehört.  In  der  That  wird  der  Invariantenbegriff,  wenn  er  von  der  unmittel- 
baren formalen  Beziehung  auf  ein  Transformationsverfahren  losgelöst  und  vielmehr 
an  den  allgemeinen  Aequivalenzhegriii  geknüpft  wird,  in  die  allgemeinste  Denk- 
sphaere  erhoben.  Denn  jede  Abstraction,  z.  B.  die  von  gewissen  Verschiedenheiten, 
welche  eine  Anzahl  von  Objecten  darbietet,  statuirt  eine  Aequivalenz,  und  der  aus 
der  Abstraction  hervorgehende  Begriff,  z.  B.  ein  Gattungsbegriff,  bildet  die  „In- 
variante der  Aequivalenz".  Jede  wissenschafthche  Forde rmig  geht  darauf  aus,  Aequi- 
valenzen  festzustellen  und  deren  Invarianten  zu  ermitteln,  und  für  jede  gilt  das 

Dichterwort:  „der  Weise" 

„sucht  den  ruhenden  Pol  in  der  Erscheinungen  Flucht." 

Bezeichnet  man,  wie  im  art.  XXX  meines  Aufsatzes*)  „Zur  Theorie  der  all- 
gemeinen complexen  Zahlen  und  der  Modulsysteme"  Systeme  von  n  Grössen 
(3,.  äs>  •  •  •  ä„)  kurz  durch  (j),  und  setzt  man  für  solche  Systeme  irgend  welche 
Aequivalenzen  fest,  welche  der  dort  angegebenen  Voraussetzung  entsprechen,  dass 
aus  dem  Bestehen  der  Aequivalenzen: 

ii)~ih)'  (s)~(ä") 
die  Aequivalenz: 

ib)  ~  (ä") 
folgt,  so  können  alle  einander  aequivalenten  Systeme: 

(ä'),(s"),(ä"'),.-. 

zu  einer  und  derselben  ,,Classe"  vereinigt  werden.  Bestehen  nun  für  eine  eindeutige 
Function  der  Systems-Elemente  3,,  äj,  .  .  .  ä„,  welche  mit  J(ä,,  ä.)  •  •  •  ä„)  bezeichnet 
werden  möge,  die  Gleichungen : 

T    /      '  '  '\  -ll      II  II  ll\  T    I      III  III  "'\ 

J{h,'h'  •  •  •  5j  =  J%'  är  •  •  •  ä„)  =  ^(äi ,  ä. .  •  •  •  5„ )  =  •  •  •' 
so  soll  J(ä,,  3o ,  .  .  .  ä„)  „die  Invariante  der  Aequivalenz": 

(h)  ~  (ä")  ~  ih")  -■•• 

*)  Sitzungsberichte,  Jahrgang  1888*). 

')  Bd.  IIIj  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 
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oder  auch  „die  Invariante  der  durch  die  Systeme  gebildeten  Classe"  heissen.  Dabei 
soll  die  Invariante  J(ä,,  ä^i  •  •  •  an)  *^^  „rationale",  „algebraische",  ,, arithmetische", 
„analytische"  Invariante  bezeichnet  werden,  je  nachdem  sie  durch  rationale,  alge- 
braische, arithmetische  oder  analytische  Operationen  aus  den  Elementen  gebildet 
oder  abgeleitet  wird,  und  unter  analytischen  Operationen  werden  hierbei  solche  ver- 
standen, bei  denen  der  Limesbegriff  zur  Anwendung  kommt. 

Hat  man  eine  hinreichende  Anzahl  Invarianten  Ji,  J^,  .  .  .  J^,,  so  kann  man 
die  Bedingungen  für  die  Aequivalenz : 

ih)  ~  ih") 
vollständig  durch  die  v  Gleichungen : 

^.  (i '  äl '  •  •  •  ä'„)  =  J,  {il,  C  ■  •  •  C)  '*•='•=•■••  •■' 

ausdrücken.  Es  erscheint  deshalb  wesentüch,  die  Invarianten  in  solcher  Weise  als 
Functionen  der  Systems-Elemente  darzustellen,  dass  dabei  die  Aequivalenz-Be- 
dingmigen  in  Evidenz  treten.  Dies  geschieht  namenthch,  wenn  die  Invariante  als 
symmetrische  Function  der  sämmthchen  einander  aequivalenten  Systeme  darge- 
stellt wird.  So  kann  man  z.  B.  für  die  Aequivalenz: 

deren  Invariante  n  cot  371  durch  den  Grenzwerth: 

ä  +  fc 


Hm  ^ 


also  durch  den  Grenzwerth  der  Summe  der  reciproken  Werthe  aller  einander  aequi- 
valenten Grössen  j  ausdrücken.  Wenn  man  ferner  die  Aequivalenz  zweier  symmetri- 
scher Systeme : 

dadurch  definirt,  dass  die  beiden  quadratischen  Formen : 

2äa^.~%'    2iM  (.,*=.,v..n 

t,  k  i.  k 

durch  irgend  eine  lineare  Transformation  mit  der  Substitutionsdeterminante  Eins 
in  einander  übergehen  sollen,  so  kann  man  die  einzige  Invariante  dieser  Aequivalenz, 

nämüch  die  Determinante: 

jäal  ('•*  =  '•'■•■  ">. 
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falls  die  Formen  ^,g,^2,z,  negativ  sind,  durch  den  reziproken  Werth  des  Quadrates 

des  «fachen  Integrals:  +„, 

/  e  >,*  ''  '  '' dz^dz^  .  .  .  dz^^  «.t^i.ä, ...n) 

darstellen,  und  bei  dieser  Darstellung  tritt  der  Invariantencharakter  wiederum  deut- 
hch  hervor.  Denn  einerseits  ist  die  Gleichung: 

+  00  +00 

I  e  1,*  '*  '  ''dz^dz^  .  .  .  dz^  —  f  *"  '•*  "  *  ''dz\dz'^  .  .  .  dz[^  ('■,*=  i.s,  •■« 

vermöge  der  Bedingungen  für  die  Aequivalenz  (j^^)  ~  (iH)-,  wie  sie  oben  formulirt 
worden  sind,  vollkoniinen  evident,  da  hiernach : 

i,  k  i,  k 

und  die  Functionaldeterminante  der  n  Grössen  z  in  Beziehung  auf  die  n  Grössen 
z  gleich  Eins  ist;  andererseits  zeigt  sich  der  Invariantencharakter  jenes  «fachen  Inte- 
grals auch,  wenn  man  dasselbe  als  Grenzwerth  einer  «fachen  Summe  auffasst  und 
alsdann  die  aus  den  verschiedenen  Werthsystemen  2, ,  Z2 ,  .  .  .  z„  gebildeten  Grössen 
^,ä,,z.z,  als  die  Elemente:  ,      „      ,,, 

i,k  3n'    ÖU'    Öii'   •   •   • 

der  verschiedenen  einander  aequivalenten  Systeme  betrachtet. 

In  den  beiden  angeführten  Fällen  handelte  es  sich  darum,  bekannte  In- 
varianten als  symmetrische  Functionen  aller  aequivalenten  Systeme  darzustellen. 
Geht  man  andererseits  von  solchen  Functionen  aus,  so  kommt  es  darauf  an,  sie  auf 
bekannte  Functionen  zurückzuführen  oder  wenigstens  ihnen  noch  eine  andere  Be- 
deutimg abzugewinnen.  So  war  es  unmittelbar  klar,  dass  die  für  positive  Werthe 
von  Q  absolut  convergirende  miendliche  Reihe: 

w  "2  "2 


eine  Invariante  der  ganzen  Classe  von  Systemen  {a ,  x ,  d^,  b^,  c^)  ist,  welche  der 
durch  die  Bedingungen  (33^)  des  art.  II  definirten  Aequivalenz*): 


*)  Sitzungsberichte,  Jahrgang  1883^). 

'}  Bd.  IV,  S.  353  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken. 
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{a,  T,  %,  h[,  c'^  ~  (ff,  T,  a„,  h^,  c„) 

genügen,  aber  seine  besondere  Bedeutung  erhielt  dieses  Resultat  erst  durch  den 
Nachweis,  dass  sich  für  den  Grenzwerth  q  =  0  die  zweifache  Summation  mittels  der 
?9 -Functionen  ausführen  lässt.  Indessen  gewährt  die  Aufstellung  von  Invarianten 
in  der  Form  unendlicher  Reihen  auch  da,  wo  sich  deren  Summation  noch  nicht  mit- 
tels bekannter  Functionen  bewirken  lässt,  ein  gewisses  Interesse ;  denn  die  Ermitte- 
lung von  Eigenschaften  und  der  gegenseitigen  Beziehungen  solcher  Invarianten,  die 
Heraushebung  derjenigen,  welche  sich  durch  die  einfachsten  Eigenschaften  auszeich- 
nen, bietet  der  Forschung  naturgemässe  Probleme  dar.  Ich  will  deshalb  hier  noch 
eine  Art  von  Invarianten  angeben,  zu  welcher  die  arithmetische  Theorie  der  alge- 
braischen Grössen  führt. 

Bezeichnet  man,  wie  im  §  24  meiner  Festschrift^)  zu  Hrn.  Kummer' s  Doctor- 
iubiläum,  mit: 

/       rr  ,-    iti  {„) 

X  ,X    ,  X     ,  .  .  .  X 

n  ganze  algebraische  Zahlen,  welche  die  Elemente  irgend  eines  Fundamentalsystems 
des  Art-Bereichs  (@)  der  Ordnung  n  bilden,  so  ist: 

'    /    ,        n    II  III    III  („)    („) 

u  X  -f-  u  X    -\-  u    X     +---  +  Ma; 

eine  lineare  Grundform  des  Bereichs  (@),  und  man  kann  die  sämmtlichen  hnearen 
Grundformen  desselben  Art-Bereichs  als  einander  aequivalent  betrachten.  Ist  nun: 


2<'<' 


u:'xr  (*=t,8,. 


irgend  eine  lineare  Grundform  desselben  Art-Bereichs  (S),  so  lässt  sich  nach  §  22, 
X.^)  meiner  citirten  Festschrift  die  Gleichung: 


2<'<'  =  2'-"'-' 


U'C'X    '  =     :?■   U""X"-'  (*  =  l,2,...u) 


dadurch  erfüllen,  dass  man  für  die  Unbestimmten  der  einen  Form  lineare  ganzzahlige 
Functionen  der  Unbestimmten  der  andern  substituirt.  Nimmt  man  jetzt  n  Variabein 

v,  v" ,  .  .  .  v'"'  hinzu,  so  kann  das  System : 

K'  <'  •  •  •  '^ü";  ^1'  ^u'  •  •  •  <') 

1)  Bd.  II,  S.  359  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 

2)  Bd.  II,  S.  345  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 


ZUR  THEORIE  DER  ELLIPTISCHEN  FUNCTIONEN  63 

als  „aequivalent"  dem  Systeme: 

/    '        "  (n)  '         "  (n)\ 

(V  ,  V   ,    .  .  .   V       ;    X  ,  X    ,  .  .  .  X      ) 

betrachtet  werden,  wenn  auch  der  Gleichung: 

genügt  wird,  indem  man  für  die  Unbestimmten  ic  diejenigen  linearen  ganzzahligen 
Functionen  (u^^)  der  Unbestimmten  u  substituirt,  für  welche  die  Gleichung: 

k  k 

befriedigt  wird. 

Bei  diesen  Festsetzimgen  können  nun  für  die  ganze  ,,Classe"  der  mit  dem 
System : 

/    '        "  (/i)         '         "  (n)\ 

yc  ,v  ,  .  .  .V    ;  X  ,  X  ,  .  .  .  X    ) 

aequivalenten  Systeme  Invarianten  gebildet  werden,  indem  man  die  quadratische 
Form  der  n  Unbestimmten  u',  u",  .  .  .  ?t*"'  zu  Grunde  legt,  welche  durch  Summation 
aller  conjugirten  Ausdrücke: 

\^u'''x'' 


,(*)  J*)|2 


entsteht.  Bezeichnet  man  diese  offenbar  positive  quadratische  Form  mit 

9?  («  ,  M  ,  .  .  .  w  '') 

und  setzt  zur  Abkürzung: 
so  sind  die  Reihen : 

Invarianten  der  durch  das  System : 

{v,  v",  .  .  .  ?'*"';  X ,  x",  .  .  .  a;'"') 

repraesentirten  Classe.  Die  Summationen  sind  dabei  in  der  ersten  Reihe  auf  alle  gan- 
zen Zahlen  w, ,  m^ ,  .  .  .  tn„  von  —  oo  bis  +  oo  zu  erstrecken,  in  der  zweiten  mit  Aus- 
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schluss  solcher,  für  welche  (pim^,  m^,  .  .  .m„)  gleich  Null  wird.  Die  absolute  Conver- 
genz  der  ersten  Reihe  ist  evident;  dass  auch  die  zweite  absolut  convergent  ist,  geht 
unmittelbar  aus  der  Abhandlung  hervor,  welche  Eisenstein  im  35.  Bande  des  Crelle- 
schen  Journals  (S.  153—184)  veröffentlicht  hat.*) 

Nimmt  man  in  den  beiden  Reihen  v  =  v"  =  ■  •  ■  =  v'^"^  =  0  und  also  f  —0, 
so  hängen  dieselben  ledighch  von  den  Coefficienten  der  „Fundamentalgleichung"  ab, 
welcher  die  lineare  Grundform  des  Bereichs  (@): 

ux  -\-  u  X    +w   X    +---  +  W    x^  ' 

genügt,  aber  nur  so,  dass  sie  ungeändert  bleiben,  wenn  man  die  Coefficienten  irgend 
einer  andern  Fundamentalgleichung  dafür  einsetzt.  Die  Reihen  sind  dann  also  „In- 
varianten des  Art-Bereichs"  selbst,  aber  zugleich  so,  dass  sie  für  alle  conjugirten  Art- 
Bereiche  denselben  Werth  behalten.  Sie  sind  aber  auch  in  diesem  Sinne  nicht  immer 
„charakteristisch"  für  den  Art-Bereich ;  denn  wenn  man  z.  B. «  =  2 ,  a;'  =  1 ,  x'=y+  D 
setzt  und  D  positiv  annimmt,  so  wird  die  quadratische  Form  95  (u,  u")  in  beiden 
durch  das  Vorzeichen  von  x"'  verschiedenen  Fällen  gleich : 

2u^  +  2Du"\ 

und  die  Werthe  der  beiden  den  Art-Bereichen  (l ,  Vd)  und  (l ,  V—  D)  entsprechen- 
den Reihen  stimmen  also  mit  einander  überein. 

Das  ebenso  einfache  als  nützHche  Prinzip  der  Bildung  von  Invarianten  mit- 
tels symmetrischer  Functionen  der  Elemente  aequivalenter  Systeme,  welches  in  den 
angeführten  Beispielen  angewendet  worden  ist,  habe  ich  schon  in  einer  am  12.  Oc- 
tober  1868  gelesenen,  aber  noch  nicht  pubhcirten  Abhandlung  aus  den  Betrachtun- 
gen über  allgemeine  Invarianten  hergeleitet  und  seitdem  oftmals  in  meinen  Univer- 
sitätsvorlesungen auseinandergesetzt.  Auf  eben  demselben  Princip  beruht  die  Be- 
deutung des  im  art.  XIX  durch  die  Gleichung  (8)  ausgedrückten  Resultats,  welche 
im  Folgenden  näher  dargelegt  werden  soll. 


I 


*)  Der  bezügliche  Convergenzbeweis  ist  auf  B.  157 — 165  gegeben. 
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§1. 

Im  art.  II*)  ist,  wie  schon  oben  angeführt  wurde,  die  Aequivalenz  zweier 
Systeme : 

((7,T,a„,6„,c,),  {a,r',a^,b'^,c^) 

durch  die  Bedingungsgleichungen : 

a  =  aa -\-  UT  -\-  a' ,    r  =  ßa -\- ß'r  -{-  ^'  {a [i- - a' /i  =  i) 

«0  =  %«"  +  ^««'  +  ^0«'' 

&;  =  2a,aß  +  b^iaßf  +  aß)  +  2c/ ß^ 

c'o  =  «0^'  +  Kßß^  +  cj' 

definirt  worden,  in  welchen  a,ß,a,ß'  ganze  Zahlen  bedeuten.  Die  Elemente  des 
Systems  (ct,  t,  Oq,  6o>  Cq)  werden  dabei  als  reell  vorausgesetzt,  die  drei  letzten  Ele- 
mente Co,  &0)  Co,  überdies  so,  dass  4a„c„  —  6^  ==  1  wird.  Zur  Bestimmung  des  Sy- 
stems genügen  daher  vier  Elemente  ff ,  t  ,  6o ,  Co  oder  a  ,x  ,ao,ho,  imd  es  kann  dem- 
nach auch  die  vierte  oder  die  letzte  der  sechs  Bedingungen  (So)  weggelassen  werden. 

Es  soll  nun  im  Anschluss  an  die  Begriffsbestimmimgen,  welche  ich  in  meiner 
Abhandlung  *  *)  „Über  bihneare  Formen  von  vier  Variabein"  gegeben  habe,  die  Aequi- 
valenz : 

als  eine  „vollständige"  bezeichnet  werden,  wenn  die  beiden  Zahlen  a',  ß  gerade  sind. 
Alsdann  bestehen,  wenn,  wie  früher: 

—  6o  -f-  i        '        —  ^ö  +  * 

W    =    ~ ,     10    = ; 

2  Co  2co 

gesetzt  wird,  die  Gleichungen : 

/  aw  —  a'  ß'w'-\-a' 

-■   —  w  = 


ßw  +  ß  ßw   +  a 

a  -\-  TW  1,11         II        ^1    I 


*)  Sitzungsberichte,  Jahrgang  1883^). 
**)  Abhandlungen  der  Akademie  vom  Jahre  1883^). 

')  Bd.  IV,  S.  353  dieser  Ausgabe  von  L.  Krortecfcer's  Werken.  H 

•)  Bd.  II,  S.  434  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecfcer'a  Werken.  H 

L  Kionacker's  Werke  V  9 
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und  die  Transformationsgleichung  (23)  im  art.  XI*),  §4  ergiebt,  wenn  man  darin 

für: 

w,  a,  ß,  y,  d 

beziehungsweise : 

lw,a,~l-a',  ~2ß,ß' 

substituirt,  die  einfache  Relation: 

(S)  (-  l)""El(-2  (ct'+  rV),  -\to)  =  i^""  ^""'~'El(i(a  +  xw),    ^^w), 

oder  also : 

(e')  El*  (I  (a  +  rw),   2«;)  =  El*  (  \{a  +  -c'w) ,   lio) . 

Die  vierte  Potenz  der  elliptischen  Function  E1(^(ct  +  rw),  ^w)  ist  demnach 

eine  Invariante  der  vollständigen  Aequivalenz : 

{a,r,a^,\,c^)^{a,r,a^,b[,c'^) 

oder  der  Classe  von  Systemen,  welche  durch  alle  mit  (ct  ,  t  ,  «„ ,  &„ ,  Co)  voll- 
ständig aequivalenten  Systeme  gebildet  wird. 

Dieses  aus  der  Theorie  der  Transformation  folgende  Hauptresultat  wird  nun  aber 
durch  den  Ausdruck  von  El(^(ff  +  rw),  ^^<'],  welchen  diecitirte  Gleichung (8) des 
art.  XIX  üefert: 

(2m  +  l)(n-l)  -»(ao(m  +  ^)"  +  *„(m+  j  )" +  ''..ii')  +  {(.3m +  l)  u  +  inA  ni 


ni  =  +  oo  n  =  +  o 


2   2 


in  =  — 00  n  =  - 


,  =  +  00    7!  =  +  0 


■^        ^     ^_  jy,.("-l)g-Ä(ao.«''  +  (.„7«n  +  c„»'J  +  SCma+nr)7f; 

in  vollkommen  sachgemässer  Weise  dadurch  in  Evidenz  gesetzt, 

dass  jedes  einzelne  GHed  der  beiden  Reihen  im  Zähler  und  Nenner  in  ein 
entsprechendes  anderes  Glied  übergeht,  wenn  man  für  die  Grössen 
a,  T,  ög,  b^,  C(,  die  eines  aequivalenten  Systems  {a,  r',  a^,  b'^,  c^)  sub- 
stituirt. 


*)  Sitzumgsberichte,  Jahrgan^r  1880*). 

')  Bd.  IV,  S.  402  dieser  Ausgabe  von  L.  lironecker'a  Werken. 
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Wird  nämlich : 

«(m  +  2)  +  Z'"  =  nt'  +  2  '      «'("1  +  2)  +  Z^'"  =  "' 
atn  +  ßn  =  m  am  -\-  ß  n  =  n 

gesetzt,  so  ist  vermöge  der  Aequivalenzbedingungen  (93o)  offenbar: 

«:(m  +  2)'  +  K(^  +  2)" + ^0"' = «oK+ i)'+  k(^'+ !)"'+ ^«""' 

(m  +  Da'  +  nr'  =  l  (m'  +  \)(a  +  a")  +  n'(T  +  ß"), 

(8m+l)(n-l)  (3m'  +  l)(n'-I)       -^-at,'  +  a~„'-i 

i  =  i  •  i  , 

'       S      1      1'  ,         '     ü  'S      1      1.         '     '     1  'S 

a^m   -f-  b^mn  -f-  c^n    =  a^m     +  o^m  n  +  CoW   , 

ma  -f-  7tT  =  ?'i  (ff  +  «  )  +  n  (t  +  /?' )  • 

und  also: 

.(■Jm  1^  l)(ii-  1)    -7i(o„'(m  +  v)"  + ''" (>"  ^^)"  +  '■in')  +  ((äiii  +  Ho  +Jiir')«.- 

a"  .  '  a«'  +  n-rc'-l      .  (2m'+ l)  (ii'- 1)    -  «(«„(m' h  4^)' + '»o  ("i"  + -J-)  n'  + c„n'' )  +  ({2m' +  l)o  +  8n'r) /i  .■ 
=  (—  1)     l"  -t  e  2/         \        .'  ^ 

/         jvm(B-I)^-n(<i;m»  +  6>n+f>>)  +  »(mo'  +  nr-)n(  _    , j  ,m'(,.'- I)  g- «Km'^  +  ^.„V  + r,  •,"')+ 2(».'<i  +  «'r)n,- 

Es  geht  daher  in  der  That,  wenn  man  in  den  beiden  Reihen  im  Zähler  und  Nenner 
des  Ausdrucks  (^)  die  Grössen: 

CT,   T,   ttp,   6j,   Co 

durch : 

a,  X,  a',,  fcj,,  c^ 

ersetzt,  jedes  einzelne  durch  die  Zahlensysteme: 

(m,  n),  (m,  n) 

bestimmte  Ghed  in  ein  anderes  über,  welches  beziehungsweise  durch  die  Systeme: 

(m',  n'),  {m ,  n) 

,    ~aa'+cc-a'-l 

bestimmt  ist,  jedoch  so,  dass  dabei  im  Zähler  der  Factor  (—  1)"  i  hinzu- 

tritt. Hierdurch  erhellt  nun  unmittelbar  die  Transformationsgleichung  (ß)  und 
also  die  Invarianteneigenschaft  der  vierten  Potenz  der  elliptischen  Function 
FA(l{a  +  Tw),-lw). 

9* 
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§2. 

Wird  im  Nenner  des  Ausdrucks  (2))  der  Factor  e^cm» +  "')«■  Jm-ch: 

cos  2  (m<j  +  'nr)7i  +  1810  2  {ma  +  nT)7i 

ersetzt,  so  fällt  bei  der  Summation  der  je  zwei  den  Werthen  (m,  n)  und  {—  m,  —n) 
entsprechenden  Gliedern  der  mit  i  multiplicirte  Theil  fort,  und  es  bleibt  also  nur 
dieReihe:        „,  =  +««  =  +  oo 
(6)  >       >  ( — 1)  'e        °  "  '  coäl^ma  -\-  nr)7i, 

welche  mit  ^^{a  ,t  ,aa,ho,  Cq)  bezeichnet  werden  möge.  Wird  ferner  im  Zähler  des 
Ausdrucks  (®)  der  Factor  e((^"'  +  ')''  +  2"')-  durch: 

cos((2m  +  1)CT  +  2nT)7r  +  i  sin  ((2m  +  \)a  +  2nT)7r 

ersetzt,  so  erhält  man  durch  Vereinigung  von  je  zwei  den  Werthen  (2m  +  1 ,  n)  und 
(—  2m  —  1 ,  —  n)  entsprechenden  Ghedern  für  gerade  Zahlen  n : 

2(—  l)"^""^"' sin  ((2  m  +  \)a  +  2v.T)n 
und  für  ungerade  Zahlen  n : 

2(—  l)'^'"~''isin({2m  +  \)a  +  %nx)n. 

Da  nun  beide  Ausdrücke  ungeändert  bleiben,  wenn  man  m  durch  —  m  —  1 ,  also 
2m  +  1  durch  —  2m  —  1  und  zugleich  n  durch  —  n  ersetzt,  so  kann  man  die  Reihe 
im  Zähler  von  (2))  als  Aggregat: 

(Si((T,  T,  Oo,  \,  c„)  +  i^i{(y,  r,  %,  \,  cj 
darstellen,  wenn: 

(/'  =  ±l.±ä.  ±5.---;    n  =  0,  +  l,  +  2,  +  3,...) 

e,(a,  T,  a„  b„  g  =2'(-  ^r'''''e~''^^^'""'^^'"''^''''Km{fia  +  <lvr)n 

(/j,  v=  +  l,  +  3,  +  6,...) 

gesetzt  wird.  Demnach  wird : 

(Ct.\  mC^   (rr  4-  rm\      ^  lÄ  -  ®l('''  ^'  °0' ^0-  ^o)   4.  ,"  ^aCg,  T,  Op,  bp,  Cq) 

(5)  E1^2  (^  +  ^"^)'   2  ^j  -  eoCaTrT^oTbo:  00)  +     ©«(«^.T.  ap,  bp,  Cp) ' 

und  da  (£0,61,  62  reelle  Functionen  der  reellen  Grössen  «r ,  t  ,  Op ,  &p ,  Cp  sind,  so  ist 
hiermit  die  elliptische  Function  El^^^  (ct  +  rw),  ^w\  in  ihren  reellen  und  imaginären 
Theil  zerlegt. 
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Für  a  ="2  ,  T  =  0  kommt: 

<5i( 2^.  0.  "0.  6o.  Co)  ©2(2-  •  0>  «0.  ''0.  *o) 


El 


1     1    \     -i\^2 ''"'"'  "y    ,   . 


®o(^.  0,  "o.  ^0.  «^o)  ®o(-2^.  0.  «»o.  ^.  Co) 


und  dabei  sind  die  Fimctionen  60  >  ©i  >  ®2  in  folgender  einfachen  Weise  durch  Reihen 
ausgedrückt: 

©0(2-.  0,a„,  60,  c„j  =^(—1)     e 

l,0.a„b„c,)=^{-l)''e     U  »         "  ;, 

e2(2,0,a„6„,c,j  =^(- 1)«         e     ^*  - 

in  welchen  den  Summationsbuchstaben  m,  n  alle  ganzzahügen  Werthe  von  —  oo 
bis  +00,  den  Summationsbuchstaben  /i,  v  aber  nur  alle  positiven  imd  negativen 
ungeraden  ganzzahügen  Werthe  beizulegen  sind. 

§3. 

Für  ff  =  -„  ,  T  =  0  wird : 

a'  =  2  a  +  «",  t'  =  ^ß  +  ß" 
und  also : 

El(|  (ff'  +  r'w),  ^  w')  =  El(|  «  +  1  «"  +  1  ;Siü'  +  l  /3"«;',4  «'')' 

Da  nun  für  ganze  Zahlen  m,  n  die  Relation  besteht: 

E1(C  +  -2  m  +  l  nw,  2  w)  =  (- 1)"'  El(f,  |  w), 

so  erhält  man,  wenn  man  berücksichtigt,  das  ß  eine  gerade  Zahl  ist,  für  die  obigen 
Werthe  von  a',  x  die  Formel: 

El({(ff'+  t'm;),|  «;')  =  (-  i)^"""'"  El(j,  >-«;). 

durch  welche  die  Gleichung  (©)  des  §  1  in  folgende  übergeht: 

(6»)  El(l,  I  «;')  =  (-  ir'i"^'"''El(|.  \  «;'). 
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Die  vierte  Potenz  von: 


Ell 


1       -6o  +  t 


.4'        4c„       / 

ist  daher  eine  Invariante  der  Classe  von  Systemen  (öq,  &0)  Co),  welche  diesem  voll- 
ständig aequivalent  sind,  d.  h.  also  der  Gesammtheit  der  Systeme: 

(ay  +  b,aa  +  c„a\  2%aß  +  \{aß'  +  aß)  +  2c,a'/9',  a^ß^  +  \ßß'  +  cj^), 

für  welche  « ,  ß'  ungerade  Zahlen  und  «',  ß  gerade  Zahlen  sind,  die  der  Bedingung 
aß'  —  aß  =  1  genügen.  Dass  aber  diese  Invariante  für  die  bezügliche  Classe  auch 
charakteristisch  ist,  d.  h.  dass  aus  der  Existenz  einer  Gleichung : 

(9)  E'*(T.^'liti)=El<(',=i±i) 

das  Bestehen  der  Aequivalenz : 

K'  ^'  <^o)  ~  («0.  K  Co)  '  (4<x„.„-*J  =  4ft,C„-6^  =  l) 

und  zwar  als  einer  vollständigen,  gefolgert  werden  kann,  geht  schon  aus  den  all- 
gemeineren Ausführungen  im  §  15  des  art.  XI  hervor.*)  Aber  ich  will  dies  hier  noch- 
mals in  der  für  den  vorliegenden  Zweck  geeigneten  Weise  ausführUch  begründen. 

Setzt  man  zur  Abkürzung: 

-200-="''      ^"c^-='"- 

so  ist: 

und  es  wird  der  Differentialgleichung: 


*)  Sitzungsberichte,  Jahrgang  I886I).  Vergl.  auch  die  Abhandlung  des  Hrn.  Fuchs 
„Sur  quelques  proprietes  des  integrales  des  equations  differentielles,  auxquelles  satisfont  les 
modules  de  periodicite  des  integrales  elHptiques  des  deux  premieres  especes"  im  83.  Bande  des 
Journals  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik. 

•)  Bd.  IV,  S.  442  dieser  Ausgabe  von  L.  KroTiecker'a  Werken.  M 
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nebst  der  Bedingung  x  =0  für  m  =  0,  gemäss  der  im  art.  XI,  §  4  gegebenen  Defi- 
nition der  elliptischen  Function  El  (g  f »  2  ^)  *^^  Quotient  zweier  »?- Functionen'^), 
sowohl  durch : 

als  auch  durch: 

für  einen  bestimmten  Werth  von  h,  genügt.  Demnach  ist: 

Aus  der  angeführten  Definition  der  elhptischen  Function  ElC^C,  „w)  folgt  ferner 
deren  Productdarstellung : 

aus  welcher  sich  unmittelbar  ergiebt,  dass  Elf-^-C,  „  W')  nur  für  die  Werthe: 

^  =  m   +  nW  (m,n  =  0,  +  l, +  3,1-3,...) 

gleich  Null  wird.  Da  hiernach  die  elliptische  Function  auf  der  linken  Seite  der  Glei- 
chung {^)  nur  für: 

U  =   (m  +  nw)7l{9^{Q,w)f  (m,n  =  0,+  I,±2,  +  3,...), 

die  auf  der  rechten  Seite  aber  nur  für: 

u  =  (m  -(-  nn))7r(i?3(0,  totf  .ni.i.  =  o,i  i,  +  j,i-s,...) 

gleich  Null  wird,  so  muß  es  für  jedes  System  von  Zahlen  {m,  n)  ein  System  (m,  n) 
und  ebenso  für  jedes  System  (m,  n)  ein  System  (m,  n)  geben,  für  welches: 

{m  +  nw) i&^iO,  w)f  =  (m  +  nro)  (»?3(0,  WjY 

wird.  Es  sei  demgemäss,  wenn  für  (m,  n)  die  Systeme  (0,  1)  und  (1,0)  genommen 

werden : 

(t)  w{&g(0,  w)f=  (a  +  ßtv)ti&,(0,  W))^    (^3(0,  w)f  =  (ß  +  ^iv)t{&^iO,  \V})\ 


*)  Sitzungsberichte,  Jahrgang  1886^). 

')  Bd.  rV,  S.  401  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecher'a  Werken. 
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WO  die  positive  Zahl  t  den  grössten  gemeinsame  Theiler  der  vier  Zahlen 

at,    ßt,    a't,    ß't 

bedeutet;  ferner  sei  in  analoger  Weise,  wenn  für  (m ,  n)  die  Systeme  (0,  1)  imd  (1 ,  0) 
genommen  werden: 

(S')      ro{&,  (0,  \v)y  =  («,  +  ß, w)  t,  (^3 (0,  w))\    {^,  (0,  \o)f  =  {a[  +  ß[w)  t^{^,  (0,  w))'. 

Aus  diesen  vier  Gleichungen  (Ä),  (Ä')  ergeben  sich  durch  Ehmination  der  Grösse  to 
und  des  Quotienten  ^(öm)  ^^  ^^^^  Gleichungen : 

w(l  -  tt^(aß[  +  ßß^))  =  tt^(aa[  +  ßa^), 
1  -  U^{da^  +  /5'aJ  =  U^{aß\  +  ß'ß;)w, 
und  aus  diesen  folgt,  da  w  eine  complexe  Grösse  ist: 

»,(«/?;  +  ßß;)  =  1,    a«;  +  /9«^  =  0 

tt^{aa[  +  ß'a^)  =  1,     a  ß[  +  ß' ß^  =  0. 
Nach  der  ersten  und  dritten  Gleichung  kann 

weder  a  mit  ß,  noch  a  mit  ß',  noch  «j  mit  a[,  noch  ß^  mit  ß^ 

einen  gemeinsamen  Theiler  haben;  aus  der  zweiten  vmd  vierten  Gleichung  folgen 

demnach  die  Relationen: 

a  =  —  eßj,    ß  =  cßj  ('  =  ±1), 

mittels  deren  die  erste  Gleichung  in  folgende  übergeht : 

ett^{a[ß,-a/;j^l. 

Beide  positive  Zahlen  t  und  t^  müssen  also  gleich  Eins  sein.  Es  muss  aber  auch 
e  =  +  1  sein;  den  gemäss  den  Gleichungen  (^')  ist: 

ai  +  ßiW 

tu  = —, 

a,  +  ß^w 

und  der  reelle  Theil  von  tri  muss  ebenso  wie  der  von  wi  negativ  sein. 
Hiermit  ist  nachgewiesen,  dass  aus  der  Gleichung: 
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mit  Nothwendigkeit  die  Relationen : 

a,-\-  B.W         ,  , 

folgen,  in  welchen  «,,  /3j,  a\,  ß[  ganze  Zahlen  sind.  Dabei  müssen  aber  die  beiden 
Zahlen  a^  und  ß^  gerade  sein,  denn  wenn  man  auf  die  Function  EH^,  ^w),  d.  h. 
auf  den  Quotienten :  / 1      \ 

die  bekannten  Transformations-Relationen  anwendet,  so  sieht  man,  dass  die  Glei- 

U'    2      ;  \^4'   2     a[  +  ß[wj 

nur  dann  besteht,  wenn  a,  und  ß[  gerade  sind. 
Setzt  man : 


""^"^S'-  E14/1     i...\       ^,4/1     1     °i  +  ^i^ 


«,=  -«,    a^  =  ß,    ß,  =  a,    ß^  =  -ß 
und  substituirt  für  lu  und  w  in  der  Gleichung: 

_  ai  +  ^iW  _     aw  —  a 
~  a[  +  ß[w  ~  -ßw+ß' 

dieWerthe:  -b^+i     ^      -h  +  i 

2co  2Co     ' 

SO  ergeben  sich  die  Relationen : 

\  =  2a^aß  +  \{aß'  +  aß)  +  2c/ ß^. 

Co  =  %ß'  +  hßß'  +  <^/'' 
und  da  hierbei  aß'  —  a'ß  =1  und  sowohl  a  als  auch  ß  gerade  ist,  so  sind  die  beiden 

einander  vollständig  aequivalent.  Diese  Aequivalenz  hat  sich  also  in  der  That  als 
eine  notwendige  Folge  der  Gleichung: 

<«).  Ei-(A,=|^-i)  =  Bi'(l,=-^,±i) 

erwiesen. 

L.  Kronecker'a  Werke  V  10 
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Sind  die  zwei  Systeme  («o,  &o,  Co),  (fio,  ^o,  Co)  in  der  speciellen  Weise  ein- 
ander vollständig  aequivalent,  dass  der  mit  a  bezeichnete  Coefficient  der  Substi- 
tution nicht  bloss  durch  2  sondern  auch  durch  4  theilbar  ist,  so  besteht  die  Gleichung : 

und  nach  vorstehenden  Ausführungen  ist  auch  umgekehrt  aus  dem  Bestehen  der 
Gleichung  (®')  zu  erschUessen,  dass  die  beiden  Systeme: 

(«O'^'^o).     («o't'o.Co) 

in  jener  speciellen  Weise  einander  vollständig  aequivalent  sein  müssen.  Denn  gemäss 
der  Gleichung  ((£")  im  §  3  wird: 

und  die  Gleichung  (®')  würde  daher  nicht  erfüllt  sein  können,  wenn  ä  nicht  durch  4 
theilbar  wäre.  Es  zeigt  sich  also,  dass:  • 

V  4  '       4co     / 

eine  charakteristische  Invariante  derjenigen  speciellen  Classe  von  Systemen  («o ,  ^o  >  Co) 
ist,  welche  in  der  bezeichneten  Weise  einander  vollständig  aequivalent  sind. 

Da  die  Systeme  («o  >  ^o  >  Co)  zwei  wesenthche  Elemente  enthalten,  so  sind  auch 
zwei  Invarianten  zur  Charakterisirung  der  Classe  erforderlich.  Diese  erhält  man,  in- 
dem man  die  angegebene  charakteristische  Invariante,  welche  eine  complexe  Func- 
tion von  ho ,  Co  ist,  in  ihre  beiden  Theile  zerlegt. 

§4- 
Bestehen  zwischen  zwei  Systemen  von  Grössen : 

die  beiden  Gleichungen: 

(S')  El''  ({  {a  +  TW),  l  w)  =  El^  ( ^  (a^  +  r,  w') ,  ^  w') , 

in  welchen: 

w  =  — Ö-  — ,   w  =  — ^  — 
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ist,  SO  müssen  zuvörderst  wegen  der  Gleichung  (S),  gemäss  dem  im  vorigen  Para- 
graphen gegebenen  Nachweis,  die  beiden  Systeme : 

einander  vollständig  aequivalent  sein,  und  zwar  so,  dass  in  der  zwischen  w  und  iv 
bestehenden  linearen  Gleichung: 

r  aw  —  a' 

der  Coefficient  a'  durch  4  theilbar  ist.  Nach  der  Transformationsgleichung  (l£)  im 
§  1  wird  mm  aber : 

El^(4-(a'  +  Tw),  j«;')  =  EP(|((T  +  rw),  {«;), 

wo  CT,  t'  durch  die  Gleichungen: 

a=aa-\-ar-\-a,    T=ßa-\-ßr-\-ß 
bestimmt  sind.  Die  Gleichung  (S')  geht  hiernach  in  folgende  über: 

El  [l  (a  +  Tw'),  ^w)=±  El  (A  (ct,  +  r,w'),  -J-  iv), 

aus  welcher  mittels  des  Additionstheorems  in  der  bekannten  Weise  zu  schliessen  ist, 
dass  die  Grössen  <Ti  ,  Tj  und  a',  x  mit  einander  durch  eine  Relation : 

ffj  +  Tjw'  =  e(CT'  +  t'm)')  +  m  +  nw 

verbunden  sein  müssen,  in  welcher  m  und  n  ganze  Zahlen  bedeuten  und  e  =  ±  1 
ist.  Es  wird  hiernach:  _       eV_i_^     ^       ^J  ^  „ 

und  also :  ,       '     ,       "  ,  '        0      ,     <»'     ,      0"  , 

CTj  =  eaa  +  ea  t  +  e«    -|-  m,    x  =  epa  -{-  eß  x  -^  ep    -\-  n. 

Setzt  man  nun :  >>>/.» 

ea  =  a,       ea  =  a^,     ea    -)-  m  =  a^, 
eß  =  ß,,    Bß'  =  ß\,     eß"  +  n  =  ß![, 

so   sind   die    Systeme  (a,  t,  a^,  6^,  c„),  (a,,  t,,  a„,  6^,  c^)  mit   einander   durch   die 
Transformationsgleichungen  verbunden : 

CT,  =  a,  CT  +  a'j  T  +  a",    t,  =  /S,  ct  +  /?',  t  +  /?'/, 
'  *    1    I,         '1  'ä 
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m  denen :  ^^  ^,  _^'j^^-^^   „'^  ^  0  (mod.  4),    ^^  =  0  (mod.  2) 

ist.  Es  zeigt  sich  also,  dass  aus  dem  Bestehen  der  Gleichungen  (£)  und  (2)  das  Be- 
stehen der  Transformationsgleichungen  (9M)  zu  erschliessen  ist,  welche  jene  specielle 
Art  vollständiger  Aequivalenz  der  beiden  Systeme : 

(a,T,a„,b„,c„),     (a,T,a^,b'^,c^) 

constituiren,  und  dieses  Hauptresultat  kann  offenbar  dahin  formuhrt  werden,  dass 
die  specielle  Classe  von  Systemen  {o ,  r ,  ao,bo,  Co),  welchen  die  Invarianten: 

angehören,  durch  das  „System  dieser  beiden  Invarianten"  vollständig  charakterisirt 
wird. 

Die  Systeme  (er,  t,  Oo,  6o,  c«)  sind  durch  vier  reelle  Elemente  a,  t,  6o,  Co  be- 
stimmt, mid  es  bedarf  daher  auch  eines  Systems  von  vier  reellen  Invarianten  zur 
Charakterisirung  einer  Classe.  Nun  ist  bei  Benutzung  der  im  §  2  eingeführten  Be- 
zeichnungen: 

s/1      1     \        e?(-2-'0.ao.&o.Co)  — ©1(2" 'O.ao. ''O.Co) +2iei(-2-,0,  ao,bo.  "0)62  (y'O'^o.V  Co) 

El  (-4,  2w)  =  _8/i  „    r~\ 

Man  kann  also  ein  charakteristisches  System  von  Invarianten  einer  durch 
(<T ,  T ,  «0 ,  60 )  Co)  repraesentirten  speciellen  Classe  durch  folgende  vier  reelle  Functionen 
von  ff ,  T ,  öo ,  60 .  Co  bilden : 

t£l(q,  T,  Oq,  60,  Cq)    _  (£2(ff,  T,  Oq,  bp ,  C,)         @l(q,  T,  gp,  bj),  Co)(£2(g,T,a(|,bo,  Cq) 

e2(ff,T,Oo,bo,Co)        ei(q,T,  ao.bo.co)'  ^li^a ,  z ,  a^,  b^,  Cg) 

®i(-2  ,  0,  Oq,  bo,  Co)        ®2(-2  .  0'  «0.  &o.  Co)    ®i(-2  '  ^'  °0'  ^o»  Oa^^ii^^'  °'  "*'  '''"  "") 
62(2 'O.oo. ''O.Co)        ei(-2>0'«o.''o.  Co)  (£0(2  •^■"«•''«'''<') 
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§5. 

Die  vorstehenden  Entwickelungen  reichen  dazu  aus,  nachzuweisen,  dass  die 
beiden  Functionen : 

in  welchen,  wie  oben: 

—  f>o  +  i 

ist,  ein  System  charakteristischer  Invarianten  fiii-  die  Classe  aller  einander  vollstän- 
dig aequivalenter  Grössensysteme  (o,  r ,ao,bo,Co)  bilden. 

Bestehen  nämlich  für  zwei  Systeme  (d,  t,  a^,  &,,,  c„),  (ct, ,  Tj,  a[,,  6„,  c^,)  die 
Gleichungen : 

El'(l(»  +  ,.).-^»)^El'(l(,.  +  ,,..'),  !»■) 

K,.(i,i„)  E,.(^.-|..)  ■ 

in  welchen: 

W   =  ",' 

ist,  so  muss  entweder: 

El^(l.  A.)  =  El^(l   1.')  oder  -  El'(l   1.)  =  El^(l,  j,,') 

sein.  Im  ersten  Falle  sind  die  Gleichimgen  (S),  (S)  des  vorigen  Paragraphen  erfüllt, 
aus  welchen,  wie  schon  dort  dargethan  worden,  das  Bestehen  der  Transformations- 
gleichungen (9)2)  erschlossen  werden  kann.  Im  zweiten  Falle  ergeben  sich  mittels  der 
Relationen : 

-E1»(1,1.)  =  E1'(1   A(.-f2)), 

-  El*(i(ff  +  TW),  ~w)  =  El'(|(cr  +  rw),  |(«;  +  2)) 
aus  den  Gleichungen  (9?')  die  folgenden : 

El-(|(a  -  2t  +  nw  +  2>),  l-{w  +  2))  =  El^(|(a,  +  t,io),  liv), 
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welche,  wenn  man  w  +  2  durch  w  und  zugleich  er  —  2  t  durch  a  ersetzt,  mit  den  Be- 
dingungen (S),  (£')  identisch  werden.  Auch  in  diesem  Falle  zeigt  sich  also  das  Be- 
stehen der  Transformationsgleichungen  (9)?)  als  eine  Folge  des  Bestehens  der  Glei- 
chungen {31),  und  es  ist  hiermit  nachgewiesen,  dass  durch  die  Werthe  der  beiden 
Functionen  der  vier  Grössen  a ,  r  ,bo,  Co'. 

El  (-^.  -2^«) 

die  Classe  der  dem  Systeme  (a ,  t  ,  Oq  >  ^o .  ^o)  vollständig  aequivalenten  Systeme  ein- 
deutig bestimmt  ist. 

Beide  Functionen  (31)  haben  complexe  Werthe,  und  es  sind  eigenthch  die 
Werthe  der  beiden  reellen  und  der  beiden  mit  i  multiplicirten  Theile  dieser  Func- 
tionen, welche  das  charakteristische  System  der  vier  Invarianten  der  bezeichneten 
Classe  bilden.  Benutzt  man  die  oben  eingeführten  Bezeichnungen  @o .  ©i  >  ®2  und  lässt 
dabei  der  Einfachheit  halber  die  Grössen  a^,  h^,  c^  innerhalb  der  Parenthesen  weg, 
so  dass  man  (£(ff ,  t)  an  Stelle  von  6  (a ,  t  ,  Oq  ,  6o  >  Co)  setzt,  so  sind  die  vier  Invarianten : 

(.;(l.o)-.;(l.o))--4.;('-,o)^(|.o) 

«.(|.oh(i.o)(.;(i.°)-.i('.o)) 

(ei'(a,  T)  -  ^l(a,  T))  (gj(|,  o)-(g^(2  ,  o))  +  4e.(<T,  T)e,(a.  T)e,(|,  o)e,(-2-.  o) 

Wenn  man  endlich  die  Jaco&i'schen  Bezeichnungen  anwendet,  so  ist: 
El  (|,  ^^w)  =  Vx,   71  {§,(0,  w)y  =  2K,  w  =  ^, 

z — z =  sin  am  (2 CT 7v  +  2TKi,x). 

^'(4'   2-) 
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Das    System    der    vier    Invarianten    der    bezeichneten    Classe    von     Systemen 
{a ,  r  ,ao,bo,  Co)  wird  also  einfach 

aus  den  je  zwei  Theilen  der  beiden  complexen  Grössen 

x^,     sin''am(2CT/v  +  izK'i,  x) 
gebildet, 

vorausgesetzt,  dass  darin  x,  K,  K'  als  Functionen  von  Oq ,  60 .  ^o  durch  die  Gleichun- 
gen definirt  werden : 

X  =  El^(|.  ^«±Ä,2K  =  :t§l  (0,  -^),2K'  =  n^  (o.  \±^), 
oder,  was  dasselbe  ist,  durch  die  Gleichungen : 


—  ;rn' — 

n 

V2K  =  y'^^i""''^,   Y2K'  =  y7z^e""''"'~^^, 

wenn  die  Summationen  auf  alle  ganzen  Zahlen  n  von  —  00  bis  +  00  erstreckt 
werden.  Dabei  ist  noch  zu  bemerken,  dass  zwischen  den  beiden  letzten  Summen  die 
Gleichung: 

besteht,  welche  aus  der  Theorie  der  Transformation  der  &  -  Reihen  folgt. 

§6. 

Schon  in  meinen  ersten  Untersuchungen  über  die  elliptischen  Functionen 
mit  jenen  besonderen  Moduln,  welche  ich  als  singulare  bezeichnet  habe,  bin  ich  auf 
eine  analytische  Invariante  derjenigen  arithmetischen  Aequivalenz: 

(ff,  T,  a„,  h„,  fj  CV3  (or',  r',  a^,  b'^,  c'^) 

geführt  worden,  welche  durch  das  Bestehen  der  oben  im  §  1   mit  (So)  bezeich- 
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neten  Gleichungen  begründet  wird.  Diese  Invariante  findet  sich  in  dem  in  den 
Monatsberichten  abgedruckten  Auszuge  aus  meiner  am  22.  Januar  1863  gelesenen 
Abhandlung  über  die  Auflösung  der  Pell'schen  Gleichung  mittels  elhptischer  Func- 
tioneni),  und  sie  ist  im  Sitzungsberichte  vom  19.  April  1883  im  art.  I  dieser  Reihe 
von  Mittheilungen  „zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen"-)  mit: 


A 


r'^'       2 Co      '       2 Co  7 


bezeichnet.  Vor  dieser  Invariante  A  haben  die  im  vorigen  Paragraphen  angegebenen 
Invarianten  n^  und  sin^  am  {2aK  +  2rKi,}<)  zuvörderst  das  voraus,  dass  sie  für 
die  Classe  vollständig  aequivalenter  Systeme  charakteristisch  sind,  während  die  In- 
variante A  für  je  sechs  Classen,  deren  Unterscheidimg  sich  nach  arithmetischen  Ge- 
sichtspunkten als  nothwendig  erweist,*)  einen  und  denselben  Werth  behält.  Ausser- 
dem aber  haben  die  Functionen  x^  und  sin^  am  {2a K  +  2t Ki,x),  deren  reelle  und 
imaginäre  Theile  die  vier  erforderlichen  Invarianten  repraesentiren,  noch  den  Vor- 
zug, dass  sie  diese  vier  Invarianten  in  elegantester  Weise  zu  zwei  Functionen  zweier 
complexer  Variabein  zusammenfassen.  Aber  ia  der  ihrer  Invarianteneigenschaft  und 
dadurch  ihrer  eigentlichen  Natur  entsprechenden  Darstellung  dieser  Functionen 
durch  den  Ausdruck  (2))  erscheinen  die  je  zwei  Theile  der  beiden  complexen  Variabein 
wieder  getrennt.  Dieser  Umstand  hat  mich  auf  den  Gedanken  gebracht,  dass 
sich  noch  andere  naturgemässe  Entwickelungen  der  elhptischen  Functionen  finden 
lassen  möchten,  wenn  man  eine  Trennung  der  beiden  Theile  der  complexen  Vari- 
abein zulässt,  und  es  lag  hierbei  offenbar  am  nächsten,  die  Entwickelung  von 
sin  am  {2aK  +  2xK'i,  x)  in  eine  zweifache  nach  sinus  und  cosinus  der  Vielfachen 
von  a  und  t  fortschreitende  Doppelreihe  zu  versuchen.  Dies  hat  nun  in  der  That  zu 
überraschend  einfachen  und  eleganten  Formeln  geführt,  und  es  hat  sich  dadurch 
gezeigt,  dass  man  sich  nicht,  wie  bisher,  auf  solche  Entwickelungen  von  Functionen 
einer  complexen  VariabeLn  x  -{-  yi  beschränken  darf,  welche  die  Variabein  x  und  y 
nur  in  ihrer  formalen  Verbindung  zu  a;  +  yi  enthalten. 


*)  Vergl.  die  Ausführungen  im  §  1  meiner  schon  oben  citirten  akademischen  Abhand- 
hmg  .,tjber  bilineare  Formen  mit  vier  Variabelen^)". 

')  Bd.  IV,  S.  219  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker'a  Werken.  '  H 

^)  Bd.  IV,  S.  347  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker'a  Werken.  H 

ä)  Bd.  II,  S.  429  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker'a  Werken.  H 
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Die  Entwickelung  von  sin  am  {2a K  +  2r Ki ,x)'va.  eine ^OMn'er 'sehe  Doppel- 
reihe ergiebt  folgendes  Resultat: 

(«  =  0,+  l,+  a,  +  3,..  ;    »  =  +  l,  +  3,  +  5,...) 

Sondert  man  nämlich  die  Summe  auf  der  rechten  Seite  in  die  beiden  Theile,  welche 
positiven  und  negativen  Werthen  von  v  entsprechen,  so  wird  dieselbe  gleich  dem 


2K  ^        1  '^2K.^  1 


2 

{n  =  0. +  1.+S,  +  S,...;    »=1,3,5,7,.  .  .) 

Führt  man  nun  die  Summationen  in  Beziehung  auf  n  mit  Hülfe  der  schon  im  art.  I 

benutzten  Formel  aus : 

Cn\  -y  e'"""  ^iTiie"""  ,        o<.<s,        \ 

''    ''  j^w  —  n       e»"»'—!  Vn=o,  +  i,  +  s,  +  3..7 ' 

indem  man  hierin  v  =  2t  +  1  und  für  w  das  eme  Mal  ^''W,  das  andere  Mal  —  ^vw 
setzt,  so  kommt: 

oder  also : 

271    "VI     sin  V (ff  +  T tu) 7t 

Setzt  man  in  diesem  Ausdruck: 

e"""  =5,    (er  +  T«));r  =  x, 

so  erhält  man  denjenigen,  welcher  in  der  Formel  (19)  im  art.  39  von  Jacobi's  ,,Funda- 
menta  nova  theoriae  functioimm  ellipticarum"  auf  der  rechten  Seite  steht'),  multi- 
plicirt  mit  ^  ;  sein  Werth  ist  demgemäss: 

xamcim2K{a  +  rw) 
oder  also  in  der  That  gleich : 

xsma,m{2  aK  +  '2.rKi,x). 
■)  Jacofn,  Werke,  Bd.  I,  S.  157.  H 

L.  Kronecker's  Werk©  V  11 


82  ZUR  THEORIE  DER  ELLIPTISCHEN  FUNCTIONEN 

Die  Formel  ($)  kann  auch  in  folgender  Weise  dargestellt  werden: 

/m'\  IC     T^    1    n    7''-     \        ■^  (^l)"sm  (i'<T4-2nT);r 

(^  )  '^«■nam  {2aK  +  2tA  i,x)  =  2i  —^K'  +  ^TiäT^- 

(ii  =  U,+  l,+  2,  +  3,  ...;     »  =  +  l,  +  3,+  5,  ..  .) 

Nimmt  man  in  derselben  a  —  -^,  r  =  0 ,  so  resultirt  die  folgende  Reihenentwickelung 
des  Moduls :  , 

m"^  ^  _  yi-ir 

^■^   '  ^    vK'  +  2nKi    ' 

und  wenn  ^  =  h^  gesetzt  und  dann  zum  Werthe  t^  =  v  übergegangen  wird,  so  kommt: 


l=lim2 


-(2«  +  i— 1) 

( —  1) "  COS  2nT7i 


vK'  ^InKi 

oder: 


1  =  lim  2 


( — •  1)  coslnrn 

vK'  -j-  2nKi 


Die  Summation  ist  oben  erst  in  Beziehung  auf  n  und  dann  in  Beziehimg  auf 
V  ausgeführt  worden.  Es  kann  aber  auch  in  der  entgegengesetzten  Reihenfolge  sum- 
mirt  werden.  Um  dies  näher  zu  erörtern  gehe  ich  von  folgender  allgemeineren  Reihe 

aus: 

-sn  ««("'^ +"'/)«. • 

/, j j (m,ri=U,+l,+  2,+  S....)- 

welche  mit: 

bezeichnet  werden  möge,  und  in  welcher  | , »?  als  reell,  u,v,w  aber  als  complex 
vorausgesetzt  werden,  die  letzteren  beiden  Grössen  v,  w  überdies  so,  dass  deren  Ver- 
hältniss  nicht  reell  ist.  Führt  man  mittels  der  schon  oben  benutzten  Formel  (0) 
die  Summation  in  Beziehung  auf  m  aus,  so  resultirt  unter  der  dabei  nöthigen  Voraus- 
setzung : 

-KKO 
die  Gleichung: 

(©)  Ser(f,»?,M,j>,7<;)  =  =^'e       "      2j ^"^i^^^^' 


ZUR  THEORIE  DER  ELLIPTISCHEN  FUNCTIONEN  83 

Die  beiden  Reihen,  in  welche  man  die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  je  nach  den  beiden 
Vorzeichen  der  Werthe  von  n  zerlegen  kann,  sind  convergent.  Denn  wenn  der  reelle 
Theil  von  -"^  niit  n  gleiches  Zeichen  hat,  so  ist  für  hinreichend  grosse  Werthe  von 
n  der  absolute  Werth  des  Quotienten  der  Division  des  {n  +  l)ten  Gliedes  durch  das 
wte  GMed  kleiner  als  Eins,  weil  1  +  1  positiv  ist,  und  wenn  das  Vorzeichen  des 
reellen  Theiles  von  ^^^  demjenigen  von  n  entgegengesetzt  ist,  so  ist  eben  derselbe 
Quotient  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  n  deshalb  kleiner  als  Eins,  weil  I 
negativ  ist. 

§7. 

Die  Gleichimg  (S)  ist  im  vorigen  Paragraphen  dadurch  erlangt  worden,  dass 
in  der  mit  Ser(|,  r},u,v,w)  bezeichneten  Reihe  die  Summation  in  Beziehung  auf 
m  ausgeführt  worden  ist.  Das  durch  die  Gleichung  (S)  dargestellte  Resultat  besteht 
also  eigenthch  darin,  dass  der  Grenzwerth : 

(©')  lim  lim  V  e'""-^"'''"''  .  /,„  =  o,±.,±2,...±3/,\ 

wenn  man,  wie  es  die  Reihenfolge  lim  lim  andeutet,  zuerst  M  und  dann  N  in's  Un- 
endliche  wachsen  lässt,  mit  dem  Grenzwerth : 

„  2lu«<  2n(m>-|lo)  — 

^  -^'     .l"i2    »u...)^-       (   -<^<»'  ) 

1  — e  " 

übereinstimmt.  In  der  Gleichung: 

iiuni  2n(,r-|u.)"- 

(S)  iiOx{^,ri,u,v,w)  =  ~    "'e      "      lim^-^ ~-      (n  =  o,  +  i,  +  2,...  +  A) 

1  — e  " 

hat  daher  Ser (| ,r],u,v,w)  die  durch : 

(®  )  «er  (I,  n,  u,  V,  w)  =  Hm  hm  ^  u  +  mv  +  nw  ['•  =  '•  zl-^t<o  *  'j 

ausgedrückte  Bedeutung. 

Substituirt  man  hierin  —  t]  für  t]  und  —  w  für  w  und  ersetzt  dann  den  Sum- 
mationsbuchstaben  n  auf  der  rechten  Seite  durch  —  n,  so  sieht  man,  dass  die  Rela- 
tion besteht: 

Sei{S,rj,u,v,w)  =  Ser(^,  —  rj,u,v,  —  w); 

11* 


84  ZUR  THEORIE  DER  ELLIPTISCHEN  FUNCTIONEN 

man  kann  daher  unbeschadet  der  Allgemeinheit  voraussetzen,  dass  in  dem  Quotien- 
ten der  reelle  Theil  negativ  ist.  Da  ferner  ii  um  ein  ganzes  Vielfaches  von  w  ver- 
mehrt oder  vermindert  werden  kann,  so  kann  man  noch  voraussetzen,  dass  der  reelle 
Theil  von  —  zwischen  demienigen  von  —  und  Null  liege. 

Nun  kann  der  Ausdruck  (©"),  welcher  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung 
(©)  steht,  in  folgender  Weise  dargestellt  werden: 

i>;un,  2t7i(.;f-s-«j)  — 

Ini 


"         1-  '^    *  /f=  +  l,>i  =  0,I,2,...JV\ 


2(«  + 

1  — e 


und  es  kann  hierbei  von  den  beiden,  den  Werthen  £  =  -f  1  und  e  =  —  1  entsprechen- 
den, durch  die  Gleichung: 


1  — e 


E>e  "  /.  =  +  i,«  =  o,i,-A...\ 

•^— '  U  =  -  1,  "'  =  1,  2,  3, .  .  ./ 


gegebenen  Reihenentwickelungen  Gebrauch  gemacht  werden,  da  dieselben  offenbar 
gemäss  der  über  ""'  und  —  gemachten  Voraussetzung  convergiren.  Der  Ausdruck 
(©")  geht  alsdann  in  folgenden  über : 

\^     )  ^      ^  ^*ß  V  =  -lim,^=.l,2,3,.../» 

in  welchem  sich  die  Reihe,  wie  nun  gezeigt  werden  soll,  mittels  der  ??- Functionen 
summiren  lässt. 

Um  dies  darzuthun,  gehe  ich  von  jener  Function  zweier  complexer  Variabein 
I,  rt  aus : 

welche  ich  in  meiner  Notiz  vom  22.  December  1881  eingeführt*)  und  dann  mehrfach, 
z.  B.  im  art.  X  dieser  Mittheilungen  über  die  elliptischen  Functionen,**)  behandelt 


*)  Monatsberichte  vom  December  1881 1). 
**)  Sitzungsberichte,  Jahrgang  1885-). 

•)  Bd.  IV,  S.  309  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker  s  Werken.  H 

')  Bd.  IV,  S.  379  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werlien.  H 
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habe.  In  der  erwähnten  Notiz  habe  ich  für  jene  Function  die  a.  a.  0.  mit  (I )  bezeich- 
nete elegante  Reihenentwickelung  hergeleitet: 

(2)  -Zti&oW^  =  i^2l^"\in  (J^i  +  vri)^  (,.,.  =  ,.3,5,... 

unter  den  Bedingungen: 

'   '  I  -I    I      II--!     I  -'    I      I    I  --I 

|gi<l,     |g'|<ie^"''l<3   'L     Ig'kle''"  I<l3   '  I- 
Hierbei  ist,  wie  gewöhnlich*),  wenn  q  =e""'  gesetzt  wird: 

1 

^o(^.«')  =2'(~3r'cos2nCjr,     §^(li,w)  =  q' ^ {-  l)"g'"'+"8in  (2n  +  i)C^, 

(>i  =  0, +  1, +  2, +S, ...) 

und  es  ist  nur,  der  Einfachheit  halber,  das  zweite  Argument  w,  welches  oben  überall 
dasselbe  ist,  weggelassen  worden. 

Die  Formel  (2)  kann  offenbar,  da  g  =  e"""  gesetzt  worden  ist,  auch  so  dar- 
gestellt werden : 

1      »\{0)9r{S+ri)   _    S;^       a>'ru,  +  ,f.U.,;)ni  /      .  =  +  ,,-1;-. 

^^o>  2ni     *o(f)*o('?)      "/ri  V,v  =  i,3,5,.../' 

und  für  die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  erhält  man,  wenn  man  an  Stelle  der  Sum- 
mationsbuchstaben  /< ,  v  die  durch  die  Gleichungen : 

ft  =  2m  -\-  e,    V  =  2n  +  e 

definirten  Summationsbuchstaben  m ,  n  einführt,  folgenden  Ausdruck : 

(4+ >J  +  y  «!)«•■  ^       (S,nnu>-(-*m(3?  +  n) +  ("(811 +  ■»))«>  /t  =  +  1 ;  7„,  n  =  0, 1,  2, .  .  A 

^  ^^^^  \j=-l;m,n  =  l,3,a,.../  • 

Wenn  man  ferner  von  den  Relationen  Gebrauch  macht: 

^o(^')  =  -  ic^^'°''^'"^i(l  +  2«'),    ''^„('7)  =  -  ie^^'°"'^'"^r,  +  >-i*;). 
&^{i  +  ri)  =  -  e(-  +  ^«  +  *"""-^^(|  +  7^  +  w), 

*)  Vergl.  art.  XI,  §  1  (Sitzungsberichte,  Jahrgang  1886) i). 

')  Bd.  rV,  S.  390  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 
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und  ^  +  Ty-w  —  ^',r]  -[-  -^w  —ri' ,w  =w'  setzt,  so  erhält  man  die  Formel: 


(s=  +1;  m,n  =  0,1,2,...;  e  =  -1;  i«,  n  =  l,2,3,  .  . .) 

unter  der  aus  den  obigen  Bedingungen  für  (2)  resultirenden  Bedingung, 

dass  die  mit  i  multiplicirten  Theile  von  w' ,  |',  ry'  positiv,  und  die  letzteren 
beiden  kleiner  als  der  erste  sein  müssen. 

Die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  von  (Si)  wird  mit  derjenigen,  welche  in  dem 
Ausdruck  (©  ")  vorkommt,  identisch,  wenn  man : 

f         w       y.1         u         f        rtv  —  I«; 

V  V  V 

setzt,  und  es  stimmen  dabei  die  obigen  Bedingungen  für  ^  und  -*  mit  denen  für 
w,  S',  t]  überein,  da  »;  reell  und  0  <  —  I  <  1  ist.  Es  resultirt  demnach  die  Gleichung: 

(U»)  Ser(|,»?,M,?;,w)  =  -e      '     — \  "  \^    ,     % ^^  (-i<5<o), 

\v  '  V  )     \        V        '  V ) 

in  welcher  nur  die  eine,  oben  mit  i?i  bezeichnete  ^-Function  vorkommt  und  deshalb, 
wie  üblich,  der  Index  1  bei  ü  weggelassen  ist.  Setzt  man  nun : 

1=  —  T,    i]  =  a ,    u  =  1]  V  =  va  -'(-  wt  , 
und  bestimmt  zwei  reelle  Grössen  a ,  t  so,  dass : 

u  =  va  -{-  WT 
wird,  so  geht  die  Gleichung  (U")  in  folgende  über: 


(U) 


e'  '  1     — - —      \      vj     \     V         vj 

(a -{■  m)v -\- {t -\- n)w         v  „/u     w\j.lu'    w\    ' 


in  welcher  die  Summation  auf  alle  ganzen  Zahlen  m,  n  von  —  cxd  bis  +  oo  zu  er- 
strecken ist.  Die  Gültigkeitsbedingungen,  an  welche  die  Herleitung  dieser  Gleichung 
geknüpft  ist,  sind  erstens  gemäss  den  oben  für  die  Formel  (^i)  angegebenen  Bedin- 
gungen, dass  die  mit  i  multiplicirten  Theile  von  -  ,  "    und  "    positiv  und  die 
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letzteren  beiden  kleiner  als  der  erste  sein  müssen,  zweitens  gemäss  der  Bedingung 
—  1  <  I  <  0,  dass  0  <  t'  <  1  sein  muss. 

Die  Bedingung,  dass  der  mit  i  multiplicirte  Theil  von  —  positiv  sei,  ist  ge- 
mäss der  oben  schon  über  —  gemachten  Voraussetzung  erfüllt.  Da  ferner : 

U  ,  W  U'  I     ,        I  w 

—  =  (T  +  T  — ,     —  =  a    +  T  — 

V  V  V  V 

imd  sowohl  a  als  a'  reell  ist,  so  sind  die  übrigen  Bedingungen  dann  und  nur  dann  er- 
füllt, wenn  die  reellen  Grössen  r,  x  den  Ungleichheiten: 

0<T<1,    0<t'<1 

genügen.  Aber  es  soll  jetzt  gezeigt  werden,  dass  diese  beiden  Bedingungen,  wenn  auch 
die  Herkitung  der  Gleichung  (U)  an  dieselbe  geknüpft  war,  doch  nicht  noth wendige 
sind,  und  dass  die  Gleichung  ihre  Gültigkeit  für  Werthe  von  t  und  r'  behält,  die  in 
irgend  einem  von  zwei  benachbarten  ganzen  Zahlen  eingeschlossenen  Intervalle 
liegen.  Hierfür  ist  offenbar  nur  erforderlich  nachzuweisen,  dass  die  Gleichung  (U) 
bestehen  bleibt,  wenn  t  -|-  1  an  Stelle  von  r  gesetzt  wdrd,  imd  auch,  weim  t'  -f  1  für 
t'  substituirt  wird. 

Wird  nun  zuvörderst  t  -f  1  an  die  Stelle  von  r  und  demgemäss  u  -\-  w  für  u 
gesetzt,  so  tritt  auf  der  hnken  Seite  der  Gleichung  (U)  der  Factor  e'^" "'  hinzu. 
Dies  erhellt  unmittelbar,  wenn  der  Summationsbuchstabe  n  durch  n—  1  ersetzt 
wird.  Auf  der  rechten  Seite  tritt,  wenn  von  der  Relation: 

»{S  +  W,W)  ^     i,;-i)l.ri&{S,tv) 

Gebrauch  gemacht  wird,  der  folgende  Factor  hinzu: 

e  "  . 

Dessen  Werth  stimmt  aber  mit  dem  von  e'^" "'  überein,  da  u  =  va  +  wt'  ist. 
Die  Gleichung  (U)  bleibt  also  bestehen,  wenn  t  -f  1  an  die  Stelle  von  r  gesetzt  wird. 

Wenn  man  nunmehr  t'  +  1  für  t'  substituirt,  so  wird  der  Werth  der  Reihe 
auf  der  Unken  Seite  der  Gleichung  (U)  offenbar  nicht  alterirt.  Auf  der  rechten  Seite 

tritt  bei  dem  Exponentialfactor  e    °     der  Factor  e  "     hinzu;  zugleich  tritt  aber 
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bei  dem   Quotienten  der  j?- Functionen,  wenn  wieder  von  der  eben  benutzten  Re- 
lation: 

&(^+W,w)   _      (,)-g)8ff,g(g,w) 

&(rj-\'W,w)  &(t],w) 

Gebrauch  gemacht  wird,  der  Factor  e     "     hinzu.  Die  Gleichung  (U)  bleibt  also 
auch  bestehen,  wenn  t'  +  1  für  t'  substituirt  wird,  und  sie  gilt  demnach 

für  beliebige  reelle  Grössen  a ,  o'  und  für  alle  reellen  Werthe  von  r  und 
r'  mit  alleinigem  Ausschluss  der  ganzzahligen. 

Die  Gleichung  (U)  ist  zwar  nur  unter  der  Voraussetzung  hergeleitet  worden, 
dass  für  die  Reihe  auf  der  hnken  Seite  der  Grenzwerth : 

,—,,  ,.  ,•  ^Tl  g(nn-mr02/t'  /m  =  n,+ i,  +  3,. .  .  +  A/,\ 

(®)  l'^JlZ2f(a+m)v  +  (T  +  n)w  ( ,  =  o,i.,i2....  Ja- ) 

genommen  werde,  aber  sie  behält  ihre  Gültigkeit,  wenn  man  unter  der  Reihe  auf  der 
linken  Seite  den  allgemeineren  Grenzwerth  versteht : 

•^  ein'a'-m'f)ini 

(©n)  lim  lim    /,  7— i — tt — 7—, — 1 — t^— . 

^    "'  A'=»jr=»,;f7^,(''  +  ™)''  +  ('^  +  ")"' 

{m'=„m+fin,m-«,±\,±i,...±M\  n'=  a'm +,^'>i,  n  =  0,  +  1,  +3 +  iV) 

WO  a,  ß ,  a  ,  ß'  irgend  welche  ganze  Zahlen  bedeuten,  für  die  aß'—  ßa  —  1  und  weder 
a T  —  a  a  noch  ax  —  a  o  eine  ganze  Zahl  ist. 

Um  dies  darzuthun,  braucht  nur  gezeigt  zu  werden,  dass  die  Gleichung  (U) 
gültig  bleibt,  sowohl  dann  wemi : 

m  =-  m  -\-  n,    n  =  n, 
als  auch  dann  wenn: 

m  =  —  n,        n  ==  m 

gesetzt  wird,  da  aus  diesen  zwei  Transformationen  der  Summationsbuchstaben  m,  n 
sich  jede  der  Transformationen: 

m  =  am  -\-  ßn,    n  =^  am  -\-  ß  n  («,■<■- a'fi  =  i) 

zusammensetzen  lässt*). 


*)  Vergl.  die  Ausführungen  in  meinem  im  Monatsbericht  vom  October  1866  abge- 
druckten Aufsatz:  „Über  bilineare  Formen"^). 

')  Bd.  I,  S.  159  dieser  Ausgabe  von  L.  Kroneckcr'ä  Werken.  H 
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Nun  kann  die  Verwandlung  von  minm  +  n  in  der  Reihe  auf  der  linken  Seite 
der  Gleichung  (U)  durch  eine  gleichzeitige  Verwandlung  von: 

CT  in  CT  —  T,    CTiuCT  —  T,   w  in  w  -\-  V 

ersetzt  werden,  und  hierbei  bleibt  u,u,  r  und  überhaupt  der  Ausdruck  auf  der 
rechten  Seite  der  Gleichung  (U)  ungeändert,  da  jede  der  ??- Functionen  im  Zähler 
und  Nenner  bei  der  Verwandlung  von  w  inw  +  v  gemäss  der  Relation : 

*(f,:-  +  l)  =  eT"#({.|) 

einen  und  denselben  Factor  bekommt. 

Ferner  kann  die  Verwandlung  von  m  in  —  n  und  von  n  in  m  auf  der  linken 
Seite  der  Gleichung  (U)  durch  den  Übergang  von: 

V,     W,  CT,      T,  CT  ,      T 

in  —  W,       V,      —  T,      ff,      —  T,      CT 

ersetzt  werden,  und  bei  diesem  Übergang  wird  der  Werth  des  Ausdrucks  auf  der 
rechten  Seite  der  Gleichung  (U)  nicht  alterirt,  denn  es  bleiben  hierbei  u  und  u  un- 
geändert, und  die  nachzuweisende  Gleichung: 


1     — - —       \      V        \      V  VI  1     \        w   / 

—  «        0         5^ i =    — fi.         "  : 


W        '     W    I 


\V      V  I     \V      V  1  \w       w  I     \w       w  I 

wird  verificirt,  wenn  man  die  ^-Functionen  auf  der  rechten  Seite  gemäss  den  Re- 
lationen : 

*(f.i,°)--<i/=?>''^'''f".:)- 

transformirt. 

Da  der  mit  (S^)  bezeichnete  Grenzwerth  in  den  vorhergehenden,  mit  (S) 
bezeichneten,  übergeht,  wenn 

aa  -\-  ßx ,    aa  -{■  ßx  ,    a  a  -\-  ß  x,    a  a  -\-  ß  x  ,  v,  w 

für  CT,  CT,  T,  T,  av  -\- aw,    ßv -\- ß  w 

h.  Kronecker'«  Werke  V  12 
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gesetzt  wird,  so  sind  die  Systeme  a,a,ß,ß'  auszuschliessen,  für  welche  «t  —  a'a 
oder  ar'  —  a'a'  eine  ganze  Zahl  wird. 

Durch  die  complexen  Werthe  von  u  und  ii  sind  die  reellen  Werthe  von 
a ,  r ,  a',  z',  für  welche : 

u  =  va  +  tvr,    u  =  va  -\-  wr' 

ist,  vollständig  bestimmt.  Der  obige  Grenzwerth  (S^)  ist  daher  durch  die  complexen 
Argumente : 

u  ,  u,  V,  w 

genau  definirt  und  soll  deshalb,  obgleich  er  keineswegs  im  gewöhnlichen  Sinne  eine 
„Function  der  complexen  Variabein"  u  ist,  mit: 

Ser  {u  ,u,v,  w) 

bezeichnet  werden.  Alsdann  besteht  den  vorstehenden  Entwickelungen  gemäss  die 
Hauptgleichung : 

(IL)  hGl(Ua,U,V,w)  — —e     "       — -. —-^ r^, 

und  es  sind  hierbei  ii^,  u,  v,  w  complexe  Grössen,  welche  nur  der  Bedingung  genügen 
müssen,  dass  der  mit  i  multiphcirte  Theil  von  —  positiv  ist.  Der  für  Ser(z<j,  u,v,w) 
za.  nehmende  Grenzwerth  ((2^)  ist  nur  insoweit  beschränkt,  dass  für  die  durch  die 
Gleichungen : 

M„  =  ÜCTo  +  M)T„,     W  =  »CT  +  M)T 

bestimmten  reellen  Grössen  a^,r^,a  ,t  ,  weder  a  t  —  a  a  noch  a  Tq  —  a  Gq  einen  ganz- 
zahligen Werth  erhalten  darf;  aber  auch  diese  Beschränkung  fällt  weg,  wenn  man 
den  Grenzwerth  (©„)  erst  für  benachbarte  Werthe  von  u  und  u^  bestimmt  und  dann 
zu  u  und  u^  übergeht.  So  kann  man,  um  die  im  vorigen  Paragraphen  mit  ($)  be- 
zeichnete Entwickelung  von  x  sin  am  {2o^K  +  2,r^K' i,K)  zu  erhalten,  in  der  For- 
mel (Ui): 

M  =  CT  +  ^K  i,    V  —  K,    w  =  K  i 

setzen  und  an  Stelle  der  Reihe  in  (^)  selbst  den  Grenzwerth  nehmen,  welchem  sich 
die  Reihe  Ser(Mo,  u,v,w)  für  ct  =  0  nähert,  damit  die  Summation  nicht  bloss  in  der 
dort  benutzten  Reihenfolge  ausgeführt  werden  kann. 
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Die  Gleichung  (Ui)  giebt  für  den  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite,  wenn  der- 
selbe nur  als  Function  des  complexen  Arguments  u  aufgefasst  wird,  die  Zerlegung  in 
Partialbrüche,  und  zugleich,  wenn  er  als  Function  der  durch  das  complexe  Argu- 
ment Wo  bestimmten  reellen  Variabein  a^ ,  Tq  aufgefasst  wird,  die  Fourier'scke  Reihen- 
entwickelung nach  sinus  und  cosinus  ganzer  Vielfacher  von  a^n  und  ToJi. 


Der  Ausdruck: 

1  ß—V-        \       V/       \       V  vi  /«„  =  "o  t,  +  r.  u\ 

\V  '    V /       \V  '    V } 

auf  welchen  die  Summation  der  Reihe : 

>y!e'"''''~'"^°""'  /m  =  0,  +l,+2,..    ±n\ 

"f^J/fl^W  +  ^l^  +  WW  U  =  0,±1.±2,...±A'; 

geführt  hat,  ist  eine  Function  der  sechs  Grössen : 

Og,        Tg,        CT,        T,        V,        w, 

welche  ihren  Werth  nicht  ändert,  wenn : 

«CT,  +  /5Tq,    a  Og  -}-  ß  Tq,    aa  -\-  ßr,    u  o  -\-  ß  t,    ß  v  —  aw,    —  ßv  -{-  aw 

für:  CTp,  Tj,  CT,  T,  V,  w 

substiturrt  wird,  vorausgesetzt,  dass  a,ß,a,ß'  ganze  Zahlen  sind,  welche  der  Be- 

•^^g^g=  aß'-a'ß=^l 

genügen.  Setzt  man  also: 

(SS)  CT   =  aCT  +  ^T,  T   =  «  CT  +  ^  T, 

V  =  ß  V  —  a  w,  w  =  —  ßv  -\-  aw, 
und  bezeichnet  alsdann  die  Systeme : 

(ct,,,  r^,  a,  r,v,w) ,  (a^,  r'^,  a,  r,  v,  w'\ 

als  einander  aequivalent,  so  stellt  jener  Ausdruck  (58)  eine  Invariante  der  Aequi- 

valenz:  \  i  '    '     '    '    '    '\ 

dar. 

12» 
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Man  kann  den  Ausdruck  {^)  auch  als  eine  Function  der  vier  complexen 
Grössen : 

Ug,  u,  V,  w 

auffassen,  da  die  reellen  Grössen  Og,  ro,a ,  r  durch  «o,  u,v,w  vollkommen  definirt 
sind.  Es  sind  nämlich  Tq,  t  als  diejenigen  reellen  Grössen  bestimmt,  für  welche  die 
aus  den  Gleichungen: 

a„  =  — ^— ,     CT  = 

hervorgehenden  Grössen  CTq  und  a  reell  werden.  Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  die 
Grössen  u^  und  u  selbst  Invarianten  jener  Aequivalenz  {a^,  Tq,  a,  t,  v,  w) 
~  (<^o.  1^1  >  <^'.  ■^'j  ^'.  ^')  sind. 

Die  Invarianteneigenschaft  der  durch  (55)  dargestellten  Function  von 
Wo ,  M ,  V ,  w  tritt  klar  hervor,  wenn  man  darin  die  &  -  Functionen  durch  jene  Function 
Alflia  ausdrückt,  welche  ich  im  §  1  des  art.  XIX  eingeführt  habe.*)  Es  ist  a.  a.  0. 
mit  A  (ct  ,  T ,  Oo ,  6o  j  Co)  der  Ausdruck : 

1 
\WW^)    ^  ^{a  +  rw,w) 

oder  der,  seinem  Werthe  nach,  damit  übereinstimmende  Ausdruck : 

e^^"""^^"'"^""'^)"/7(l  -.<'-^  — — ) 

(5=  +  l;)i  =  0,),«,...;  €  =  -1;  n  =  l,a.3,...) 

bezeichnet  worden,  und  die  reellen  Grössen  a^,  ho,  Cg  waren  dabei  durch  die  Glei- 
chungen : 

4a„c„—  bl  =  l 


—  bp  +  i 
2c„ 


bestimmt.  Die  Bezeichnung  AlpJia  hatte  ich  als  den  Anfangsbuchstaben  des  Wortes 
äzQOTiog  gewählt,  welches  wohl  als  der  griechische  Ausdruck  für  Invariante  gelten 
kann.  Da  aber  für  den  vorliegenden  Zweck  an  Stelle  der  Grössen  a,  r,  ao,bo,  Cq  die 
Grössen  u,v,w  eingeführt  werden  müssen,  welche  mit  jenen  durch  die  Gleichimgen: 

u  =  av  -\-  TW,     {bg  —  i)«  +  2cgW  =  0 

*)  Sitzungsbericht  vom  4.  April  1889i). 

')  Bd.  V,  S.  50  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker'a  Werken.  H 
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verbunden  sind,  so  soll  nunmehr : 

(23)  A  (o-,  T,  %,  bg,  c,)  =  Atr  (m,  v,  tu) 

gesetzt  werden.  Die  Function  Atr(?<,  v,  w)  kann  deranacli  durch  die  Gleichung  defi- 
nirt  werden : 

(SB»)  Atr(M,t),j<;)  =  2e^       "   '  °  sin —/ _/ f  1  -  e  "1, 

(j=  +  l,-l;     n=l,S,S,...  ininf) 

und  T  ist  hierbei  als  diejenige  reelle  Grösse  bestimmt,  für  welche  die  Grösse: 


reell  wird. 

Es  ist  klar,  dass  der  Werth  von  Atr{u,v,iv)  nur  von  den  Verhältnissen 
ii:  v:  w  abhängt,  aber  der  Grenzwerth : 


lim 


Atr(au  +  xw,v,w) 


a=o.r  =  o         av  +  rw 

welcher  mit  Atr'(0,  v,  w)  bezeichnet  werden  möge,  ist  nicht  bloss  von  dem  Ver- 
hältnisse v:  w  abhängig.  Bedeutet  A'(ff,  t,  Oo,  6o>  Co)  die  nach  a  genommene  Ab- 
leitung der  Function  A(ff,  t,  Oo,  6o,  Oo),  so  ist  gemäss  der  Gleichung  (53): 

A'(0, 0,  a^,  6,,  Co)  =  V  Atr'  (0,  v,  w), 

und  es  finden  zwischen  den  Functionen  ■&  und  Atr  folgende  Relationen  statt : 

27r(^(— ,   "ll   =  ve       '     Atr' (O.v.iü)  (Atr  (u,  V,  w)Y , 


27i(&'(0,  -^-)y  =  (u  Atr'(0,v,w))^ 


Bezeichnet  man  nun,  wie  oben,  zwei  Systeme  {u,  v,  iv),  (ii,  v ,  lo)  als  aequivalent, 
wenn  zwischen  denselben  die  Beziehungen  bestehen : 

U  =  U  ,  V  =^   aV     -\-  a  W  ,  W  =  ßv     -\-  ß  w'  la;i'-«',-(=l). 

so  sind  die  zwölften  Potenzen  der  Functionen  Atr(«,  v,  w)  und  Atr'(0,  v,  w)  In- 
varianten dieser  Aequivalenz : 

{u,  V,  lo)  r^  (w  ,  V  ,  IC  ) ; 
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denn  mit  Hülfe  der  für  die  &  -  Function  geltenden  Transf ormationsgleichiingen : 

i 


,V         V 


\  1 

\to         W    I  W        V      /  \V        V  I 

erschliesst  man  aus  den  Relationen  (2B'),  dass  für  ganze  Zahlen  a,a  ,  ß ,  ß' ,  welche 
die  Bedingung  aß'  —  a  ß  =1  erfüllen,  die  Gleichung  besteht: 

(335  )  Atr  {u,av  -\-  a  w,ßv  -\-  ß  w)  =  e  ^  Atr  {u,  v,w), 

in  welcher  h  einen  ganzzahUgen  Werth  hat,  und  es  findet  demgemäss  auch  für 
Atr'(0,  V,  w)  die  Transformationsrelation  statt: 

(SB'")  Atr'(0,a»  +  aw,ßv  +  ß'w)  =  e  "  Atr'(0,v,2ü). 

Der  Ausdruck  (58)  geht,  wenn  man  darin  gemäss  den  Gleichungen  (SB)  die 
Invarianten  Atr(t<,  v,w),  Atr'(0,  v,  w)  für  die  i?- Functionen  einsetzt,  in  folgenden 
über: 

/5viO\  (flT„-cr„T);rt  Atr' (0,  «,  WJ)  Atr(MQ  -\-u,v,w) 

h.tr{uQ,v,w)  A.ir(u,v,w)      ' 

und  dessen  Invarianteneigenschaft  für  die  Aequivalenz : 

{UQ,U,V,w)'^{Ug,U,aV   -{-   aW,ßv  -{-  ß  lo)  (aß'-a'[i  =  l) 

leuchtet  unmittelbar  ein,  da  erstens  der  mit  gf"'"-"»'^''"  multiplicirte  Ausdruck,  ver- 
möge der  Gleichungen  (Üß")  und  (SS'"),  beim  Übergange  von  v,w  in  av  +  au-, 
ßv  +  ß'w  ungeändert  bleibt,  und  da  zweitens,  weil  hierbei  zugleich  die  Grössen 

in  ß  a  — •  ßr,     —  «  ff  +  ar,     ß  a^  —  ßr^,     —  «  ff^  +  «Tq 

übergehen,  auch  der  Factor  g*'"'» -""''''"  seinen  Werth  nicht  ändert. 

Durch  den  Ausdruck  (3.?")  wird  es  also  in  Evidenz  gesetzt,  dass  derselbe  eine 
Function  der  sechs  Grössen : 

ffj,    Tj,    ff,    T,    V,    w, 

oder  der  vier  Grössen : 

Uq,   u,   V,   w. 
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darstellt,  welche  eine  Invariante  der  Aequivalenzen: 

(<T,,    Tp,    a,    T,    V,    lü)  '^  {a^,    T^ ,  CT  ,    T  ,    V  ,    w  )  , 
(Wj,  U,   V,   %ü)  r^  {Ug,   U,   V  ,    w) 

ist,  wenn  die  Beziehung  der  beiden  aeqiiivalenten  Grössensysteme  durch  die  Re- 
lationen : 

a   =  aa   +  ßr  ,     r    =  aa    -{-  ß  r  , 

V^)  V     =ßv    —  a'lV,       w' =  — ßv  -{-   aw  ,  (afi'-a'ii  =  l) 

Uq   =    OgV    —   TgW   =    OgV     +    TgW  , 
U     =  CT»     +  TM)     =  a  V     +  T  M' 

definirt  wird. 

Bezeichnet  man  zur  Abkürzung  die  durch  den  Ausdruck  (SS")  dargestellte 
Function  mit  Atr(Mo,  u,v,w),  so  bestehen  die  beiden  Gleichungen: 

.,     ,  ^  (<jr„-(j„T)Äi  Atr'(0,  t),  w)  Atr  (un  +  M,  «,i*) 

Atr  (w»,  u,  w.  w)  =  e^   °     °'     — tV,^-^^ — ^Vt-^       -.    -. 
ni\  \  u'    »         /  Xir{Ug,v,w)  ktT(u,v,w) 

Atr (m„ M, v, w)  =  Ktr{Ug,u,av  +  a  w,ßv  -f  ß'w)  (a/*'-aV  =  i), 

von  denen  die  erstere  die  Definition  der  Function  Atr(i<o,  u,v,  iv)  enthält,  und  die 
letztere  ihre  Invarianteneigenschaft  darlegt. 

§9. 

Bei  Anwendung  der  für  zwei  beliebige  ganze  Zahlen  s ,  t  bestehenden  Re- 
lation : 

^<u  +  sv  +  tu>     v^\  _  ^-(''-  +  -''«  +  "  +  /»)^^ 
\  V  'vi  \v  '    V / 

ergiebt  sich  aus  der  Definition  von  Atr(w,  v,w),  welche  in  der  ersten  von  den  Glei- 
chungen (333 ')  enthalten  ist,  die  Relation: 

Atr(M  -f  SU  +  tw,v,w)  =  (—  lf'^''^'^e''"~"'^'"AtT{u,v,w), 
aus  welcher  für  die  Function  Atr(Mo,  u,v,w)  die  Gleichung  folgt: 

(i)  Atr(Mo  +  SgV  +  tgW,u  +  SV  +  tw,v,w)  =  e'-'^"~'""^''" AtT{Ug,u,v,w) . 
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Nun  ist: 

"o  +  ^0^  +  'o^  =  («^0  +  Sq)  "  +  (^0  +  W  ^'  u  +  SV  +  tw  =  {a  -\-  s)v  -]r  {j  -\-  l)w; 
setzt  man  also : 

o'l  =  «öTo  +  /?T„  +  y„,     Tq  =  aa^  +  ß'r^  +  yl,, 

(5S  )  V    =  ß  V  —  «  •!</•,  10  =    —  ßv  -\-  aw , 

II         II  "    ,      II    II  ,         II    ,      I    II 

Wo  =0-0«    +  ^o'"    =  M  +  y^v    +  y„w;  , 

//  //  ir  II    II  II  t     II 

w=CTv-|-TW=M  +  yi'     ■\-  y  w  , 

Vfoa,a,ß,  ß' ,  y ,  y',  yo ,  y'„  ganze  Zahlen  bedeuten,  für  welche 

aß'  —  a'ß=\ 
ist,  so  kommt: 

Atr(Wg,M",ü",  w")  =  e'*''"""'' ""'*"' Atr(Mg,  M,  i!,w), 
oder,  was  dasselbe  ist: 

(X')  Ätr(M;, m", ü",  w")  =  eC"' >'-"''''""+'''' >'-'"''^^")''"'  At^K, m,  t),  w) . 

Setzt  man  zur  Abkürzung: 

so  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  (X)  die  folgende: 

Atrj  {ug,u",v" tv")  =  e^^'^'  '"''•°  '^"'  Atrj  («„,«,!',  w), 
oder,  was  dasselbe  ist: 

Nimmt  man  y  =  y'  =  0,  so  ist: 

Atr  (mo  ,  m",  w",  i/')  =  Atr  («p,  w,t',  ?ü), 

und  es  zeigt  sich  also,  dass  Atr  {Uo,u,v,w)  nicht  bloss,  wie  im  vorigen  Paragraphen 
dargethan  ist,  eine  Invariante  der  Aequivalenz : 

{Uq,u,v,io)  ~  {Uf^,u,av  +  aicßv  +  ß  w)  (u/-«',^=i), 

sondern  auch  eine  Invariante  der  weiteren  Aequivalenz: 

{Ug,  u,  V,  w)  ~  (Mj,  +  y^v  +  yaiü,  u,av  +  a  w,  ßv  -\-  ß  w) 
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ist,  in  welcher  a,a,ß,  ß',  y^ ,  y\  beliebige,  nur  der  Bedingung: 

aß'  ~aß=l 
unterworfene,  ganze  Zahlen  bedeuten. 

Nimmt  man  aber  yo  =  yo  =  0,  so  ist: 

Atrj  {U(,,u  ,v  ,ic  )  =  AtTj  {Ug,u,v,w), 

und  es  zeigt  sich  also,  dass  die  Function  Atrj {Uq,  u,  v,w)  eine  Invariante  der  Aequi- 
valenz : 

(Mq,  M,  V,  w)  ^^  {Ug,u  -\-  yv  +  y  w,  av  +  a  w,  ßv  +  ß'io) 

ist,  in  welcher  a,  a  ,  ß ,  ß',y  ,y  ganze  Zahlen  sind ,  welche  nur  die  Bedingung 
aß'  —  aß  =1  erfüllen  müssen. 

§10. 

Sind  (Tq  ,  Tq,  a",  r"  irgend  welche  reelle  Grössen  und  a,a',  ß,  ß'  irgend  welche 
der  Bedingung  aß'  —  aß  =  l  genügende  ganze  Zahlen,  so  lassen  sich  offenbar  die 
ganzen  Zahlen: 

so  bestimmen,  dass  die  durch  die  Gleichungen : 

<^o'  =  «(«^0  +  «o)  +  /'(•^o  +  U'      •^ö  =  «'(<^o  +  So)  +  ß'i'^0  +  ^o)' 
a"  =  a(a  +  s)  +  ß{r  +  t),        x"  =  ä  [a  +  s)  +  ß' {x  +  0 

definirten  Grössen  CTo  >  ^o  >  er  >  ^  nicht  negativ  und  kleiner  als  Eins  werden.  Nimmt  man 
alsdann  in  den  Gleichungen  (^')  des  vorigen  Paragraphen: 

yo  =  ««0  +  ßK>    y'o  =  «'«0  +  /^''o'    y  =  as  +  ßi,    y  =  «'s  +  /3't, 
so  geht  die  Gleichimg  (X')  in  folgende  über: 

(X")  Atr  (Mo, w", u", w')  =  ei"'"-'"»""'  ^t,.  (w^, ^^ ij, iü), 

mittels  deren  sich  die  mit  Ätr  bezeichnete  Function  irgend  welcher  Argumente 
Uo,u  ,v  ,w  auf  eine  solche  zurückführen  lässt,  bei  welcher  die  Argumente  v,  w 
durch  Transformationsgleichungen : 

V  =  av    -\-  aw  ,     w  =  ßv    -\-  ß  w  {ap'-a'[i=i), 

L.  Kronecker'8  Werke  V  13 
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mit  gegebenen  Coefficienten  a,  a,  ß ,  ß',  aus  den  Argumenten  v",  w"  hervorgehen, 
während  die  durch  die  Gleichimgen: 

■Mp  =  <^o^'  +  ■^o'^'     u  =  av  -{•  TW 

bestimmten  reellen  Grössen  a^,To,a,T  sämmtheh  innerhalb  des  Intervalls  (0,  1) 
oder  an  seiner  unteren  Grenze  liegen.  Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  die  Function 
Ätr(Mo)  u,v,w),  wie  aus  der  am  Schlüsse  des  §  8  gegebenen  Definition  (S)  hervor- 
geht, dann  und  nur  dann  keinen  endhchen  Werth  hat,  wenn  u^  oder  u  gleich  Null 
wird,  d.  h.  also,  wenn  die  beiden  Argumente  ao  und  Tq  oder  die  beiden  Argumente 
CT  und  T  gleichzeitig  Null  werden. 

Für  die  Function  Atr(Mo,  u,v,w),m  welcher: 

Mp  =   a^^V  +  Tptü,       U  =  av  +  XW  (0<r„<l,  0<r<i) 

ist,  gilt  gemäss  der  im  §  7  hergeleiteten  Gleichung  (£1)  die  Reihenentwickelung: 

•   ^^'■'""'  (,,„(„ 

(^)  Atr  («p ,  u,  V,  w)  = ^-  e     '     lim  lim  ^  e  e 


{T-\ 


hm  hm 

+  1;      »1  =  0, 1,2,...  J/;      7!  =  0,I,2,  ..  .Af\ 


1=      \,i,...M;      n=     l,2,...wy 


Ferner  geht  aus  der  bereits  im   §  6  angewendeten,   dort  mit  (£l)   bezeichneten 
Formel : 

die  für  jeden  positiven  Bruch  C  und  für  jede  beUebige  complexe  (nicht  reelle)  Grösse  z 
gültige  Gleichung  hervor : 


■^^     g-2,'(m  +  J)«i  •^7    '>S7„S»1 


in  welcher  e  das  Vorzeichen  des  mit  i  multiphcirten  Theils  der  complexen  Grösse  z 
bedeutet,  und  die  Summation  rechts  für  e  =  +  1  auf  die  Werthe : 

m  ==  0,  1,  2, M, 

für  e  =  —  1  aber  nur  auf  die  Werthe : 

m  =  1 ,  2  .  .  .  M 
zu  erstrecken  ist. 
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Nimmt  man  in  der  Gleicliimg  (3): 

4  =  To,    z  = —  =  a  +  (en  +  t)  — , 

so  kann  dieselbe  auf  die  in  (?))  vorkommende  Summation: 


lim 


2,e"'-"-  (:::;;::-;;;;;:3 


angewendet  werden,  weil  dort  die  Zahl  n  für  e  =  +  1  die  Wert  he: 

0,  1,2,.  ..N, 
für  e  =  —  1  aber  nur  die  Werthe : 

1,2,. ..iV 

annimmt  und  also  auf  Grund  der  Voraussetzungen,  dass  0  <  t  <  1  und  der  mit  i 
multipücirte  Theil  von  —  positiv  sei,  e  stets  das  Vorzeichen  des  mit  i  multiplicirten 
Theils  der  complexen  Grösse : 

a  -\-  {en  +  t)—    oder     e7iiv  +  u 

ist.  Benutzt  man  demnach  die  in  der  angegebenen  Weise  aus  (3)  resultirende,  sowohl 
für  £  =  +  1  als  auch  für  e  =  —  1  geltende  Gleichung : 


.(«  +  mr  +  .n.<0 


hm   />,  e  =  hm  ^,  r , 


/«=  +  I,  m  =  0,I,2,...J/\ 

V  =  -I,  '"=     1,S,.     J'/ 

W  (ni  =  0,  +  I,  +  3,...  + Jf) 


für  die  Ausführung  der  auf  m  bezügUchen  Summation  auf  der  rechten  Seite  der 
Gleichung  (?)),  so  kommt: 

Aii(Un,u,v,tc)  =  lim  lim    >,     -, ; , 

(m  =  0,  +  l,  +  9,...+M;  f  =  +  l;  n  =  0,l,2,... A';  «  =  -  1 ;  n=  1,S,....V) 

oder  also : 

,  ■^-j    g(i.a„-mr„)«».- 

(3  )  Atr  (Ua,  U.V.  w)  =  lim  lim     >,  — ; ; 

(7/,  =  0,  +  l,  +  8,...  + Jf;  ii  =  0,  +  l,  +  2,..  +A') 

Von  den  bei  der  Herleitung  dieser  Gleichung  gebrauchten  Bedingungen : 

0<To<l,      0<T<1 

kann  nunmehr  abgesehen  werden.  Denn  die  Gleichung  (3)  behält  ihre  Gültigkeit, 
wenn  man  darin  Tq  +  Iq  für  r^  und  r  +  t  für  r  substituirt,  vorausgesetzt  dass  Iq  und  t 

13* 
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irgend  welche  ganze  Zahlen  bedeuten.  Bei  dieser  Substitution  geht  nämhch  die 
Gleichung  (3)  in  folgende  über: 

Atr(w„  +  Lw,  u  -}-  tw ,  V ,  w)  =  lim  lim    >,  — ; r—, — r-pr—, 

"       "  '    '    '      iv=«3f=»';£:' <*  +  »»« +  (»  +  ')«; 

(«  =  0,+  l,  +  2,...  + Jf;  7!  =  0,  +  l,  +  2,...  +JV) 

welche  vermöge  der  Relation  (3£)  im  §  9  so  dargestellt  werden  kann: 

Sn     e((''  +  ')''o-mr„)2n.- 

Atr(M„,  u,  V,  w)  =  lim  lim    >, — | t—, — r-^r— , 

(m  =  0,  +  l,  +  2,...  +  af;  ?i  =  0,+  l,  ±i,...±N) 

und  es  ist  also  nur  zu  zeigen,  da,ss  der  Werth  der  Summe  auf  der  rechten  Seite  sich 
von  demjenigen  der  Summe  auf  der  rechten  Seite  von  (3)  nicht  unterscheidet.  Nun 
ist  die  Differenz  dieser  beiden  Summen  gleich : 

1-  ,-  '^"'^''^        g((f*  +  Ä)o„-mr.)2;r<  /.  =  + 1;  /,  =  1,2,.../       •, 

hm  lim  y,     7,  e — j n^f  i"i,^; —  U  =  -i:  a=o,i,,../-i' , 

iv=»  j/  =  »'^„,^j^      u  +  mv(eN  +  h)w  ^        '•"    "•'•■' 

und  wenn  man  hierin  die  Summation  in  Beziehung  auf  m  gemäss  der  Formel  (3°) 
ausführt,  indem  man  darin: 

setzt,  so  kommt: 


lim  /,  e 


(fA'+i)((r„t.  +  r„u.) 

e    ^__  /t  =  +  l; /i  =  l,2,.../        . 


Jedes  der  2  t  Glieder,  aus  denen  diese  Summe  besteht,  verschwindet  aber  für  N  =oo, 
da  für  £  =  +  1  der  Grenz  werth  gleich  demjenigen  von: 


für  e  =  —  1  gleich  demjenigen  von: 


wird,  und  da  sowohl  Tq  als  auch  1  —  Tq  positiv,  also  der  reelle  Theil  beider  Expo- 
nenten von  e  negativ  ist.  Die  Gültigkeit  der  Gleichung  (3)  ist  hiernach  nur  noch  an 
die  Bedingung  geknüpft,  dass  weder  r  noch  r^  einen  ganzzahligen  Werth  habe,  und 
dass  der  mit  i  multiplicirte  Theil  von  -  positiv  sei. 
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§11- 

Setzt  man,  wie  in  den  Substitutionsgieichungen  (SS')  des  §  8: 

<^0   =    ß«^0    +    ß^O'        •^1   =    «'O^O  +   ß'^0'  (afC-a',i=l 

V    =ßv  — aw,    w  = — ßv  +  aw. 

und  führt  die  hierdurch  bestimmten  Grössen  v,  w,  cr'o  >  ^^o  ^  der  Gleichung  (3  )  des 
vorigen  Paragraphen  ein,  so  kommt : 

TT"/  '         '\  1-         1-  ■^e'""""'"^«-'^'"  /m  =  0,+  l,+  2,...  +  .V\ 

Atr  m„,  u,  V  ,  w  )  =  hm  um     > — -; r-, >         (      n  X,  Z«     X  v 

Da  nun  gemäss  der  zweiten  von  den  Gleichungen  (X)  im  §  8: 

Atr  («0)  M,  u  ,  lü  )  =  Atr(wj,  u,  v,  w) 
ist,  so  resultirt,  wenn  noch: 

m  =  viß  —  nß,     n  =  —  ma  +  7ia 

gesetzt  wird,  die  Gleichung: 

LR  )  Att(u„,  u.V.  w)  =  lim  lim    /, — ; — ; — -, — —, 

,V=oc  Jf=  00  -^^^  +  "•*'  +  "'<' 

(m'  =  mp'-Hfi,  n'=-ma'+iia;  m  =  0,  +  1,  +  8,...  +  Jf;  n  =  0,+ 1,  + 2, ...  +  A') 

welche  die  Gleichung  (3)  als  speciellere  mit  umfasst. 

Die  Gleichvmg  {Q")  kann  auch  so  dargestellt  werden: 
(R   )  Atr  (a„ü  +  r.tü,  a»  +  tw,  v,  «;)  =  lim  lim    >  ^— ; — r — ^, — j — r— • 

[am  +  in  =0,±l,±S,...±  if,  a'm  +  ,'i'n  =  0,±l,±S,...±X) 

Hier  bedeuten  a,ß,a',ß'  irgend  welche  ganze  Zahlen,  für  die  aß'— aß  =1  ist, 
V,  w  irgend  welche  complexe  Grössen,  für  die  -  einen  negativen  reellen  Theil  hat, 
und  die  reellen  Grössen  Oo,  To,a ,  r  sind  einzig  imd  allein  der  Beschränkung  unter- 
worfen, dass  weder  r'^  noch  t',  d.  h.  also 

weder  a'a^  +  ß'r^     noch     a'a  +  ß'r 

einen  ganzzahUgen  Werth  haben  darf. 

Wenn  man  die  Function  von  Uo,u,  v,w  auf  der  Unken  Seite  der  Gleichung 
(3  ')  oder  (3  "),  niit  Hülfe  der  Gleichungen  (X)  und  (SB),  im  §  8  durch  )?- Functionen 
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ausdrückt,  so  gelangt  man  zu  jener  am  Schlüsse  des  §  7  aufgestellten  „Haupt- 
gleichung"  (Uj).  Das  in  derselben  enthaltene  Resultat  ist  also  hiermit  nochmals  be- 
gründet, und  zwar  insofern  auf  entgegengesetztem  Wege,  als  dort  im  §  7  von  der 
Reihe  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  {Q")  oder  (3")  ausgegangen  und  deren 
Summation  mittels  i?- Functionen  bewirkt  worden  ist,  während  hier  in  den  §§8—11 
der  aus  ^-Functionen  zusammengesetzte  Ausdruck  (33)  zum  Ausgangspunkt  ge- 
nommen und  nach  Darlegung  seiner  Invarianteneigenschaft  in  jene  zweifach  un- 
endliche Reihe  entwickelt  worden  ist,  welche  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (3'") 
bildet,  und  welche  in  der  citirten  Hauptgleichung  (Ui)  mit  Ser  («o  ,u,v,w)  bezeichnet 
ist.  Darauf,  dass  bei  dieser  letzteren  Methode  die  Darlegung  der  charakteristi- 
schen Eigenschaften  des  «?- Ausdrucks,  auf  welchen  die  Summation  der  Reihe 
Ser(Wo,  u,  v,w)  führt,  der  weiteren  Untersuchung  vorangeschickt  worden  ist,  be- 
ruht ihre  grössere  Durchsichtigkeit. 

§12. 

Die  Gleichung  (3")  im  vorigen   Paragraphen   ergiebt   für  die  Function 
Atri(Mo>  u,  v,w),  gemäss  deren  Definition  im  §  9,  die  Reihenentwickelung: 


(ff  +  m)  «  +  (t  +  n) 

{um  +  p-n  =  0,±l,±i....±}I;  a'm  +  ii'n  =  0,±l,±2,...±N) 


iS^")  Ätri(Mo,  M,  ü,  M))  =  lim  lim  ^'(^ 


Af  =  «3/  = 


und  aus  dieser  erhellt  unmittelbar,  dass  ihr  Werth  ungeändert  bleibt,  wenn  man  a 
oder  T  um  eine  ganze  Zahl  vermehrt  oder  vermindert. 

Aus    der    am    Schlüsse    des    §  8    gegebenen    Definition    der    Function 
Atv{uo,  u,  V,  w): 

rr  /  s  (atr,-a„T)7!i  Ati' (0,v,'w)Atr(uo-\-u,v,io) 

AtT(u„,u,v,io)  =  e  — T-r-T ,  .."/ r-^ 

^  "  '  Atr  («0 . " .  w)  Atr  (u ,  « ,  w) 

ergiebt  sich  ferner,  dass  der  Werth  der  Function: 

e'""'""'^"''""  Atr(Mj,  M,  ?;,  w)    oder    e*''°'~"'^°''"Atr  (<t,?;  -f  t^w,  av  -f  xw,v,'io) 

ungeändert  bleibt,  wenn  man  u  mit  u^,  oder  also  zu  gleicher  Zeit  a  mit  CTq  und  x  mit 
Tq  vertauscht.  Es  ist  demnach : 

e'"°'^""''°''"Ätr(crpV  -1-  x^vo,  av  +  xw,  v,  w)  =  e^" '""""'''" Atr (aü  +  xw,  a^v  -\-  x^w,  v,  w), 


ZUR  THEORIE  DER  ELLIPTISCHEN  FUNCTIONEN  103 

und  man  gelangt  daher  mittels  der  Gleichung  (3  )  zu  der  merkwürdigen  Reihen- 
relation : 

(a  )  e  lim  hm  ^-, — j — r — r—, — j — r—  =  e    -  hm  hm  y^-. — , — ^ — ^, — , — r— , 

^^    '  A-  =  »Jf  =  »-^(''  +  "0«  +  (T +  «)«-'  JV==o,1/==.'f^K  +  '")«  +  (T0 +  ")«-" 

(  am +  , i  71  =  0,+  l,+  a,.. .  +  .!/;  a'm  +  fl'n  =  0,±i,±2,.  ..±  N) 

immer  vorausgesetzt,  dass  a,ß,a',ß'  ganze  Zahlen  sind,  welche  der  Bedingung 
aß—aß  =1  genügen,  und  dass  weder  aa^  +  ^'tq  noch  a'a  +  ß'r  einen  ganzzah- 
ligen Werth  hat. 

XXI. 

Die  im  §  7  des  vorigen  Abschnitts  entwickelte  Hauptgleichung  (Ui),  ebenso 
wie  die  damit  übereinstimmende  Gleichung  (3")  im  §  11,  legt  dar,  dass  die  Reihe: 


^(a- 


I  (ff  +  m)  u  +  (t  +  n)  i« ' 

wenn  man  die  Summation  auf  alle  den  Ungleichheitsbedingungen : 

am  +  ßn   ^M ,      am  +  ß'n  \  ^  '^ 

genügenden  ganzen  Zahlen  erstreckt  und  alsdann  M.  und  iV  ins  Unendliche  wachsen 
lässt,  stets  einerlei  Werth  erhält,  wie  man  auch  die  ganzen  Zahlen  a,  ß  ,a  ,  ß' ,  der  Be- 
dingung aß  —  aß  =  1  gemäss,  wählen  mag.  Dieses  Resultat  zeigt  sich  an  den  be- 
zeichneten Stellen  als  eine  Folge  der  Invarianteneigenschaften  des  durch  «?-Fimc- 
tionen  ausgedrückten  Werthes  der  Reihe,  Eigenschaften,  die  nur  mit  Hülfe  der  linea- 
ren Transformation  der  ^-Functionen  erschlossen  werden  können.  Desshalb  ist  es 
aber  von  besonderem  Interesse,  das  erwähnte  Resultat  direct  aus  der  Natur  der  Reihe 
herzuleiten,  zumal  alsdann  umgekehrt  ein  Theil  der  Theorie  der  ünearen  Transfor- 
mation der  1?- Funktionen  daraus  hervorgeht.  Es  ist  nämüch  in  der  Reihe: 

4<£^u  +  mv  -\-  nw 

überhaupt  ein  neues  Fundament  für  die  Theorie  der  eUiptischen  und  ??- Functionen 
gewonnen,  auf  welchem  sich  wenigstens  gewisse  Theile  dieser  Theorie  in  höchst  ein- 
facher Weise  aufbauen.  Auch  der  Fortschritt  von  den  Kreisfunctionen  zu  den  Quo- 
tienten von  ??- Functionen  wird  dabei  durch  den  Übergang  von  der  einfachen  Reihe: 

"'yi'«»"""'' 

^^  u-\-mw 
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ZU  jener  Doppelreihe  deutlich  illustrirt;   denn  die  genaue  Analogie  der  beiden 
Formeln : 

m  =  + Jf 

hm     >.   '^ '- . =^ (-i<'<l), 

,,  _  „  .4^  u-\-m  smun  ^     ^  ^' 

Hm  lim  y.  ^~ l)'"e^("-^)°°~"'  +  ""^°)'" '  _  &'{Q,w)»{u^  +  u,  w) 


',-\-m-\-  lM+-^liü  "^  "      ■'<"■'     ' 


(m  =  0,+  l,+  2,...  +  Jfi  n  =  0,+  l,+  2,...+  Af) 

zeigt,  dass  man  den  schon  in  meiner  Notiz  vom  22.  December  1881  eingeführten 
??- Quotienten*),  welcher  auf  der  rechten  Seite  der  letzteren  Formel  steht,  als  die, 
dem  reciproken  Sinus  oder  der  Cosecante  entsprechende,  nächst  höhere  Function 
betrachten  kann. 

Ich  bemerke  noch,  dass  die  letztere  Formel  aus  der  Gleichung  (Ui)  im  §  7 
hervorgeht,  wenn  man  darin  für: 


1  ,1  ,    ] 

2,     "0  +  -2'«.     W  +  -2 


beziehungsweise:  t^  +  ^  ,    "0  +2'^'    u  -\-  -^w,     1 

setzt. 

§1. 

Den  Ausgangspunkt  der  folgenden   Entwickelungen   bildet  die  endUche 


Reihe : 


•^  (1,  J.  1 


■^  (jt  +  »i«'  +  nJü)*"'"^ 


(m,n=0,+  l,+  2,...  +  Ä). 


Hierbei  bedeutet  M  eine  positive  und  q  eine  nicht  negative  ganze  Zahl;  CTq  und  Tq 
sind  behebige  reelle  und  u,v,w  behebige  complexe  Grössen,  die  nur  insoweit  be- 
schränkt sind, 

dass  weder  CTo  noch  t«  eine  ganze  Zahl  sein  darf,  dass  ferner  das  Verhält- 
niss  V  :  w  nicht  reell,  und  dass  u  +  mv  +  nw  für  kein  Werthsystem  (m,  n) 
gleich  Null  sein  darf. 


*)  Monatsbericht  vom  December  1881,  S.  1168  (IV). 
*)  Bd.  IV,  S.  315  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecher'ü  Werken. 
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Der  eigentliche  Zweck  der  Untersuchung  besteht  darin,  das  Verhalten  der 
Reihe  zu  ermitteln,  wenn  die  Summation  über  alle  Zahlen  m,  n  von  —  oo  bis  +  oo, 
und  zwar  in  gewissen  verschiedenen  Reihenfolgen,  erstreckt  wird.  Es  würde  dem- 
gemäss,  da  die  Reihe  für  q  >  1  absolut  convergirt,  genügen,  g  =  0  und  q  =1  zu 
nehmen,  aber  die  Entwickelung  wird  durch  eine  solche  Beschränimng  nicht  verein- 
facht. 

Die  Reihe  kann  auch  in  folgender  Weise  dargestellt  werden: 

^'  e    '      "      '       "' /  f„  =  -l;  m=l,8,...  J/, 

Ist  nun : 

w  =  v{eq)  +  e  fi), 

wo  93  und  y>  reelle  positive  Grössen  xmd  e ,  e'  positive  oder  negative  Einheiten  be- 
deuten, und  bestimmt  man  die  Grössen  a,  &,  c  so,  dass  die  Gleichung: 

(«  -f-  egViv  +  e^nw)(2egy)  +  (2eej  —  e-^e'<pi)  =  {am  -{- hn  -\-  c)v 

für  unhestimmte  Werthe  von  m  und  n  erfüllt  wird,  so  sind  a  und  6  complexe  Grössen 
mit  positiven  reellen  Theilen.  Denn  der  reelle  Theil  von  a  ist  2v),  und  derjenige  von 
6  ist  9?  y.  Der  reelle  Theil  von  am  -{-hn  +  c  wird  demnach  positiv  sein,  wenn  der 
Zahlenwerth  von  m  und  n  eine  gewisse  Grösse  übersteigt.  Erfüllt  mo  oder  n^  diese 
Bedingung,  so  kann  bei  der  Summation : 

m\  >    — ^ /«=»■<,. m„+l,m„+3,...m„  +  A^I\ 

bei  welcher  h,  k  beliebige  positive  Zahlen  bedeuten,  der  Factor: 

1 


(u-(-  eQTOü-f-  ejntü) '"'■?' 

welcher  gleich: 

ist,  nach  Dirichlet's  Vorgang  durch  den  Ausdruck : 

u 

L  Kroneckor'«  Werke  V  14 
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ersetzt  werden,  da  der  reelle  Theil  von  am  +  bn  +  c  für  die  bei  der  Summation  in 
(91)  vorkommenden  Werthe  von  m  und  n  positiv  ist.  Bezeichnet  man  den  Factor  des 
Integrals  in  (91)  zur  Abkürzung  mit  Ä  und  setzt: 

so  resultirt  für  die  mit  (9t)  bezeichnete  Summe  der  Ausdruck: 

Der  absolute  Werth  des  Ausdrucks,  welcher  unter  dem  Integralzeichen  mit: 

multiphcirt  ist,  bleibt  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  stets  unter  einer  gewissen 
Grösse  G^.  Denn  erstens  ist  der  absolute  Werth  jedes  der  beiden  Factoren  im  Zähler: 

kleiner  als  2.  Zweitens  wird  wegen  der  Voraussetzungen,  dass  die  reellen  Theile  von 
a  und  b  positiv  sind,  dass  ferner  weder  a^  noch  Tq  eine  ganze  Zahl  und  also  weder  x 
noch  y  ein  gerades  Vielfaches  von  n  ist,  keiner  der  beiden  Factoren  im  Nenner : 

für  irgend  einen  Werth  von  z  gleich  Null,  und  es  ist  daher  eine  Grösse  -2  G^  so  zu  be- 
stimmen, dass  für  alle  nicht  negativen  Werthe  von  z  sowohl  der  reciproke  Werth 
von  1 1  —  e"'"'^""' I  als  auch  derjenige  von  1 1  —  e"'*'^*"*  |  kleiner  als  ^-G^  bleibt. 
Diese  Bestimmung  soll  nun  im  folgenden  Paragraphen  in  der  That  gegeben  werden. 

§2. 

Setzt  man  a  =  üo  +  aii,  so  ist  «o  positiv,  und  das  Quadrat  des  absoluten 
Werthes  von  1  —  e"'"'^'"''  ist  gleich: 

1 — 2e~"°' cos  (a;  +  OjZ)  +  e"^""'    oder    (e""""  —  cos{x  +  aiZ))  -}- sin^  {x -\- a^z) . 

Der  absolute  Werth  von  1  —  e~ '"'■*"  ^''  ist  daher  stets  grösser  als  jede  der  beiden 
Grössen : 

I  sin  (x -f  ^x^)  I'     ^ — e'"''. 
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Die  Grösse  x  kann  in  dem  Intervalle  {—  n,  +  n)  liegend  angenommen  werden,  und 
da  der  Wert  a;  =  0  durch  die  obige  Voraussetzung,  dass  r^  keinen  ganzzahligen  Werth 
haben  soll,  ausgeschlossen  ist,  so  hat  man  0  <  |a;l  ^n.  Setzt  man  also  zur  Ver- 
einfachung: 

|a;|  =  1,    iaj  =  a, 
so  ist: 

0  <  ^  ■^Ti,     I  sin  (a;  +  a-^z)  |  =  |  sin  (|  ^  0:2)  [, 

und  es  gilt  das  obere  oder  das  imtere  Zeichen,  je  nachdem  a^  und  x  gleiches  oder  ent- 
gegengesetztes Vorzeichen  haben. 

Wenn  nun  erstens  a  =  0  ist,  so  hat  man  für  den  absoluten  Werth  von 

1  —  e"'"'"^"'  die  Ungleichheit: 

|l  -e-""'  +  "'>|^sin|, 
und  falls  I  —  ;r  ist: 

|l  -e-''''+'"|=  1  +e-'"^\. 

Wenn  zweitens  0  <  f  ^  2  tt  ist,  so  nimmt  |sin(f  +  az)\   von  z  =0  bis 

2  =  — ~ —  zu,  und  I  sin(f  —  az)l  nimmt  von  z  =  0  bis  2  =   ''  ab. 


Wenn  drittens  ^n  ^  f  -^n  ist,  so  nimmt  |sin(|  +  az)\  von  2=0  bis 
"  ab,  imd  |  sin  (|  —  a  2)  |  nimmt  von  2  =  0  bis  2  =  ~^-^  zu. 

Der  absolute  Werth  von  1  —  e~ '"'  +  "'''  ist  daher 


nicht  kleiner  als  sini,  wenn  0<|<  ^7i,Q  <  a^XyZ  <  -g —  ist, 

1  \  ä 

nicht  kleiner  als  sin  ^^1,  wenn  0  <  |  ^  ^  7^,  0  >  Oj  x,  2  <  -^~  ist, 

nicht  kleiner  als  sin  ,^{n  +  I),     wenn  ,^  n  ^1  <  n,0  <  aiX,z  <  ^^s— ^  ist, 
nicht  kleiner  als  sin  | ,  wenn  -^n  <|  ^7i,0  >  aiX,z  <  ~^^  ist. 

Da  nun  überdies  der  absolute  Werth  von  1  —  e"^'''  +  ^'>  nicht  kleiner  als  der 

Werth  des  Ausdrucks: 

1  —  e'"" 

14* 
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ist,  und  da  dieser  Werth  mit  wachsendem  z  zunimmt,  so  findet  die  Ungleichheit 
statt : 

|l_e-'-+-'|>^, 

wenn  man  n  gleich  der  kleineren  von  den  beiden  Grössen  nimmt: 

sinf,        1— e  "  mi  Falle  0  <  |  <  ^  ^.  ^<a^x, 

sin  2^1,      1— e    ^"  im  Falle  ^  <^-^-^n,  0  >  a^a;, 

—  in—  ^  — - 

cos^l,     1— e  *"    im  Falle  "2^  ^  ^  <  ^»  0  <  o^a;, 

sini,        1— e  "  im  Falle  "2  ^  <  I  <  TT,  0  >  «jX. 

Für  den  hierin  nicht  enthaltenen  Fall  |  =  tt  wird  das  Quadrat  des  absoluten  Werthes 
von  1  —  e"*'"'^'"  durch  den  Ausdruck  gegeben: 

1  +  2e~"°*cosa2  +  e~  ""', 

dessen  Werth  von  z  =  0  bis  z  =  ^^^r  abnimmt  und  überdies  stets  grösser  ist  als  das 

Quadrat  von : 

1  —  e~''°\ 

Es  findet  daher  für  den  Fall  |  x|  =  ot  die  Ungleichheit  statt: 

|l_e-(''^+-'l>;,, 
wenn: 

fi  =  1  —  e 

genommen  wird.  Endhch  ist,  wie  schon  oben  gezeigt  worden,  für  Oi  =  0: 

wenn: 

/x  =  sin  I    oder    ^u  =  1 

genommen  wird,  je  nachdem  I  <  ot  oder  $  =7i  ist. 

Wird  nun  in  derselben  Weise  eiae  Grösse  v  bestimmt,  welche  für  jeden  nicht 
negativen  Werth  von  z  der  Ungleichheitsbedingung : 
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genügt,  SO  braucht  man  nur  die  Grösse  G,  deren  Bestimmung  den  Zielpunkt  der 
vorstellenden  Entwickelung  bildet,  so  zu  wählen,  dass  sowohl  ~^Gix  als  auch  -^Gv 
grösser  als  Eins  wird.  Denn  es  ist  dann : 

|l_e-<— '|>|,     |i_e-(— ■>|>|., 

und  es  findet  also  in  der  That,  wie  schon  am  Schlüsse  des  §  1  behauptet  worden  ist, 
die  Ungleichheit  statt : 

y-^i  I    (i_e-(<"  +  -))  (l-e-C^+s"-')    1^ 

Hiernach  liegt  sowohl  der  reelle  als  auch  der  mit  i  multiplicirte  Theil  des  Integral- 
werthes : 


(33«)  f 


'(l_e-*(o.  +  x«j)  (i_g-M»»  +  yO)    _ 


(om<,+6no  +  c): 


zUi 


u 

innerhalb  des  durch  die  beiden  Werthe : 

^^,2/;-(..,„„  +  ..„.  +  c„).-^,^^    oder    ±- ^^'-i'Vi 

0 

eingeschlossenen  Intervalls,  wo  Oo,  6o.  Co  die  reellen  Theile  von  a,b,c  bezeichnen. 
Dabei  ist  daran  zu  erinnern,  dass  der  Voraussetzung  nach  «o  u^nd  6o  positiv  ist,  und 
dass  die  Werthe  von  mp  imd  «o  so  gewählt  worden  sind,  dass  aotno  +  6o»*o  +  Co 
positiv  wird. 

§3. 

Im  §  1  ist  gezeigt  worden,  dass  der  Werth  der  mit  (21)  bezeichneten  Summe 
durch  den  Ausdruck  (Sl") ,  d.  h.  also  durch  das  aus  der  Multiphcatiou  von  A  e'  '"''•'  ^  """* ' 
mit  dem  Integral  (33")  entstehende  Product  dargestellt  werden  kann.  Da  nun  der 
reelle  und  der  imaginäre  Theil  des  Werthes  dieses  Integrals,  wie  sich  im  §  2  ergeben 
hat,  absolut  kleiner  als : 

G'-rg  +  e) 

Kwo  +  öo^o  +  co)^"^'' 

und  1  +  Q  positiv  ist,  so  wird  der  Grenzwerth  der  mit  (2t)  bezeichneten  Summe  gleich 
Null,  sobald  nur  nio  oder  rio  ins  Unendliche  wächst,  d.  h.  es  finden  die  Gleichvmgen 

statt : 
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Inn   2' 


^  (u  +  £Qmv  +  einte) 


l  +  u 


=  0 


^~'  ■^— I         „((,nrio-t„mr„)»«<  \  n  =  ii„,  n»  +  1, .. .  »„  +  t-l/  » 

lim   2.' ur  =  0 

in  welchen  «o  =  ±  1  >  ^i  =  ±  1  >  1  +  e  >  0  ist  und  aber  weder  a^  noch  To  einen 
ganzzahligen  Werth  haben  darf. 

Diese  Gleichungen  gelten  nicht  nur  für  ganzzahlige  sondern  auch  für  be- 
liebige positive  Werthe  von  1  +  e ;  doch  sind  dabei  die  Werthe  der  mehrdeutigen 
(1  +  e)ten  Potenz  in  der  besonderen  Weise  bestimmt,  in  welcher  sie  bei  der  Dar- 
stellung durch  den  Integralausdruck  (9(')  im  §  1  fixirt  werden. 

Aus  den  Gleichungen  (®)  folgt  unmittelbar,  dass  der  Werth  der  Summe: 


^~'  (m  +  ''nv  -\-  nw)^  "*"  " 

sowohl  dann,  wenn  die  Summation  auf: 

m  =  0,  ±  1,  ±  2,  .  .  .  ±  M;     n  =  ±  (M  +  1),  ±  (M  +  2),  .  .  .  ±  (M  +  r) 

erstreckt  wird,  sich  mit  wachsendem  M  der  Null  nähert,  als  auch  dann,  wenn  über 
die  Werthe: 

m  =  ±  (M  +  1),  ±  (M  +  2) ±  (M  +  r) ;     n  =  0,  ±  1,  ±  2,  .  .  .  ±  M 

summirt  wird,  und  endlich  auch,  wenn  die  Summation  auf : 

m,n  =  ±  (M  -f  1),  ±  (M  -f  2),  .  .  .  ±  (M  +  r) 

ausgedehnt  wird.  Es  ist  aber  offenbar  das  Aggregat  dieser  drei  Summen,  wodurch 
sich  die  über  die  Werthe : 

m,n  =  0,  ±  1,  ±  2,  .  .  .  i:  (M  +  r)  (r>0) 

erstreckte  Summe  von  derjenigen  unterscheidet,  welche  man  erhält,  wenn  nur  über 
die  Werthe: 

m,n  =  0,  ±  1,  ±  2,  .  .  .  ±  M 

summirt  wird,  und  hiermit  ist  nachgewiesen,  dass  die  Summe : 

m^JrM  n  =  -\-lS  ,  ,„, 

yr        yi         e(n«„-mr,)8;.. 


ZUR  THEORIE  DER  ELLIPTISCHEN  FUNCTIONEN  111 

wenn  sie  als  Function  von  M  mit  F{M)  bezeichnet  wird,  die  durch  die  Gleichung: 

lim  (F  (M  +  r)  —F  (M))  =  0  (r>o) 

charakterisirte  Eigenschaft  hat,  welche  —  nach  der  üblichen  Ausdrucksweise  —  die 
Existenz  eines  Grenzwerthes : 

^mF{M) 

begründet.  Durch  diesen  Grenzwert  soll  nunmehr  8eT(,{Uo,  u,v,w)  definirt  werden, 
d.  h.  also  durch  die  Gleichung: 

(2))  Ser{a„v  +  T„w,u,v,w)=hm      >        >    -— ■ — -, 

und  es  soll  nur,  wie  oben,  für  den  Fall  o  =  0  der  Index  0  bei  Ser(Mo,  u,v,w)  weg- 
gelassen werden. 

§4- 

Aus  der  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  aufgestellten  Definitions- 
gleichung (2))  folgt  unmittelbar  die  erste  Eigenschaft  der  Reihe  Ser„  {uq  ,u,v,w): 

(g  )  Ser^(Mg,M,i',w)  =  Ser  (Mj,«,  — iv,v). 

derm  der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  jener  Gleichung  (S)),  und  auch  Uq,  bleibt 
ungeändert,  wenn  gleichzeitig : 

m,    n,  ctq'     '^0'  V,    w 

in  — n,    m,     —  Tp,     a^,     — lu,    v 

verwandelt  wird. 

Die  zweite  Eigenschaft 

(©z)  Ser  (w  ,  u,  V,  w)  =  Ser  (m  ,  u,  v,  w  +  gv) , 

wo  g  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  wird  ebenfalls  ersichtUch,  wenn  man  die  Reihe 

Serj {uo,u,v,w  +  gv),in  welcher  Uo  den  Werth: 

K  —  9-^oH  +  To(w  +  gv) 
hat,  und  welche  also  gemäss  der  Definition  (®)  durch: 


2  2 


g("(".-prj_mr.)2..- 


lim   ^        ^  , 
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darzustellen  ist,  auf  folgende  Form  bringt: 

J)ia„-mr„)Sni 


n  =  +  i{  m  =  +it+gt 


t'2   2 


Denn  der  formale  Unterscliied,  welcher  zwischen  dieser  Reihe  und  der  Reihe 
8eTo{Uo,u,v,  w),  wie  sie  in  der  Gleichung  (S))  definirt  ist,  in  Beziehung  auf  die 
Summationsgrenzen  besteht,  begründet  keinen  Werthunterschied  der  beiden  Reihen. 

Um  dies  darzuthun,  bemerke  ich  zuvörderst,  dass  die  Differenz  der  beiden 
Reihen  durch  das  Aggregat  von  vier  Reihen  dargestellt  werden  kann : 


in  welchen  die  Summation  für  £o  =  +  l,£i  =  +  l  auf: 

m  =  M  +  1,  M  +  2,  ..  .M  +  gn;n  =  0,1,2,  ..  .M 
zu  erstrecken  ist,  für  Cq  =  +  1 ,  £i  =  —  1  auf: 

m  =  M  +  1,  M  +  2,  .  .  .  M  +  gn;  n  =  1,  2,  .  .  .  M, 
im  £(,  =  —  l ,  El  =  +  l  auf: 

m  =  M  —  gn  +  1,M  —  gn  +  2,  ..  .M;  n  =  0,1,2,  ..  .  M, 
und  für  £o  =  —  1  >  ^i  =  —  1  auf: 

m  =  M  —  gn  +  1,  M  —  gn  +  2 M;  n  =  1,  2,  .  .  .  M, 

und  deren  Grenz werth  dann  für  M  =  oo  zu  nehmen  ist.  Indem  man  nun  jede  der 
vier  Reihen,  wie  oben,  durch  den  Integralausdruck : 

Q        n,  m 

ersetzt,  überzeugt  man  sich  leicht  davon,  dass  ihr  Werth  sich  mit  wachsendem  M 
der  Null  nähert. 

Bei  Ausführung  der  Summation  in  Beziehung  auf  m  geht  nämlich  der  Aus- 
druck unter  dem  Integralzeichen  in  folgenden  über : 

-(if  +  l)Caj+li) 


i 
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in  welchem  die  Summation,  je  nach  den  beiden  oben  durch  Cj  =  +  1  und  Ej  =  —  1 
unterschiedenen  Fällen,  auf  ti=0,l,2,...M  oder  n  =  1,2,  .  .  .  M  zu.  erstrecken 
ist.  Es  kommt  also : 

g-(J/+l)(a2  +  j:i)-y(2)_g-(Jf+l  ((1  +  ..»)  (ai +  =ri)  +  J. +  y  i) 

^0  (i_e-(a.  +  x.))  (i_e-0.»('"+»-)+»'  +  vO)         ' 

WO  95(2),  je  nach  den  beiden  Summationsbestimmungen  für  n,  gleich  Null  oder 
gleich : 

e^g{az  +  xi)  -{-hz  +  yi 
zu  nehmen  ist. 

Da  Cogx  +  y  =  2£,  {gxo  —  aa)n  ist,  so  bleibt  gemäss  den  im  §  2  enthaltenen 
Darlegungen  der  absolute  Werth  des  Nenners  stets  über  einer  angebbaren  Grösse  /<, 
wenn,  wie  es  durch  die  Definition  der  Reihe  Ser^,  (wq,  u,v,w  +  gv)  auf  der  rechten 
Seite  der  Gleichung  (62)  erfordert  wird,  die  Differenz  a^  —  gxo  keinen  ganzzahUgen 
Werth  hat. 

Der  Zähler  hat  die  Form : 

wobei  Oo  und  h^ ,  wie  oben,  die  positiven  reellen  Theile  von  a  und  b  bedeuten,  während 
0  (z)  und  *P  (2)  Functionen  von  2  sind,  deren  absolute  Werthe  unter  einer  angebbaren 
Grösse  G^/i  bleiben. 

Hiernach  kann  das  Intervall,  in  welchem  sowohl  der  reelle  als  auch  der  mit  i 
multipUcirte  Theil  des  obigen  Integralausdrucks  (9t)  Hegt,  durch  den  positiven  und 
negativen  Werth  von: 

AG»r(i  +  e)  /   1      ,      1  \ 

begrenzt  werden;  der  Werth  jeder  von  den  vier  durch  den  Integralausdruck  (91)  dar- 
gestellten Reihen  nähert  sich  also  in  der  That  mit  wachsendem  M  der  Null. 

§5. 

Die  im  §  1  angegebene  Darstellung  der  mit  (9t)  bezeichneten  Summe  durch 
den  Integralausdruck  (9^)  kann  benutzt  werden,  um  nachzuweisen,  dass  die  Reihe 
Ser^,  {ua,u,  v,w),  unter  den  bei  deren  Definition  über  Uo,u,v,w  gemachten  Voraus- 
setzungen, eine  stetige  Function  der  beiden  reellen  Variabein  Oq  ,  Tq  ist. 

L.  Kronooker"«  Werke  V  15 
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Die  Reihe   ^eT.,{uo,u,v,  w)   lässt  sich  nämlich,  gemäss  der  Definitions- 
gleichung (®)  im  §  3,  als  Aggregat  von  vier  Reihen: 

darstellen,  welche  den  Werthsystemen : 

s„=  +1,  ej^=  +1;  eo=  +1,  e^=  —1;  £g=  —1,  E^=  +1;  E„=  —1,  ej^=  —1 

entsprechen,  und  in  denen  je  nach  diesen  verschiedenen  Fällen : 

/  =  o,  3  =  o;     f=o,g  =  l;     /  =  1,  3  =  o;     /  =  1,  3  =  1 

zu  nehmen  ist.  Setzt  man  nun,  wie  im  §  1,  w  =v{Ecp  +  Efi)  und  bestimmt,  wie 
dort,  für  jede  dieser  vier  Reihen  die  Grössen  a,  6,  c  so,  dass  die  Gleichung: 

(w  +  Ef^mv  +  Ej^nw)  (2£jy)  +  (2£eo  —  ^1)  ^  9^^)  =  i^'"^  +  ^"  +  c)v 

für  unbestimmte  Werthe  von  m  imd  n  erfüllt  wird,  so  sind  a  und  b  complexe  Grössen 
mit  positiven  reellen  Theilen,  imd  es  giebt  unter  den  Werthsystemen  {m,  n): 

m  =/,/ +  1,  .  .  .  M;     n  =  g,g  +  1,  .  .  .  M, 

über  welche  sich  die  Summation  zu  erstrecken  hat,  nur  eine  endliche  Anzahl,  bei 
denen  der  reelle  Theil  der  complexen  Grösse  am  +  bn  +  c  nicht  positiv  ist.  Schliesst 
man  diese  aus,  deren  Aggregat  offenbar  eine  stetige  Function  von  a^  und  Tq  ist,  so 
lässt  sich  der  übrige  Theil  jeder  von  den  vier  Reihen  als  ein  Aggregat  von  Reihen 
darstellen : 

lim     y — /m  =  »„,™,  +  l..    .>«.+A-l\ 

bei  welchen  entweder  einer  der  beiden  Endwerthe  mo  +  h— l,no  +  k— 1,  oder 
jeder  von  beiden,  gleich  M  zu  setzen  ist,  und  welche  die  bei  der  Summe  (91)  im  §  1 
vorausgesetzte  Eigenschaft  haben,  dass  der  reelle  Theil  der  aus  u  +  Somv  +  E^nw 
zu  bestimmenden  complexen  Grösse  am  +  bn  +  c  für  alle  bei  der  Summation  vor- 
kommenden Zahlensysteme  (m,  n)  einen  positiven  Werth  bekommt.  Jede  der  Reihen 
wird  hiernach,  wenn  wie  dort : 

X  =  2E^r^7i,     y  =  —  Se^ffjTc 

gesetzt  wird,  durch  den  Grenzwerth  dargestellt,  welchen  der  Ausdruck : 

J      (i_e-('"  +  -))(i_e-("+»')) 
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für  wachsende  M  annimmt.  Nun  fällt  in  diesem  Ausdruck,  wenn  sein  Grenzwerth 
für  M  —nio  +  h—  l  =00  genommen  wird,  gemäss  den  in  den  §§  1  und  2  enthalte- 
nen Darlegungen,  derjenige  Theil  unter  dem  Integralzeichen  fort,  welcher  mit 
^-Ä(a.-  +  Ti)  fQuitipiicij.t  igt^  ebenso  bei  dem  Grenzwerth  für  M  =mo  +  Ä;— 1  =00 
derjenige,  welcher  e~ *'"'  +  '"'  als  Factor  enthält.  Es  bleibt  also  nur  ein  Ausdruck: 

in  welchem  f{x,y,z)  einen  der  Werthe: 

1,  l_e-*'"  =+^'',     i_e-*("  +  i") 

hat,  und  wo  h  und  k  ganze,  unter  einer  gewissen  Grenze  liegende  Zahlen  sind.  Dieser 
Ausdruck  stellt  aber  in  der  That  eine  stetige  Function  von  x  und  y  dar.  Denn  wenn 
die  Differenz: 

gleich  ^(p{x,  ^,  y,z)  gesetzt  \\'ird,  so  ist  9?(x,  I,  ?/,  2)  eine  Function,  welche  für  alle 
nicht  negativen  Werthe  von  z,  falls  nur  weder  x  noch  x  +  f  ein  gerades  Vielfaches 
von  71  ist,  imter  einer  nach  §  2  zu  bestimmenden  Grösse  Hegt.  Die  Differenz  zweier 
den  Werthen  x  +  f  und  x  entsprechenden  Ausdrücke  (51 ,)  nähert  sich  also  mit  ab- 
nehmendem I  der  Null,  sobald  x,  wie  vorausgesetzt  worden,  kein  Vielfaches  von 
2  n  ist,  und  es  zeigt  sich  ganz  ebenso,  dass  der  Ausdruck  (5(i)  eine  stetige  Function 
von  y  darstellt. 

§6. 

Da  sich  jede  ganzzahhge  Transformation  von 


{afi--a-ß  =  l) 


■0 

w 

in 

ß'v  —  aw , 

—  ßv  -\-  aw 

aus  Transformationen : 

(         '0,  w\ 
\ —  w,v  j 

/v ,  w          \ 
\v,w  +  gvj 

zusammensetzen  lässt,  so  folgt  aus  den  Gleichungen  (@i)  und  (63)  des  §  4: 
(®i)  Ser  (Wj,  M,  u,  M))  =  Ser  (m,,  m, — w,v), 

(©ü)  Ser^K'  "'  '^»  ^)  =  Ser^K'  ".  ^.  ^  +  3") 
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die  aDgemeinere  Eelation: 

(»  )  ^'^^o''''o'  "•  *"'  "")  ~  ^^"^  ("o'  *''  ^^  —  '^'^'^^  — ß^  ~  ctc). 

welche  auch  in  folgender  Weise  dargestellt  werden  kann: 

(^  )  Ser^(CT,r  -f  t,m7,  «,  r,  tc)  =  Ser  {a'^v  -f-  t^w',  m,  v,  vi), 

und  welche  die  beiden  Eelationen  (@i) ,  (Sj)  als  specieUere  enthält. 

Die  hier  angegebene  Ableitung  der  Eelation  (6)  erfordert  freilich,  dass  bei 
keiner  von  den  Zwischentransformationen  die  Yariabeln  r  und  ic  Werthe  erhalten, 
für  welche  auch  nur  eine  der  Grössen  ctq  .  t,  gleich  einer  ganzen  Zahl  würde ;  aber 
die  Gültigkeit  des  Endresultats  ist  doch  nur  an  die  Bedingung  geknüpft,  dass  weder 
eine  der  Grössen  a^ ,  t,  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  (5  )  noch  eine  der  Grössen 
<Tj,  T,  auf  der  rechten  Seite,  d.  h.  also  ac^  —  ß-r^,  ^  cr^  -i-  ßr^,  einen  ganzzahligen 
Werth  habe.  Denn  wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  kann  man  offenbar  an  Stelle 
von  ffo ,  To  benachbarte  Grössen : 

ffo  — ^.     T,—  d 

so  wählen,  dass  auch  bei  allen  Zwischentransformationen,  durch  welche  man  von 
(ff,,  To)  zu  (cff,  -r  ßr^,  a'a^  -f  ^To)  gelangt  ist,  und  also  auch 

von    c,  —  (5.  T,  —  d    zu  (c ;<T,  —  d   —  ß  T^—  6  ,  c  (ff,  —  ö^  -|-  ^(t,  —  d\) 

gelangt,  niemals  ganzzahlige  Berthe  vorkommen,  und  man  erhält  alsdann  die 
Gleichung: 

((F  )  lim  Ser^(  ff,  —  d)  r  -j-  fr,  +  d)tc,  u,  t,  w)  =  lim  Sero((ffo  -r  ^l)p'-r  (t^  -r  K)v',u,  v',w'). 

Da  nun  im  vorigen  Paragraphen  nachgewiesen  worden  ist,  dass  SeTj  (ff,  i"  —  t,  w,  u,  r,  vc) 
als  Fvmction  der  reellen  Variabein  ff,  imd  t,  stetig  ist,  so  ist  aus  der  Gleichung 
(6  ')  das  Bestehen  der  obigen  Gleichungen  (6  )  imd  (6 )  zu  erscMiessen,  und  diese 
sind  also  in  der  That  nur  an  diejenigen  Bedingungen  geknüpft,  deren  Erfüllung 
schon  bei  der  Definition  der  in  den  Gleichungen  vorkommenden  beiden  Functionen 
Serj(yo,  u,v,  \c),  S€rj(Mo,  u,  r',  tc)  vorausgesetzt  worden  ist. 
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Das  Product: 

e~  '"'"  Serjug,  u  +  r,  v,  ic) 

kann,  gemäss  der  Definitionsgleichung  (2))  im  §  3,  durch  den  Grenzwerth: 

lim   >' 7-— 

.V  =  «^^  (m  +  7»  c  4-  n  rc)      ^ 

dargestellt  werden,  wenn  die  Sunimation  in  Beziehung  auf  m  von  —  M  +  l  bis 
M  +  l  und  in  Beziehung  auf  n  von  —  ilf  bis  M  erstreckt  wird.  Der  Unterschied 
zwischen  diesem  Grenzwerth  und  jenem,  der  durch  Ser, (;/o,  ?/,  r.  ?<;)  bezeichnet 
worden  ist,  wird  also  durch  die  Differenz  der  beiden  Grenzwerthe : 

n  =  +  ll  (»o,-(Jf+l)i.)2jit  B  =  +  Jlf        Jna,  +  llT^)iiii 

lim  -^   ~ -— ,      lim   V  — ^ i— . 

gegeben,  welche  gemäss  der  ersten  von  den  beiden  Gleichungen  (S)  im  §  3  gleich 
Null  sind.  Es  findet  demnach  die  Relation  statt: 

Ser  (ttg,  u,  V,  w)  =  e~  '°'"  Ser  (u,,  m  +  r,  r,  w), 

aus  welcher  durch  Anwendung  der  Gleichimg  (Si)  die  fernere  Relation  folgt: 

Ser  (Mj,  u,  r,  ic)  =  c*"""'  Ser  (m^,  u  +  w,  v,  w), 

und  aus  diesen  beiden  geht  die  allgemeinere,  für  beliebige  ganze  Zahlen  s,  t  gültige 
Relation  hervor: 

(Sj)  Ser^ (m„ ,  u,r,  w)  —  g' ''"• " "•)  ger  («„ ,  u  +  sv  +  tw,  v,  w). 

Endlich  sind  noch  die  beiden,  durch  die  im  §  3  (1))  gegebene  Definition  evi- 
denten Relationen  anzuführen : 

Ser  (»ffj  +  MTj,  u,  V,  w)  =  Ser  (tff^  —  ut^^  u,  —  v,  tp), 
*  Ser  (uffg  +  tcT^,  M,  r,  Jü)  =  Ser  (—  va^  +  «ir^,  u,  r,  —  w). 

Setzt  man  nunmehr  wie  im  §  9  des  art.  XX: 

<^I.  =  «<^o  +  ß^o  +  Yo'    ^'o  =  «'«^0  +  ß'\  +  >'ö . 
a  =  aa  -{-  ßT  -\-  y,         x'  =  a'a  -\-  ß'r  +  /, 

V   =  ^  r  —  AM",  w  =  —  ßv  -\-  aw, 

«0  =  '^'ü>^'  +  "^W  =  «0  +  yof'  +  yi«''. 

'         11.11  .        1,11 


118  ZUR  THEORIE  DER  ELLIPTISCHEN  FUNCTIONEN 

WO  a ,  a',  ß ,  ß  ,y  ,y',yo,yl  irgend  welche  ganze,  nur  der  Bedingung  aß'  —  aß  =  1 
unterworfene  Zahlen  bedeuten,  so  kann  man  die  allgemeine  Relation  aufstellen: 

(e)  Ser^(Mo,  u,  V,  w)  =  e"" >''-"'>""»  + 'f* J-' - f*'»-' ^"' ^ "' Serp(w^,  u,  v,  w), 

welche  unmittelbar  aus  den  Relationen  (@i),  (©2),  (63)  oder  (6'),  (ß"),  (G3)  folgt  und 
aber  auch  diese  sämmtüch  in  sich  begreift. 

Nimmt  man  y  =  y'  =  0,  so  geht  die  Relation  ((£)  in  folgende  über: 

(60)  Ser  (Mj,  u,v,w)  =  Ser  {u^,  u  ,v  ,  w), 

durch  welche  ausgesagt  wird,  dass  Ser^,  (ctq«  +  TqZ^;,  av  +  rw,  v,  w)  eine  Invari- 
ante der  Aequivalenz : 

(ff„  T„,  CT,  T,  V,  w)  ~  (aCTj  +  /9t„  +  7„,  a'CT„  +  ß'r^  +  y'^, 

aa-\-ßr,  aa-\-ßr,  ßv  —  aw,  — ßv -{•  aiv) 

ist,  sobald  nur  für  die  ganzen  Zahlen  a,  ß  ,yo,  «',  ß',  y'o  die  Bedingung  aß'  —  a'ß  =  1 
erfüllt  ist.  Aber  es  ist  noch  hinzuzufügen,  dass  hierbei,  wie  es  die  Gleichung  (©o)  er- 
fordert, nur  solche  Systeme : 

(cr„,  Tfl,  a,  r,  V,  iv),     (ct^,  t^,  ct  ,  t  ,  d  ,  w  ) 

genommen  werden  dürfen,  für  welche  die  Functionen  Ser^  im  §  3  (S)  definirt  sind, 
dass  also  alle  diejenigen  Systeme  ausgeschlossen  werden  müssen,  bei  welchen  auch 
nur  eine  der  Grössen  CTq  .  ''^o  oder  ct|,  ,  t^  einen  ganzzahligen  Werth  hat. 


Die  Summe: 

1.1  —  j.  1/  j_  ;.'  ..  —  j_  V  j_  t' 


2     2 


in  welcher  h,  h',  k,k',  M,  N  positive  Zahlen  bedeuten  und  N  '^  M  vorausgesetzt 
wird,  unterscheidet  sich  von  der  Summe : 

^y      «y      e<""°-"'^°)^'" 
durch  das  Aggregat  von  acht  Summen : 

■^       g(na„-mr„)2«> 
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mit  den  Summationsbestimmungen : 

~m  =  M +  1,M +  2,  ...M +  h;  —  n  =  1,2,  ...  M  und  n  =  0,  1,  2,  . . .  M, 

m  =  M  +  l,M +  2,...M +  h';  —  n  =  l,2,...M  und  7i  =  0,  1,  2,  . . .  M, 

~  n  =  M  +  1,M  +  2,...  N  +  k;  —m  =  1,2,  . . .  M  +  h  und  to  =  0,  1,2,  ...  M+h', 

n  =  M+l,M  +  2,...  N  +  k';  —m  =  l,2,...  M  +  h  und  vi  =  0,  1,  2,  . . .  M  +  h'. 

Der  Werth  jeder  von  diesen  acht  Summen  nähert  sich,  wie  aus  den  Gleichungen  (E) 
im  §  3  hervorgeht,  mit  wachsendem  M  der  Null,  und  es  findet  daher  die  Gleichung 
statt: 


lim      >.'      >,'     — ^ -v^r-=  lim 


Da  hierbei  die  Zahl  N  nur  der  Bedingung  unterworfen  ist,  dass  sie  nicht  kleiner  als 
M  sein  soll,  so  kann  man  auf  der  rechten  Seite  sowohl  N  —  M  nehmen  als  auch  zu- 
erst N  und  dann  M  unendlich  groß  werden  lassen.  Es  resultiren  demnach,  bei  An- 
wendung der  am  Schlüsse  des  §  3  gegebenen  Definition  von  Sero(iA).  m,  v,  t<j),  die 
beiden  Gleichungen: 

C^o)  .^-,  f„n,-mr„)2«i 

Ser  (u„,M,v,w)  =  lim    lim>,— ^ r—       /-3/-»§ms j/+ a  n 

Ersetzt  man  hierin  die  Grössen : 

CT„,  Tg,  i',  w,  m,  n 

durch:     aa^-^ßr^,  a  a^-\-  ß'r^,  ß'v — aw,   — ßv-j-aw,  am  +  ßn,  am-\-ßn, 

wo  a,a  ,  ß ,  ß'  ganze  Zahlen  bedeuten,  für  welche  aß  —  a  ß  =  \  ist,  so  behält  gemäss 
der  Gleichung  (G')  im  §  6  die  Function  Ser„(«o,  u,  v,  w)  auf  der  linken  Seite  ihren 
Werth  bei,  imd  der  Ausdruck  unter  dem  Summenzeichen  auf  der  rechten  Seite 
bleibt  formal  ungeändert,  während  die  Summation  nunmehr  in  der  ersteren  von  den 
beiden  Gleichungen  (5o)  auf  alle  diejenigen  Systeme  ganzer  Zahlen  (w,  n)  zu  er- 
strecken ist,  für  welche  die  beiden  Ungleichheitsbedingungen : 

—  M  —  h^  am  +  ßn  ^  M  +  h' ,     ~  M  —k^  am  +  ß'n  ^  M  +  k' 

erfüllt  sind,  in  der  zweiten  Gleichung  (5o)  aber  auf  alle  diejenigen  Systeme  {m,n), 
für  welche: 

—  M  —  h.-^am  +  ßn^M-'rh',     —  N  —  k^am  +  ß'n<  N  +  k' 
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ist.  Man  kann  dieses  Resultat  also  durcli  die  beiden  allgemeineren  Gleichungen  dar- 
stellen : 

Ser  (m,,m,b,  M;)=lim^— — -  -ir-*s«'m  +  ,*'„g  j^  +  r  ), 

ICy\  m,  n  V       I  I  ^  ^  aß-aß  =  l  ' 

her  (w„,w,u,  w)  =  lim  lim    >^--- ■ -^    (- iv-isa'm  +  ^'n^ >•  +  *■  ), 

welche  die  Gleichungen  (go)  als  speciellere  (für  «  =ß'  —\^a  =ß  =0)  mit  umfassen 
und  eine  Haupteigenschaft  der  Function  Ser^  {uo,u,v,  w)  ausdrücken. 

Da  ^QY^{uo,u,v,w),  gemäss  der  im  §3  (®)  gegebenen  Definition,  den 
Grenzwerth : 

hm    y. -— -  (m,n  =  -ilf, -Jtf+l,  ...  +  lf) 

M-m'^^  {u  -\-  mv  -\-  nw)  '^'•' 

bedeutet,  so  kann  das  in  den  Gleichungen  {%)  enthaltene  Resultat  in  folgender  Weise 
formulirt  werden: 

I.  Für  alle  verschiedenen  ganzzahligen  Systeme  (« ,a',ß,  ß'),  für  welche 
weder  «CTo  +  ß^^o  noch  aa,,  +  /^Tq  einen  ganzzahligen  Werth  hat, 
nähert  sich  die  Summe : 

^        e<" "»"""■»'*"•■  /-Jlf-*Sam  +/*«  £Jtf+A'\ 

mit  wachsendem  M  einem  und  demselben  Werth. 
II.  Für  alle  bezeichneten  Systeme  (« ,  a',  ß ,  ß')  nähert  sich  die  Summe : 

^        e<""°  """■"'- "*'  /-j;-A£am  +^n    S3f+V\ 

wenn  man  zuerst  N  und  alsdann  M  ins  Unendhche  wachsen  lässt, 
einem  und  demselben  Werth. 

III.  Beide  Grenzwerthe  sind  mit  einander  identisch. 

Denkt  man  sich  die  Systeme  [m,  n)  durch  Punkte  in  der  Ebene  repraesen- 
tirt,  deren  rechtwinklige  Coordinaten  die  Zahlen  m  und  n  sind,  so  hat  man  im  Falle  I 
die  Summation  über  alle  innerhalb  eines  Parallelogrammes  liegenden  Punkte  zu  er- 
strecken, welches  man  beliebig  annehmen  kann,  dessen  Umfang  man  aber  alsdann 
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dergestalt  ins  Unendliche  ausdehnen  muss,  dass  dabei  der  Mittelpunkt  fest  bleibt 
und  das  Verhältnis  der  Seiten  sich  einer  festen  endlichen  Grenze  nähert.  Im  Falle  II 
muss  man  dagegen  das  Parallelogramm,  unter  Festhaltung  des  Mittelpunktes,  erst 
nach  der  einen  und  alsdann  nach  der  anderen  Dimension  ins  Unendliche  ausdehnen. 


§9. 

Im  §  4  ist  die  Herleitung  der  beiden  Transformationsrelationen  (©i),  (©a)» 
aus  welchen  die  allgemeinere  Relation  (6)  im  §  6  unmittelbar  hervorging,  in  ver- 
schiedenartiger Weise  erfolgt.  Während  die  erstere  Relation  (6,)  sich  als  eine  ein- 
fache Consequenz  der  Definitionsgleichung  ergab,  musste  bei  der  Herleitung  der  Re- 
lation (©2)  nochmals  auf  den  Integralausdruck,  welcher  der  Entwickelung  im  §  1 
zu  Grunde  hegt,  zurückgegangen  werden.  Man  kann  aber  zu  beiden  Relationen  (61) 
\md  (62)  auf  dieselbe  einfache  Weise  gelangen,  wenn  man  die  im  vorigen  Paragraphen 
mit  (5o)  bezeichneten,  aus  den  Gleichungen  (E)  im  §  3  resultirenden  Gleichungen 
voranschickt. 

Wie  nämUch  aus  der  ersteren  der  beiden  Gleichungen  CJo) : 

m  =  + Jf  +  V  n  =  +  lf+f 

Ser  (m„,  u,  V,  w)  =  lim       >,  >, nrr 

unmittelbar  die  Gleichung  (61): 

Ser  (Mj,  u,v,w)  =  Ser  («,,  m,  —  w,  v) 

folgt,  wenn  man  in  jener  Gleichimg: 

h,h  ,  k,  k  ,      VI,  n,       o'o >  ''^o >        ^> '"' 
in  k,k',  h',  h,  —  n ,  m ,  —  T„ ,  (7o ,  —  iv,  v 

verwandelt,  so  geht  aus  der  zweiten  der  beiden  Gleichungen  (So)  zuvörderst,  wenn 
man  darin,  wie  es  —  da  iV  zuerst  ins  Unendliche  wächst  —  gestattet  ist: 

A;  =  fcj  —  gm,     /c  =  fc^  +  gm 
setzt,  die  Gleichung  hervor : 

Ser  (w„,  u,  V,  w)  =  lim  lim   y_e<"°°-'""°>^"'  /-m-,.  ^mgjr+A'. 

L.  Kronecker'a  Werke  V  16 
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und  diese  geht  ferner,  wenn 

n  +  gm,  r^  +  ga^,  v  —  gw, 

für  n,  Tg,  V 

substituirt  wird,  in  folgende  über: 

(g')  Ser  (Mj,  u,  V  —  gw,  w)  =  Ser  (m^,  u,  v,  w); 

denn  t(o  bleibt  ungeändert,  da: 

ist.  Die  Gleichung  ((S2)  führt  nun  ebenso  immittelbar,  wie  die  Gleichung  (©2),  zu  der 
allgemeinen  Transformationsrelation  (©')  im  §  6;  sie  selbst  geht  in  (Ej)  über,  wenn 
zuerst  V  in  —  w  und  winv  verwandelt  und  alsdann,  gemäss  der  Gleichung  ((£1) 

Ser  {u^,  u,  —  w  —  gv,  v)     durch     Ser  (w^,  u,  v,w  +  gv) 
und 

Ser  (Mg,  u,  —  w,  v)     durch     Ser  (w^,  u,  v,  w) 
ersetzt  wird. 

Für  e  =  0  stimmt  der  in  der  zweiten  Gleichung  i^)  enthaltene  Grenzwerth 
mit  demjenigen  überein,  durch  welchen  im  §  7  des  art.  XX  die  Reihe  Ser  (mo  >  w,  '^j  w) 
definirt,  und  welcher  a.  a.  0.  mit  (©0)  bezeichnet  worden  ist.*) 

§10. 

Im  §  2  ist  gezeigt  worden,  dass  sowohl  der  reelle  als  auch  der  mit  i  multiph- 
cirte  Theil  des  Werthes  der  Summe: 

absolut  kleiner  ist  als : 

GV(i  +  e) 


Dabei  waren  die  reellen  positiven  Grössen  G,ao,bo  nur  durch  die  Werthe  von 
ao,ro,v,w  bestimmt,  und  einzig  und  allein  bei  der  Bestimmung  der  reellen  (posi- 
tiven oder  negativen)  Grösse  Cg  kam  der  Werth  von  u  in  Betracht. 


*)  S.  77  dieses  Sonderabdrucks i). 

')  Bd.  V,  S.  88  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken. 
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Setzt  man  u  =  {ug  +  Uii)v,  so  ist  gemäss  den  im  §  1  gegebenen  Bestim- 
mungen : 

Co  +  C{i  =  («0  +  Mji)  {le^y)  +  (2££o  —  eJeVO, 
also: 

Co  =  2e„MoV  —  (2eeo  —  h)^'ui<p. 
Man  kann  daher,  wenn  der  Werth  der  complexen  Variabein  u  innerhalb  eines  be- 
stimmten endlichen  Gebiets  ®  bleibt,  stets  eine  Grösse  —  p  finden,  unter  welche  der 
Werth  von  c^  nicht  sinkt,  und  der  Werth  der  Summe  (91)  ist  dann  für  alle  innerhalb 
jenes  Gebiets  bleibenden  Werthe  von  u  absolut  kleiner  als: 


Dabei  müssen  rrio ,  Hq  so  gross  sein,  dass  a«  fUo  +  b^  Uo  —  p  positiv  wird. 
Bezeichnet  man  nun  zur  Abkürzung  die  Reihe : 

m  =  +  Jf  m  =  +  J/ 

2  2 


>".- 


als  Function  von  M  und  u,  mit  F(M ,  ic),  so  kann  man,  gemäss  der  obigen  Ausein- 
andersetzung, M  so  gross  wählen,  dass  für  alle  innerhalb  eines  gegebenen  Gebiets  & 
liegenden  Werthe  der  complexen  Variabein  u  der  Werth  der  Differenz : 

F{M  +  r,u)  —F{M,u) 

für  jede,  noch  so  grosse,  Zahl  r  unter  einer  vorgeschriebenen  festen  Grenze  bleibt, 
sobald  nur  das  Gebiet  &  keinen  der  von  vorn  herein  ausgeschlossenen  Werthe  ent- 
hält, für  welche  einer  der  Nenner  u  +  mv  +  nw  gleich  Null  wird.  Die  Reihe 
Ser^,  (Mo>  ^)  ^)  ^))  wie  sie  durch  die  Gleichimg  (®)  im  §  3  definirt  ist,  convergirt 
hiernach  für  alle  innerhalb  ®  liegenden  Werthe  von  u  gleichmässig. 

Nach   diesen    Vorbemerkungen   erhellt   unmittelbar   die   Richtigkeit   der 
Gleichung : 

(®)        (1  +  q)J  Ser,^    (Mj,  u,  V,  tv)du  =  Ser  (m^,  u,  v,  w) —  Scr  (m^,  u^,  v,  w), 

da  man  hierin  überall  für  die  imendüchen  Reihen  Ser,  ^„,  Ser„  die  endlichen,  durch 
die  Summationsbedingungen : 

—  M^m-^M,     —  M  ^n^M 

16* 
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begrenzten  Reihen  nehmen  und  dabei  M  so  gross  wählen  kann,  dass  für  alle  auf  dem 
Integrationswege  Hegenden  Werthe  von  u  der  Unterschied  zwischen  den  endhehen 
und  unendUchen  Reihen,  sowohl  für  q  als  auch  für  1  +  g ,  imter  einer  vorgeschriebe- 
nen festen  Grenze  bleibt. 

Lässt  man  in  der  Gleichung  (®)  die  Integrationsgrenzen  an  einander  rücken, 
so  resultirt  die  Gleichung : 

/tu'\  dSero{Ua,u,v,w)  /i     ,      \  o  /  \ 

(® )  — ^^1^ "  =  -  (1  +  e)  sei-j  ^^,("o'  «'■»'  '<'); 

die  Function  Ser^,  (i/o,  u,v,w)  hat  also,  als  Function  der  complexen  Variabein  u  be- 
trachtet, Differentialquotienten  aller  Ordnungen,  und  diese  haben  endhche  Werthe, 
sobald  nur  nicht  beide  durch  die  Gleichung  u  =av  +  zw  definirten  reellen  Grössen 
a ,  r  ganzzahlige  Werthe  haben. 

Es  ist  hiernach  Ser^  {Uo,  u,  v,w),  für  q  =0  und  für  jede  positive  ganze  Zahl 
g,  eine  Function  von  u  mit  folgenden  Eigenschaften: 

sie  selbst  und  ihre  Differentialquotienten  sind  für  alle  Werthe  von  u,  mit 
alleiniger  Ausnahme  derjenigen,  für  welche  die  Gleichung«  +  mv  +  nw=0 
in  ganzen  Zahlen  m ,  n  erfüllbar  ist,  eindeutig  und  endlich,  und  der  Grenz- 
werth,  welchem  sich  das  Product: 

(m  +  mv  +  nw)  "*"*  Ser  (Mj,  u,  v,  iv) 

nähert,  wenn  man  u  +  mv  +  nw  gleich  Null  werden  lässt,  ist  gleich 


Weiss  man  nun  von  einer  Function  F{ii),  dass  ihr  eben  dieselben  Eigenschaften  zu- 
kommen, und  zwar  in  der  Weise,  dass  die  Differenz  i''(M)  —  Ser^  (Mq,  u,  v,  w)  für  alle 
Werthe  der  Variabein  u  unter  einer  bestimmten  Grösse  bleibt,  so  erschliesst  man  un- 
mittelbar aus  dem  Caiwhy'schen  Theorem,  dass  F{u)  mit  Ser^(Mo,  u,  v,  w)  iden- 
tisch ist. 

Um  hiervon  eine  Anwendung  zu  machen,  nehme  ich  zuvörderst  für  ^(m): 

Ser  («p,  u,  v,  w)  (t.'  =  ,'('t.-a'«.,  w•=-ßt■\-aw^, 

lim      V— *_ !. /m-=/^-^n,n'=-a-m  +  a,A 
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Da  mittels  der  Relation  (©3)  im  §  7  sowohl  Serp(Mo  ,u,v,w)a\s  auch  Sev„{uo  ,u,v',  vi) 
auf  solche  Functionen  Ser^  reducirt  werden  können,  in  welchen  das  Argument  u, 
wenn  es  auf  die  Form  av  +  rw  gebracht  ist,  nur  Grössen  a ,  r  enthält,  die  absolut 
kleiner  als  „  sind,  und  da  für  solche  Werthe  von  u  der  absolute  Werth  jeder  der 

beiden  Reihen : 

Ser  (m-,  u,  V,  w),     Ser  (u„,  u,  v  ,w), 

nach  Abtrennung  des  in  beiden  vorkommenden  Gliedes  -y^,,  unter  einer  nach  §  1 

und  §  2  zu  bestimmenden  Grenze  bleibt,  so  ist  dies  auch  für  die  Differenz  der  beiden 
Reihen  der  Fall,  und  man  erschliesst  also  hieraus  unmittelbar  die  allgemeine  Trans- 
formationsformel (g) : 

Ser  (u„,  u,  V,  w)  =  Ser  («„,  u.v.w), 

welche  im  §  6  auf  andere  Weise  hergeleitet  worden  ist. 

Ich  nehme  zweitens  e  =  0  und  für  F{u)  die  im  §  8  des  art.  XX  mit 
Atr(«o,  u,v,w)  bezeichnete  Function,  welche  im  Anfange  des  citirten  Paragraphen 
durch  den  Ausdruck  dargestellt  ist : 

(58)  -ie    •        \     v^    \    V W 

\v       V  /       \V       V  / 

wo,  wie  dort,  der  mit  i  multiphcirte  Theil  von  ^  positiv  vorausgesetzt  wird. 
Aus  der  für  zwei  beliebige  ganze  Zahlen  s,  t  bestehenden  Relation: 

ist  schon  im  §  9  des  art.  XX  die  Gleichung  hergeleitet  worden : 

Ätr(«,,  u  +  sf  +  iw,  V,  w)  =  g("" -'"»'''"  Atr(M,,  u,  v,  w), 

und  es  findet  ebenso,  gemäss  der  Relation  ((5)  im  §  7  dieses  art.  XXI,  für  die  Func- 
tion Ser(Mo,  w,  V,  if)  die  Gleichung  statt: 

Ser{Wg,  u  -\-  SV  -\-  tw,  v,  w)  =  gf"--!««^^»*  gpj^j^^^  y^  ^^  ,^)_ 
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Man  braucht  daher,  um  die  Endlichkeit  der  Differenz : 

(£)  Att{Ug,  u,v,  w)  —  Seic{Uff,  u,  V,  w) 

für  beliebige  Werthe  des  Arguments  u  nachzuweisen,  nur  darzuthun,  dass  diese 
Differenz,  ihrem  absoluten  Werthe  nach,  stets  unter  einer  zu  bestimmenden  festen 
Grenze  bleibt,  wenn  man  sich  auf  solche  Werthe  von  u  beschränkt,  bei  welchen  die 
beiden  durch  die  Gleichung : 

u  ==  av  -\-  TW 

bestimmten  reellen  Grössen  a ,  r  absolut  kleiner  als  ^  sind.  Für  solche  Werthe  von  u 
bleibt  aber,  wie  aus  der  Productentwickelung  der  im  Nenner  des  Ausdrucks  (SS) 
enthaltenen  i?- Function  ■&(--,  — )  erhellt,  die  Differenz: 

\V  V  J 

Ati(u„,  u,  V,  w)  — ■  — , 

ihrem  absoluten  Werthe  nach,  stets  unter  einer  zu  bestimmenden  festen  Grenze. 
Eben  dasselbe  findet,  wie  schon  oben  ausgeführt  worden  ist,  für  die  Differenz : 

Ser(Mn,  u,  V,  w) 

statt.  Da  hiernach  auch  der  absolute  Werth  der  Differenz  (ü)  unter  einer  zu  bestim- 
menden festen  Grenze  bleibt,  so  erschliesst  man  nunmehr  mittels  des  Co«cÄ?/'schen 
Theorems  jene  Hauptgleichung: 

(£)  SeT{uQ,  u,v,  w)  =  AtT{Ug,  u,v,w) 

oder: 

welche  schon  im  art.  XX  auf  zwei  verschiedene  Arten  hergeleitet  worden  ist. 

Es  verdient  hervorgehoben  zu  werden,  dass,  bei  der  vorstehenden  höchst  ein- 
fachen Verification  der  Gleichung  (S'),  von  den  Eigenschaften  der  ??- Function  nur 
ihre  Productentwickelung  und  die  oben  mit  (§)  bezeichnete  Relation,  von  den  Eigen- 
schaften der  Reihe  Ser(Mo>  u,  v,  w)  nur  ihre  Convergenz  und  die  im  §  7  mit  ((£)  be- 
zeichnete Relation  gebraucht  worden  ist. 
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Die  Formeln  (S)  und  (S')  können,  wenn  man  von  der  oben  über  das  Vor- 
zeichen von  —  gemachten  Voraussetzung  abstrahirt,  mit  Hülfe  der  zweiten  von  den 
Gleichungen  (@J  im  §  7,  in  folgender  Weise  dargestellt  werden: 

Ser(Mp,  u,  V,  w)  =  Atr(£«Q,  u,  v,  ew), 
öei{Ua,u,v,w)=—e  ; ; r — , 

\  V   '   V  1      \v  '  V  ) 

wobei  e  das  Vorzeichen  des  mit  i  multiplicirten  Theils  von  —  bedeutet,  und  es  er- 
hellt aus  der  obigen  Formel  (©'),  dass  der  Werth  der  Reihe: 

Ser  («j,  u,  V,  w) 

für  beliebige  positive  ganzzahhge  Werthe  von  q  durch  den  Coefficienten  von  z"  in 
der  Entwickelung  des  Ausdrucks : 

Atr(eMo,  u  —  z,v,  ew), 
oder: 

1^  V  \         V  J       \  V V_/ 

V  ^  /£«0     ^\  ^  /U  —  Z      £W\ 

\   V     '     V  )       \      V        '    V   ) 

nach  steigenden  Potenzen  von  z  dargestellt  wird. 

Hierbei  kann  auch  von  der  Beschränkung  der  Grössen  a^,  Tq  auf  nicht- 
ganzzahhge  Werthe  abgesehen  werden,  wenn  man  unter 

Ser_(M,,  u,  V,  w) 

für  ganzzahlige  Werthe  von  «Tq  den  Grenzwerth : 

lim  Ser  (m,  +  dv,  u,  v,  w), 

für  ganzzahlige  Werthe  von  Tq  den  Grenzwerth: 

lim  Ser  (Mj  +  dw,  u,  v,  w) 
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versteht.*)  Die  complexen  Grössen  Uo,u,v,w  sind  demgemäss  nur  der  Beschrän- 
kung unterworfen,  dass  die  beiden  «?- Functionen: 

von  Null  verschieden,  also  die  beiden  Gleichungen : 

Uq -\- mv -\- niv  =  0 ,     u -]- mv -}•  nw  =  0  («„  =  o„r  +  r„u') 

nicht  in  ganzen  Zahlen  m,  n  erfüllbar  seien. 


XXII. 

§1- 

Die  schon  im  Anfange  des  Art.  XXI  hervorgehobene  fundamentale  Be- 
deutung der  mit  Ser(M^,  u,  v,  w)  bezeichneten  Reihe  zeigt  sich  noch  besonders  darin, 
dass  man  durch  deren  Integration  zu  einer  neuen  merkwürdigen  Verallgemeinerung 
der  Jacobi' sehen  0-Fimction  gelangt. 

Setzt  man  nämlich,  wie  in  den  vorhergehenden  Abschnitten : 

Uq  =  Gf^v  +  TpW,     u  =  av  -{-  TW, 

so  ist: 

Ser  (w„,  M,  V,  w)  =    >,  -. — , — r — t—, — ; — r—  , 
^    "  '         ^m^  (ff  +  m)  D  -j-  (t  +  n)  W 

und  zwar  unter  den  im  art.  XXI  angegebenen  Summationsbedingungen.  Nun  be- 
steht offenbar,  gemäss  der  zweiten  von  den  am  Schlüsse  des  art.  XXI  hergeleiteten, 
a.  a.  0.  mit  (SK)  bezeichneten  Gleichungen,  die  Reihenrelation**): 

£e  Der(MQ,  M,  v,  w)  =  e  ber(w,  Mq,  v,  w). 

oder  also: 

(91)  £  >^* =  V ? 

^    '  ^-.J  (a -{-■m)v-\;-{T -\-'n)w         ^mi{a^-{-'m)x>-\-{x^-\-'n)w' 

und  wenn  man  auf  beiden  Seiten  das  eine  Mal  in  Beziehung  auf  a^  von  a^  bis  a^,  das 
andere  Mal  in  Beziehung  auf  Tq  von  To  bis  t^  integrirt,  so  kommt : 

*)  Vergl.  die  Ausführungen  in  §  5  und  §  6. 

**)  In  der  schon  am  Schlüsse  von  Art. XX  hergeleiteten  a.a.O. mit  (3^)  bezeichneten 
Eeihenrelation  ist  der  Werth  von  w  so  vorausgesetzt  worden,  dass  e  =  1  wird. 
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2£;ri2e""'~  ""'""•  log 


(or  -(-  m)  ((CT  +  TO)  t)  +  (T  +  n)U)) 

-  2£:ri^  e  •  log  (7^  +  ^)„  +  (,„  +  „)^ . 

Damit  die  zu  integrirenden  Ausdrücke  in  dem  Integrationsratervalle  durch- 
weg endlich  bleiben,  wird  vorausgesetzt,  dass  weder  zwischen  cto  imd  a^  noch  zwischen 
To  und  Tj  eine  ganze  Zahl  hegt.  Die  Frage  der  Convergenz  der  Reihen  auf  der  rechten 
Seite  der  beiden  Gleichungen  (S)  wird  auf  die  in  den  vorhergehenden  Abschnitten 
erledigte  Frage  der  Convergenz  der  Reihe  Ser^^  {u,Uq,v,w)  für  die  Fälle  g  =  0  und 
e  =  1  zurückgeführt,  wenn  man  den  Logarithmus : 

log  (^+^)_!L-HlQ  +  tL"'     ojej     lo    U {H-^^ \ 

ö  (ffo +  "»)«  + (To  +  n)tc  ^V  (cro  +  '")''  +  (To +  ")«'/ 

auf  der  rechten  Seite  der  ersteren  Gleichung  (33)  durch  die  Reihe: 

y°  (go-go')'  +  g«*  +  y 

,f^o  (1  +  e)  ('"«  +"»)«  +  <^o  +  ") "')'  "^  ^ 

ersetzt.  Denn  der  alsdann  resultirende  Ausdruck  kann  in  die  drei  Theile  zerlegt 

werden :  , 

t'K  —  <^o)  Sero  («,  «0, 1%  w), 

\v{o^  —  CToT  Seri  (u,  u^,  v,  w), 
und  dass  die  Reihe : 


also  auch  die  Reihe,  welche  den  letzten  jener  drei  Theile  bildet,  convergirt,  ist  be- 
reits von  Eisemtein  nachgewiesen  worden.*) 

*)  Vergl.  §  2  der  Abhandlung  „Genaue  Untersuchung  der  unendüchen  Doppel- 
producte,  aus  welchen  die  elliptischen  Functionen  als  Quotienten  zusammengesetzt  sind", 
Crelle's  Journal,  Bd.  35,  S.  166. 

L.  Kroneckei'8  Werke  V  17 
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Wenn  man  in  der  ersteren  der  Gleichungen  (33)  r'„  für  Tq  substituirt  und 
alsdann  beide  Gleichungen  addirt,  so  resultirt  auf  der  rechten  Seite  der  Reihe : 

m  2sni  Ve<"™'^-'  log  (^[!L+ilL+_^ , 

während  der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  sich  zuvörderst  als  ein  Aggregat  von 
Reihen  in  folgender  Weise  darstellt : 

^(|.  +  „l<-l„  +  ,„|ro-)2«.. g((r+nla„-l„  +  ml02».- 

/,  {T-\-n\  f  «T -I- 7«H)  -I-  (T-l-ww')  ,^  (t  +  n)  («T  +  m)  t)  +  (T  +  M)w) 

'^  '''_^(<j  +  m)(((7  4-m)u  +  (T  +  n)M')  jZj  (''  +  ■'»)  («x +'»)«  + (t  +  n)  u)) 

Nun  erhält  man  durch  Vereinigung  der  mit  dem  Minuszeichen  versehenen  zweiten 
und  vierten  dieser  vier  Reihen  das  Reihenproduct : 


a  -\-in       ^J       T  +  n      ' 

und  die  einzelnen  Werthe  dieser  beiden  Reihen  sind  durch  die  Gleichungen  bestimmt: 

-2V(a  +  „,)..-  _      e-^-M"'- 

>   1 =    "tTI   ■    -r— p , 

X I        a-\-m  e        1 

>■ ; =  2:ri-- 


Man  kann  daher,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  der  Voraussetzung  nach  [t'^]  =  [tq] 
ist,  den  ganzen  Ausdruck  auf  folgende  Form  bringen : 

(.*';  "^  (T_f_„)  (((,_!_  OT)„_|_  (T  +  n)«;)  "^  "'^((T  +  w)(((T  +  TO)u+(T  +  n)M)) 

:r  71  (-«  +  r-2o[r„]  +  2r[<7„]);i! 


sin  an     sm  t  ji 


Da  der  Werth  dieses  Ausdrucks  (®)  mit  dem  von  (E)  übereinstimmt,  so 
muss  man  dafür  den  entgegengesetzten  Werth  erhalten,  wenn  a^  mit  ct„  und  zugleich 
Tq  mit  To  vertauscht  wird.  Dies  kann  an  dem  Ausdruck  (S))  selbst  nachgewiesen 
werden,  indem  man  zeigt,  dass  die  Summe  des  Ausdrucks  (2))  und  desjenigen  ('S'), 
welcher  durch  die  angegebene  Vertauschung  entsteht,  gleich  Null  wird.  Nun  ist 
diese  Summe  gleich  der  Differenz  von: 


(«)  2- 
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,((r  +  n](T„  — i<j  +  ;«)r„)    I    g((r  +  n)a„'— i(i  +  ».lr„')3.i> 


und: 

((£')  2-. 


.T         „(-o+r-ä«K]  +  2rK]),l,- 


Bin  an     sinr;! 

Bringt  man  den  ersteren  Ausdruck  (ß)  auf  die  Form: 

.^_J         ff  +  OT  .^       T  + «  ■'— '         <r  + '«  •^J       r  -\-n 

und  summirt  die  einzelnen  Reihen  in  der  oben  angegebenen  Weise,  so  erhält  man  da- 
für den  Werth : 

ITTl        ^  '  ' 


Sin  an  sm  i 


welcher  in  der  That  mit  dem  Ausdruck  (C)  übereinstimmt,  da  der  Voraussetzung 
nach: 

ist. 

Bildet  man  jetzt  die  halbe  Differenz  der  beiden  mit  (®)  und  (2)')  bezeich- 
neten Ausdrücke,  welche  ihrem  Werthe  nach  mit  (2))  übereinstimmt,  so  fällt  der 
letzte  der  dreiTheile  in  dem  obigen  Ausdruck  von  (S))  fort,  und  es  resultirt  die  dop- 
pelt unendhche  Reihe : 


iW  2 


(ff  +  ?»)  u  +  (t  +  n)!«  2(a -\- m)  [t -\- n) 


Deren  Werth  hat  sich  also  durch  die  vorstehende  Entwickelung,  als  übereinstimmend 
mit  demjenigen  der  obigen  Reihe : 

(ß)  isni^e"—"-^'-"'  log  (.-«±-^)-  +  (<  +  n)^_ 

erwiesen,  sowie  mit  demjenigen  des  Ausdrucks: 

2ev7ii  I  Ser  {av  +  rw,  a^v  +  rQW,v,w)dag  +  2eivni  I  Ser  {av  +  zw,  a^v  +  roiv,v,tc)drg, 

in  welchem  die  Reihen  unter  dem  Integralzeichen  in  der  bei  (9JJ)  im  vorigen  Ab- 
schnitte angegebenen  Weise  durch  ^-Functionen  dargestellt  werden  können. 

17* 
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Es  ist  noch  hervorzuheben,  dass  der  Werth  der  Reihe  (g),  wenn  man  unter 
dem  Summenzeichen  den  Factor  ,  ,  -^~~,  ,  /^  weglässt,  gleich  Null  wird,  und 
dass  demnach  die  Werthe  der  beiden  Reihen : 


(S')  «2 


gClr  +  KJa»'  — ia  +  m)ro')2ni g((T  + nlOo  — (n +  m)ro)2Ä< 

(t  4-  n)  ((ff  +  m)  V  +  (T  +  n)w) 


^"  ^  ^.^  (a-|_m)((ff  +  m)D  +  (T  +  n)u)) 

mit  demjenigen  der  Reihe  (g)  übereinstimmen*). 


*)  Vgl.  Zusatz  7  am  Ende  dieses  Bandes. 
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DIE  LEGENDRE'SCHE  RELATION. 

[Gelesen  in  der  Akademie  der  Wissenschaften  am  2.  April  1892.] 

Die  bilineare  Gleichung,  welche  zwischen  den  vollständigen  elliptischen  Inte- 
gralen erster  und  zweiter  Gattung  mit  beliebigem  Modul  und  denjenigen  mit  com- 
plementärem  Modul  besteht,  wird  von  Legendre  im  Cap.  XII  p.  60  des  1825  erschie- 
nenen ersten  Bandes  seines  Werkes  Traue  des  fondions  elliftiques  zuvörderst  auf 
Grund  zweier  im  Cap.  XI  p.  59  entwickelten  Gleichungen  für  die  besonderen  Mo- 
duln -ö-K  2  ±  1/3  hergeleitet  und  erst  dann  in  höchst  einfacher  Weise  auf  den  Fall 
behebiger  Moduln  ausgedehnt,  indem  gezeigt  wird,  dass  die  Differentiation  von : 

FE'  +  F'E  —  FF' 

nach  einem  der  Moduln  als  Resultat  Null  ergiebt.  Hieraus  folgt  nämüch  offenbar, 
dass  der  angegebene  Ausdruck,  in  welchem  F,  E  die  vollständigen  elhptischen  Inte- 
^ale  erster  und  zweiter  Gattung  für  den  einen  Modul  und  F ,  E  diejenigen  für  den 
complementären  Modul  bedeuten,  für  jedes  Paar  zu  einander  complementärer  Mo- 
duln eben  denselben  Werth  [-n^\  hat,  welcher  für  das  specielle  Paar  complementärer 
Modub  \y2  +  ys  ermittelt  worden  ist. 

Dabei  verdient  hervorgehoben  zu  werden,  dass  schon  in  dem  art.  XVII, 

welcher  den  Schluss  der  zweiten  Abhandlung  Legendre'?,  ,,über  die  Integrationen 

durch  Ellipsenbögen"  bildet,*)  die  Anfänge  der  Entwickelungen  erkennbar  sind, 

welche  im  XI.  Capitel  Nr.  43  seines  Werkes  über  die  elliptischen  Functionen  auf 

die  Relation:  ,        ,  ,1 

FE  +  FE  —  FF  =  2  ^ 

für  das  Modulpaar  ^  V2  +  l/3  führen.  Ich  möchte  deshalb  glauben,  dass  Legendre 
schon  bald  nachher,  also  etwa  vor  einem  Jahrhundert,  die  Relation  gefunden  hat. 

*)  Second  Memoire  sur  les  integrations  par  arcs  d'ellipse  et  sur  la  comparaison  de  ces 
arcs.  Par  M.  Le  Gendre.  Histoire  de  l'Academie  Koyale  des  Sciences.  Annee  1786  p.  679 — 683. 
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Eine  Angabe  über  den  Zeitpunkt  der  Auffindung  hat  Legendre  weder  an  der  citirten 
Stelle  seines  Traue  des  fonctions  elliptiques  noch  an  der  entsprechenden  Stelle  des 
ersten,  im  Jahre  1811  erschienenen  Bandes  seiner  Exercices  de  calcul  integral  ge- 
macht, vielleicht  aber  in  der  1794  erschienenen  Abhandlung  ,, Memoire  sur  les 
transcendantes  elliptiques",  welche  ich  nicht  habe  einsehen  können,  da  sie  in  den  hiesi- 
gen Bibhotheken  nicht  vorhanden  ist.  In  den  beiden  angeführten  Werken  Exercices 
de  calcul  integral  (Tome  I  1811)  und  Traite  des  fonctions  elliptiques  (Tome  I  1825) 
sind  die  auf  die  Relation  bezüghchen  Entwickelungen  fast  gleichlautend,  und  selbst 
die  Seitenzahlen  stimmen  dabei  nahezu  überein.  So  passt  z.  B.  die  Seitenangabe 
(p.  61)  bei  Jacobi's  Citat  der  Legendre' sehen  Relation  im  art.  56  der  Fimdamenta^) 
sowohl  auf  den  ersten,  1811  erschienenen  Band  der  Exercices  als  auch  auf  den  ersten, 
1825  erschienenen  Band  des  Traite  des  fonctions  elliptiques. 

Jacobi  bezeichnet  die  Legendre'sche  Relation  an  der  angeführten  Stelle  im 
art.  56  der  Fundamenta  nova  theoriae  functionum  ellipticarum  als  ,,theorema  egregium 
er  Legendre",  an  einer  anderen  Stelle,*)  wo  er  angiebt,  er  habe  dieselbe  auf  alle 
AheVschen  Integrale  ausgedehnt,  als  ,,die  berühmte,  von  Legendre  entdeckte  Rela- 
tion zwischen  den  vollständigen  Integralen  der  ersten  und  zweiten  Gattung  zweier 
elliptischer  Integrale,  deren  Moduln  Complemente  zu  einander  sind";  sie  ist  in  allen 
Werken  und  Lehrbüchern,  in  welchen  die  Theorie  der  elhptischen  Functionen  be- 
handelt wird  (in  den  neueren  meist  ohne  Nennung  Legendre' s),  aufgenommen  und  auf 
mannigfache  Art  bewiesen  worden.  Auch  hat  Jacobi's  Darstellung  des  elliptischen 
Integrals  zweiter  Gattung  durch  die  i?- Functionen,  mittels  deren  er  in  seinen,  im 
Wintersemester  1835/36  in  Königsberg  gehaltenen,  durch  Rosenhain' s  Nachschrift 
bekannten  Vorlesungen  die  Legendre' sch.e  Relation  begründet**),  über  diese  wie  über 


*)  Note  von  der  geodaetischen  Linie  auf  einem  Ellipsoid  und  den  verschiedenen  An- 
wendungen einer  merkwürdigen  analytischen  Substitution.  Berichte  der  Akademie  von  1839 
S.  65  (CreZZe's  Journal  Bd.  19.  S.  312,  Jacohi'^  Werke  Bd.  II.  S.  62).  Vergl.  die  Stelle  in  der 
jffaedenfeamp'schen  Abhandlung  „über  die  Transformation  vielfacher  Integrale"  (Crelle's  Jour- 
nal Bd.  22.  S.  187),  welche  sich  auf  die  citirte  Jacofci'sche  Äusserung  bezieht. 

**)  Die  bezügliche  Vorlesung  ist  als  die  44ste  in  der  Rosenhain' sehen  Ausarbeitung, 
deren  Original  in  der  Bibliothek  der  Akademie  ist,  bezeichnet.  Ich  habe  diese  Ausarbeitung 
schon  in  meiner  Mittheilung  vom  14.  März  1889  auf  S.  214  der  Sitzungsberichte  erwähnt, 
aber  dort  nicht  das  Semester,  in  welchem  Jacobi  die  Vorlesungen  gehalten  hat,  angegeben, 

»)  Jacobi,  Werke,  Bd.  I,  S.  214.  H 
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die  wenigen  anderen,  vor  Abel  und  Jacobi  bekannten  Resultate  der  Theorie  der  ellip- 
tischen Integrale  ein  ganz  neues  Licht  verbreitet.  Aber  in  vollkommen  befriedigender 
Weise  wird,  wie  mir  scheint,  der  innere  Grund  der  Legendr  eschen  Relation  erst 
durch  die  Betrachtung  jener  Reihe  aufgedeckt,  welche  ich  in  meinen  Mittheilungen 
vom  30.  Jan.,  6.  Febr.  und  13.  März  1890*)  mit  Ser  {Uo,  u,  v,  w)  oder: 

Ser(uorp  -f  wTq,  va  4-  wr,  v,  w) 

bezeichnet  und  dort  eingehend  discutirt  habe. 

Die  erwähnte  Reihe  behält  nämlich  ihren  Werth  bei,  wenn  man  die  Grössen : 
CTp,  Tg,  a,  r,  V,  w 

durch    ßffo  +  ßr„,    a'a^  +  ß'r^,    aa  -{-  ßr,    a'a  +  ß'r    ßv  —  aw,    —  ßv  +  aw 

ersetzt,  wo  a,a  ,  ß ,  ß  ganze  Zahlen  bedeuten,  für  welche  aß  —  aß  =1  ist.  Wenn 
man  nun  den  a.  a.  0.  für  die  Reihe  gefimdenen  Ausdruck: *) 

\  V    '      VI       \«'      V  ) 

welcher  dort  zur  Charakterisirung  seiner  Eigenschaft  als  Invariante  {axQonoi)  mit: 

Atr(eug,  u,v,  ew) 

bezeichnet  ist,  nach  steigenden  Potenzen  der  Grössen  Og,  Tq,  a,  r  entwickelt,  so  hat 
natürlich  jedes  einzelne  Aggregat  von  GHedern  einer  und  derselben  Dimension  für 
sich  die  angegebene  Invarianteneigenschaft.  Nun  ist  das  Aggregat  der  Glieder  erster 
Dimension : 


(51) 


2eroni        ,      1  \   '    f  /  \ 

Y—f —  +  q  2  ■  —r^~'e^o^    ' 


und  ich  füge  bei  dieser  Gelegenheit  die  Notiz  hinzu,  dass  die  in  der  Anmerkung  Nr.  60  auf 
S.  545  des  I.  Bandes  von  Jacobi's  Werken  erwähnten  Vorlesungen  „über  elliptische  Trans- 
cendenten",  welche  Borchardt  gehört  hat,  von  Jacobi  im  Wintersemester  1839/40  in  Königsberg 
gehalten  worden  sind. 

*)  Vergl.  S.  317  der  Sitzungsberichte  von  1889^). 

•)  Bd.  V,  S.  58 — 128  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker'a  Werken.  H 

*)  Bd.  V,  S.  126  dieser  Ausgabe.  H 

L.  Kronecker'a  Werke  V  18 
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WO  ■&'  die  erste  und  ■&'"  die  dritte  nach  C  genommene  Ableitung  der  mit  &[C,  -")  be- 
zeiclmeten  Reihe :  i  /   < ,  \ 


2« 


{»  =  +l,+  3,  +  5,..  ) 


bedeutet,  und  da  der  erste  Factor  jenes  Products  offenbar  bei  der  angegebenen  Sub- 
stitution ungeändert  bleibt,  so  kommt  auch  dem  zweiten  Factor : 

v^Oo  +  vwTo        3«^'7'(o,— ) 

für  sich  allein  jene  Invarianteneigenschaft  zu.  Hiermit  ist  aber  der  innere  Grund  der 
Legendr e' sehen  Relation  klar  gelegt.  Der  Ausspruch, 

dass  der  Ausdruck  (91°)  oder  das  mit  (3t)  bezeichnete  Aggregat  der  Glieder 
erster  Dimension  die  angegebene  Invarianteneigenschaft  hat, 

besagt  genau  dasselbe  wie  die  Legendre' sehe  Relation,  und  um  dies  zu  erkennen, 
braucht  man  nur  die  in  der  Relation  vorkommenden  elliptischen  Integrale,  wie  jetzt 
geschehen  soll,  durch  die  «? -Function  auszudrücken. 

I. 

Bedeuten,  wie  in  meiner  Älittheilung  vom  13.  März  1890^),  v  und  w  zwei 
complexe  Grössen,  und  ist  s  das  Vorzeichen  des  mit  i  multiplicirten  Theils  von  , 
so  kann  man  in  den  Formeln  von  Jacobi's  Fundamenta : 

K  i         £w  ^ 

K  V      ^ 

setzen.  Alsdann  bestehen  für  die  im  art.  48  der  Fundamenta  mit  A  bezeichnete 
Grösse  die  Gleichungen :  *) 

(1)  12KE  —  4(2  —  ;<')ä'=  n"  {1  —  '24  J), 

Ssmnntw 

(2)  A    =^ne  "  (m,n  =  l,3,3,...l, 


*)  Vergl.  S.  136  und  137  der  Originalausgabe  und  S.  189  und  190  des  I.  Bandes  von 
Jacobi's  gesammelten  Werken. 

»)  Bd.  V,  S.  91  ff.  dieser  Ausgabe.  H 
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WO  E  das  vollständige  elliptische  Integral  zweiter  Gattung  mit  dem  Modul  x  be- 
deutet. Es  ist  ferner  gemäss  der  Formel  (2)  im  art.  36  und  der  Formel  (9)  im  art.  65 
der  Fundamenta : 

^  4  IS^logG  -  e"^)  =  4  log  ^'(o/-J)  -  41og  2... 

71=   1 

also,  wenn  nach  w  dif ferentiirt  wird : 


]  -  24^ 


•itmnni 

ne 


und  hieraus  folgt  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (1)  und  (2)  das  Kesultat: 

»■■■(»■'.") 


(3)  12KE  —  i{2  -  x^)IC 


'■(«■'")■ 


welches  die  Darstellung  des  Integrals  zweiter  Gattung  E  durch  i?- Functionen  ent- 
hält. Ersetzt  man  nämlich  darin  K  und  xK  durch  ihre  i?  -  Ausdrücke : 

wobei  der  Einfachheit  halber  das  zweite  Argument  der  i> -Functionen  (-J*^)  überall 
weggelassen  ist,  so  kommt : 

(4)  &n&\{Q)E  =  iitH\{0)  -  :zH\{Q)  -  ^'^.'^^ 

oder: 


1  

3j]A«(0)  -  mO)  sin*  \  zndz  =  2^*(0)  -  &i{0)  -  ^- 


(0) 
&\0) 


Nimmt  man  in  der  Gleichung  (3)  an  Stelle  des  Moduls  x  den  complementären 
Modul  H,  so  geht  dieselbe  in  folgende  über: 

(5)  12K' E' -  ^1  ~  x'^)K'^  =  ~       ^         ""' 


■•(«-")' 


18* 
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WO  E'  das  Integral  zweiter  Gattung  für  den  Modul  x  bedeutet;  denn  es  ist  nach  den 
oben  eingeführten  Bezeichnungen: 

K  i  ew       Ki   ev 

K  V  '      2f'  '*' 

Wird  nun  die  Gleichung  (3)  mit  —  — *  und  die  Gleichung  (5)  mit  ~  multi- 
phcirt,  und  alsdann  die  eine  zu  der  andern  addirt,  so  erhält  man  als  Resultat : 


12{K'E  +  KE'  —  KK')  = 


""    i>'(o,^)      ^    *'(°'-3' 


und  da  die  Legendre' sehe  Relation  in  den  hier  gebrauchten  Joco&i'schen  Bezeich- 
nungen folgendermaassen  lautet: 

K'E  +  KE'  -  KK'  =  4  ^, 
so  erscheint  dieselbe  bei  Anwendung  der  ??- Functionen  in  der  Gestalt: 

(6)  v^  •  — ^ ^  -  w' ) ^  =  6evw7zi. 

Man  kann  aber  diese  Gleichung  auch  in  folgender  Weise  darstellen: 

,_x  2er ni         .1  \       vj    — 2eam  1  \ w/  ^ 

^  '  v{av  +  Tw)  "•"  3^2"    ^Yo   i^)    ~  w{av  +  rw)  '^  3,^2"    ^'  l^  _  «"\ ' 

ihr  Inhalt  kann  also  dahin  formulirt  werden,  dass  der  Ausdruck : 


Zerni 


+ 


1    «"(»•") 


viav  +  rw)        3„2       ^'(0,*'") 

ungeändert  bleibt,  wenn  man  darin : 

o,       r,     V,       w 
durch  —  T,     a,  —  w,    v 

ersetzt.  Derselbe  Ausdruck  bleibt  nun,  wie  die  unmittelbar  aus  der  Definition  von  ■& 
resultirende  Gleichung:  , 
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zeigt,  auch  ungeändert,  wenn  man : 

a,         r,        V,        w, 
durcli  a  —  er,    r,        v,     w  -\-  £v 

ersetzt,  und  mittels  einer  Reihe  von  Substitutionen  der  beiden  angegebenen  Arten 
gelangt  man  zu  jeder  Substitution : 

a  =  aa  4-  ßr,     v  —  ßv  —  aw 

(8)  /  /  /  ,  (a^-a',i=l) 

T  =  aa  -\-  ßx,    tv  =  —  ßv  +  aw  ' 

in  welcher  a,  a,  ß,  ß'  ganze  Zahlen  bedeuten;  es  zeigt  sich  also,  dass  in  der  That, 
wie  in  der  Einleitung  angekündigt  worden  ist,  der  Inhalt  der  Legendr e' sehen  Rela- 
tion sich  vollständig  deckt  mit  dem  Inhalte  der  Relation : 

,„,  2er7ti         .1  \       v/  2e  t  ni  .1  \       v   / 

durch  welche  der  Ausdruck: 

als  Invariante  der  Aequivalenz : 

(A)  (ff,  r,v,w)  '^  {aa  +  ßr,  aa  -)-  ß'r,  ß'v  —  a'w,  —  ßv  -\-  aw) 

charakterisirt  wird. 

IL 

Da  av  +  rw  ebenfalls  eine  Invariante  der  Aequivalenz  (A)  ist,  so  deckt  sich 
auch  die  Invarianteneigenschaft  des  Ausdrucks : 

2eT{av-{-Tw)ni    ,    (av-^tw)'^  \  '  v  / 

mit  dem  Inhalt  der  Legendre' sehen  Relation.  Dieser  Ausdruck  ist  aber  nur  von  dem 
Verhältniss  -    abhängig  und  demnach  eine  Invariante  der  Aequivalenz : 

la,r,  —  1  ~  (  äff  +  ßr,  aa  4-  ßr, ; — —,). 

\  "/        V  —aw  +  ßvj 


2eT7ii 
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Man  kann  daher  v  =  1  setzen  und  erhält  alsdann  in  dem  Ausdruck : 

m")  2£T  (ff  +  rw)  ni  +  V  (ff  +  riof  ■  *  -/"'  ^'"^ 

eine  Invariante  der  Aequivalenz: 

( A')  (ff ,  t  ,  w)  ~  f«  ff  +  /9  t  ,  «'ff  +  /3't  ,  — °-'^-~/-\ .  I 

\  —aw  +  ßj  ^ 

Die  zwischen  den  beiden  Quotienten: 

^'"{O.ew)        &"'{0,e'w')  /    ,_   au,-,-i  \ 

^'  (0 ,  ew) '        &'{0.  e'w)  V"  "-„'«,  +  li')        j 

bestehende  Transformationsgleichung  muss  sich  hiernach  direct  dadurch  ergeben,  i 
dass  man  den  Ausdruck  (9t")  gleich  demjenigen  setzt,  welcher  durch  die  Substitution  ; 
von: 

aa  +  ßr,     aa  +  ßr,     -, — /^  , 

—  a  w  -{-  p 

an  Stelle  von  a,  r,  lu 

daraus  hervorgeht.  In  der  That  erhält  man  dabei  als  Resultat  die  Transformations- 
gleichung : 

/in\  &    {0,ew)  ,   t  „/.2     &    (0,ew)     ,     n    '/   '  o'\ 

V  (0,e  w  )  &{0,ew) 

welche  offenbar  eine  Verallgemeinerung  der  obigen,  die  Legendre' sehe  Relation  ver- 
tretenden Gleichung  (6)  ist  und  in  diese  übergeht,  wenn: 

a  =  0,ß=—l,a=l,ß'=:0 
gesetzt  wird. 

Es  muss  noch  hervorgehoben  werden,  dass  die  Invarianteneigenschaft  des 
mit  (9l")  bezeichneten  Ausdrucks: 

r>         /  I  \        •      I        1     /  I  \2       ^      (0,£W) 

2sr{a  +  riv)ni  +   ,    (ff  +  rwy  ■  —  )^ — f 
"5  *  (0,  ew) 

in  Evidenz  tritt,  wenn  man  denselben,  gemäss  den  obigen  einleitenden  Auseinander- 
setzungen, als  das  Aggregat  der  Glieder  zweiter  Dimension  auffasst,  welche  bei  der 
Entwickelung  von : 
(11)  £wlim  ( [- Atr  {su,u^,l,  w))  (u  =  u  +  ru,) 
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nach  steigenden  Potenzen  von  a  und  t  auftreten.  Die  Entwickelung  von: 

Atr  (eu,  Mj,u,M)) 
ist  nämlich,  bis  zu  den  G hedern  erster  Dimension  einschhessüch,  folgende: 

1        ^       ^«  +  «0  .  2„^i  +  ^JÜ^o  .  -A^Ll 

Uq      '       U       '  UV  3„2  d'(0,^-") 

und  es  kommt  also  bei  der  Entwickelung  von  (11),  wenn  dieselbe  bis  zu  den  Gliedern 
zweiter  Dimension  einschhesslich  genommen  wird : 

«)  1  +  2eT(a  +  ric)7ii  +  J  (ff  +  Tief  ^-^^^^^  ■ 

Dieser  Ausdruck,  welcher  sich  von  (9(")  nur  um  1  unterscheidet,  kann  daher  an  Stelle 
von  (3t")  als  Invariante  der  Aequivalenz: 

(A')  (o,r,tv)  ~(aa  +  ßr,aa  +  ß'r,     °T     ,   v)  (a/-«',:(  =  i) 

\  —aw  +  pj 

genommen  werden,  und  seine  Invarianteneigenschaft  tritt  unmittelbar  in  Evidenz, 
wenn  man  ihn  auf  Grund  der  Gleichung  (2)  im  §  10  meiner  Mittheüung  vom 
13.  März  1890')  als  Aggregat  der  GUeder  bis  zur  zweiten  Dimension  einschhesshch 
in  der  Entwickelung  von: 

(12)  i™i™^«  +  n-' 

nach  steigenden  Potenzen  von  a  und  t  auffasst.  Dabei  gelten  für  die  Summation, 
wie  a.  a.  0.  dargelegt  ist,  die  Bedingimgen: 

m  =  am  +  ßn  ,  n  =  a  m  -\-  ß  n  , 

m'  =  ±1,  ±2,...±M,       n  =  ±1,±2,...±N, 

und  für  a ,  ^ ,  a',  ß'  können  irgend  welche,  die  Gleichung  aß'  —  a'ß  =1  befriedigende 
ganze  Zahlen  genommen  werden. 

Wendet  man,  wie  ich  es  in  meinen  Universitätsvorlesungen  zu  thun  pflege, 
den  Begriff  der  Modulsysteme,  welchen  ich  in  der  Algebra  eingeführt  habe,  auch  in 
der  Analysis  an,  so  ist  jene  Reihe  (12)  als  ,,dem  Ausdruck  (21^)  congruent  modulis 


')  Bd.  V,  S.  126  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker'a  Werken. 
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a^,a^r ,  ar^,  t^"zu  bezeichnen.  Alsdann  lässt  sich  das  oben  entwickelte  Resultat  da- 
hin formuliren,  dass  die  Eigenschaft  der  Reihe : 

ZjZiW+^W^  (.,.,., =  ±.,±2, ±3,...), 

eine  Invariante  der  Aequivalenz: 

{a,  r ,'w)r~^  iaa  -\-  ßr,  aa  +  ß'r,  — ,- — -—,)  {a[i'-a'fi=i) 

\  —a w  +  ß / 

im  Sinne  der  Congi-iienz  für  das  Modulsystem : 

zu  sein,  die  Legendre'sche  Relation  ersetzt. 

III. 

Zu  dem  in  der  Gleichung  (3)  des  art.  I  enthaltenen  Ausdruck  des  voll- 
ständigen Integrals  zweiter  Gattung  durch  ^-Functionen  gelangt  man  auch,  in- 
dem man  statt  der  Reihenentwickelungen  der  Fundamenta  einige  Formeln  der  im 
36.  Bande  des  CreMe'schen  Journals  pubhcirten  Abhandlimg  Jacobi's  über  die 
Differentialgleichung  der  ^  -Reihen  benutzt.*)  Wenn  man  nämhch  in  dem  Resultate 
der  Addition  der  drei  a.  a.  0.  mit  (4)  bezeichneten  Gleichungen; 

für  A,  Ai,  A2,  B,  Bi,  B2  die  dort  angegebenen  Werthe:**) 

B=l{E-  x"K),  B,  =  ^^E,  B,  =  -^  (E-K) 
einsetzt,  so  ergiebt  sich  mit  Berücksichtigung  der  schon  oben  benutzten  Relation: 

ganz  unmittelbar  die  Gleichung: 

_  d]og|JO^)   ^  .  _  3^.j^  _  ^,j^,  ,„..  =  iog„, 

dw  ^  ' 


*)  Crelle's  Journal,  Bd.  36,  S.  101  und  Jacobis  Werke  Bd.  II,  S.  178. 
**)  Crelle'B  Journal,  Bd.  36,  S.  100  und  Jacobi's  Werke  Bd.  II,  S.  176. 
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welche  mit  der  obigen  Gleichung  (3)  zu  identificiren  ist,  indem  von  der  Kelation: 

dw  4m        ^        ' 

Gebrauch  gemacht  und  alsdann  w  durch  -"^  ersetzt  wird. 

IV. 

Die  bihneare  Function  der  vollständigen  elliptischen  Integrale  erster  imd 
zweiter  Gattung  für  zwei  mit  einander  complementäre  Moduln : 

12(A''ß  +  KE'  —  KK') 

ist  im  art.  I  durch  den  i?- Ausdruck: 

.*"Yo.^)  .*"Yo,--) 

dargestellt  worden.  Dieser  nimmt  mit  Hülfe  der  am  Schlüsse  des  art.  III  erwähnten 
Relation : 

j =   A — ■  ^     (ß,  w) 

dw  im         ^         ' 

folgende  Gestalt  an : 

Alog*'(0.-3        <^log^'(0.?)^ 

^.nw\ — ^ — — j /. 

V  dw  dw  / 

und  die  Integration  führt  daher  zu  der  Gleichung : 

log  y(0,  -  g  =  log  t?'(0.  ^")  +  I  /(A-'Z?  +  KE'  -  A' A'V  log  w. 

Macht  man  nun  zuvörderst  nur  von  dem  einen  Ze</e«(Zre'schen  Resultate  Ge- 
brauch, wonach  der  Werth  des  Ausdrucks  KE  +  KE  —  KK'  vom  Modul  x  und 
also  auch  von  w  unabhängig  ist,  so  kommt: 

wo  c"  die  Integrationsconstante  bedeutet,  und  wenn  man  hierin  nach  einander 
w  —  tve^     und  w  =eve^     setzt,  so  erhält  man  wegen  der  evidenten  Gleichungen: 

L.  Kroneckor'B  Werke  V  19 
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die  Bestimmungen: 

3 

K'E  +  KE'  —  KK'  =  "2-  ^,    c^Eve^"'=\. 
Die  auf  diese  Weise  resultirende  Gleichung : 

(18)  *'(-'.-ä  =  (|/^)V(o,';) 

ist  also  eine  einfache  Folge  der  Legendre' s,ch&n  Relation.  Da  andererseits  diese  in  der 
oben  (art.  I)  angegebenen  Form : 

(6)  v"".^ ^  _  ^K  .A^^i  ^  (,evwni 

durch  logarithmische  Differentiation  aus  der  Gleichung  (13)  hervorgeht,  so  erweist 
sich  dieselbe  als  mit  der  Legendre  sehen  Relation  aequivalent,  und  zwar  auch 
dann,  werm  die  Relation  nur  in  der  Weise  gefasst  wird,  dass  der  Werth  von 
K' E  +  KE'  —  KK'  von  x  unabhängig  ist. 

Aber  die  Gleichung  (13)  ist  wiederum  als  vollständig  aequivalent  mit  der  all- 
gemeineren Transformationsgleichung: 

(14)  ^f-"  ,  -  ^"W  -  ei(\/~'^)  e^-"'  ^f-"  ,  i^) 

anzusehen.  Denn  einerseits  geht  offenbar  die  Gleichung  (13)  durch  Differentiation 
aus  der  Gleichung  (14)  hervor;  andererseits  ist  diese  ebenso  einfach  aus  jener  zu 
erschliessen,  da  aus  der  Gleichung  (13)  in  Verbindung  mit  der  Fundamentaleigen- 
schaft der  ■&  -  Reihe  unmittelbar  folgt,  dass  die  Function  der  complexen  Variabein  u, 
welche  entsteht,  wenn  man  die  eine  Seite  der  Gleichung  (14)  durch  die  andere  divi- 
dirt,  niemals  unendlich  wird  und  für  m  =  0  den  Werth  1  hat. 

Die  Legendre' sehe  Relation  erweist  sich  daher  als  vollständig  aequivalent  mit 
der  Transformationsrelation  (14),  und  hierin  liegt  wohl  ihre  hauptsächhchste  Be- 
deutung. 

Ich  bemerke  noch,  dass  man  für  den  speciellen  oben  benutzten  Werth  e  ^ 
des  Quotienten  —  das  Quadrat  des  Modids  gleich  —  e^     und  aus  der  Gleichung  (6) 
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die  Werthbestimmung: 


*"'(o,e'"') 


*'(0.e^-) 

erhält,  wenn  man  die  Gleichimgen: 

y(o,— e"*^'")=    y(o,e^'"+l)  =  e~'"   d^O.e""'), 
i?"'(o,  -  e^"')  =  t?"'(o,  e^'"+  l)  =  e~'"  *"'(o,  e"^") 
zu  Hülfe  nimmt.  Für  x  =y-2  ^md  w  =eviist: 

*;(o.j)^_3 

*(0,i) 

wie  unmittelbar  aus  der  Gleichung  (6)  hervorgeht. 

V. 

Geht  man  bei  der  Entwickelung  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen,  wie 
es  Jacobi  in  seinen  schon  erwähnten  Königsberger  Universitätsvorlesungen  gethan 
hat,  von  der  »?- Function  aus,  so  ist  die  Methode,  durch  Differentiation  der  Trans- 
formationsgleichung (14)  zu  der  Legendre  sehen  Relation  zu  gelangen,  die  einfachste 
und  natürlichste.  Sie  ist  auch  von  Hrn.  Schellbach  in  seinem  1864  erschienenen  Buche 
„Die  Lehre  von  den  elliptischen  Integralen  und  den  Theta-Functionen"  im  §  121 
benutzt  worden.  Aber  Jacobi  hat  dies  auffallender  Weise  weder  in  den  Vorlesungen 
von  1835/36  noch  in  den  von  1839/40  gethan,  obgleich  er  schon  in  der  11.  Vorlesung 
von  1835/36  die  Transformationsgleichimg  für  die  j?-Fimction  abgeleitet,  die  Wich- 
tigkeit derselben  lebhaft  hervorgehoben*)  imd  dann  in  einer  ganzen  Reihe  von  etwa 
zehn  Vorlesungen  die  Theorie  der  linearen  Transformation  der  i?- Function  ein- 
gehend behandelt  hatte.  Dagegen  hat  Jacobi  schon  im  art.  56  der  Fundamenta  den 
entgegengesetzten  Weg  angegeben,  auf  welchem  man  von  der  Legendre' sehen  Rela- 


*)  Jacobi  sagta.  a.  0.:  ,, Diese  Transformation  ist  eine  der  wunderbarsten  der  ganzen 
Analysis,  und  sie  giebt  für  specielle  Werthe  von  q  und  z  Gleichungen,  die  so  auffallend  sind, 
dass  man  sie  ohne  numerische  Beispiele  fast  nicht  glaubt." 

19* 
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tion  ausgehend  zu  der  Transformationsgleicliung  für  die  ^-Function  gelangt,  aller- 
dings nur  soweit,  dass  noch  die  Bestimmung  eines  von  dem  ersten  Argument  der 
«?- Function  unabhängigen  Factors  erübrigt. 

Um  die  Jacobi'sche  Deduktion  hier  kurz  darzulegen,  stelle  ich  zuvörderst  die 
Beziehungen  zwischen  den  Functionen  Z  und  6  der  Fundamenta  und  der  Function  ■& 
durch  die  beiden  Gleichungen  dar: 

0{2Ku)  =  e*  -»{u  +  gW,  wj 

(15)  &'(u  +  \w,^o)  (-  =  ^)- 
2KZ{2Ku)  =  7ii  +  — J -j ^ 

Alsdann  ist  nach  der  Definition  der  Zeta- Function  2^  im  art.  47  der  Fundamenta: 

/•  &'  [u+    -w,w\ 

AuK{K  —  E)~  ^H^K^J  sin' am  2Kudu  =  ni  -] = '-. 

"  §  (u -\- -^  w ,  iv\ 

Wird  diese  Gleichung  nach  u  differentiirt  und  dabei  im  Anschluss  an  die  von  Jacobi 
in  seinen  Vorlesungen  gebrauchten  Bezeichnungen*)  zur  Abkürzung: 

gesetzt,  so  kommt: 

4:K  {K  —  E)  —  ix^  K  ^  sin^  am  {2Ku,x)  =  x'\u  +  ^w,w), 

und  wenn  u  durch  u  —  .^  w  ersetzt  wird : 

(16)  4K{K~E)  -  ^-^^, =  x'{n,tv). 

sin  am  (2Ku,  x) 

Substituirt  man : 

X ,     K ,     E ,     — 

w 

für:  X,     K,    E,     u 


*)  In  der  Borchardt' seihen  Ausarbeitung,  welche  im  I.  Bande  von  Jacobi's  Werken 
abgedruckt  ist,  findet  sich  der  Buchstabe  g  an  Stelle  des  im  Vorlesungshefte  gebrauchten 
Buchstaben  x- 
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und  macht  alsdann  von  der  Relation: 

sm^&m  (2 Kui,>c')  =  —  tg^a.m  (2 Ku,x) 
Gebrauch,  so  erhält  man  die  Gleichung : 

tg  am  {2Ku,x)  \ "^  *" ' 

und  aus  der  Verbindung  der  Gleichungen  (16)  und  (17)  geht  das  Resultat  hervor: 
(18)  -  ii  {K'E  +  KE'  -  KK')  =  wx  {u,w)  -!/(;,-  i). 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  du  und  integrirt,  so  kommt: 


\w  w  / 


d  {u,1j0) 


=  *''\k'E  +  KE'  -KK'), 


da  die  Integrationsconstante  sich  gleich  Null  erweist,  wenn  man  u  mit  —  u  ver- 
tauscht. Wird  nun  auf  Grund  der  Legrenc^re'schen  Relation  der  Ausdruck  auf  der 
rechten  Seite  durch  "''^  ersetzt,  dann  auf  beiden  Seiten  mit  du  multiplicirt  und 
integrirt,  so  ergiebt  sich  die  Transformationsgleichung : 

^  («        1)  =  Ce^d{u ,  w) , 

\W  W I  \      »       / J 

in  welcher  C  die  Integrationsconstante  bedeutet.  Bestimmt  man  dieselbe  durch  den 
Werth  u  =^w,s,o  erhält  man  die  Formel: 


(19)  ^'^        ""^ 


&{u,w) 


»a-i)       »(■'-"■)■ 


welche  ihrem  Inhalte  nach  mit  der  Formel  (5)  im  art.  56  der  Fundamenta  überein- 
stimmt. 

VI. 

In  seinen  grundlegenden,  aber  selten  citirten,  auf  ganz  originalen  Ideen  be- 
ruhenden „Beiträgen  zur  Theorie  der  elhptischen  Functionen",  welche  1847  im 
35.  Bande  des  Crei/e'schen  Journals  erschienen  sind,  hat  Eisenstein,  wie  für  die 
Theorie  der  ??- Function  überhaupt,  so  insbesondere  für  die  hneare  Transformation 
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derselben  und  implicite  auch  für  die  Legendre' sehe  Relation  wesentlicli  neue  Ge- 
sichtspunkte aufgestellt. 

Eisenstein  geht  in  der  sechsten  seiner  Reihe  von  Abhandlungen*),  anknüp- 
fend an  die  Productentwickelungen  der  Kreisfunctionen,  von  dem  Doppelproducte 
aus: 

(20)  JJ(i_^^_|__)  ,..,  =  o.±..±,±,...,, 

in  welchem  a,  ß  ,y ,  x  complexe  Variabein  bedeuten.  Ersetzt  man  hierin,  im  Anschluss 
an  die  obigen  Bezeichnungen : 

a  durch  V,  ß  durch  w,  y  durch  iia-\-uir,  y  —  x  durch  «„  oder  vtr, +  jüTp, 

wo  (I ,  T ,  (Tq  ,  ■'^0  reelle  Variabein  sind,  so  nimmt  das  Eisenstein' sehe  Doppelproduct 
die  Gestalt  an: 

(21)  lim  lim     ff    'ff(^o±!n^Io±r^ 


T  =  -X  m  =  -  Jf 


und  man  erhält  alsdann  durch  Summation  in  Beziehung  auf  m  und  Benutzung  der 
Formel : 

m  =  Jf 

,.         'r~r  X -{- m sma;jt 

j/^^    11  y  +  m~~  sin  yn 

das  einfache  Product: 

"  =  ^  sin  {vao  +  »  (tq  +  w))  -^ 

lim    /  _/ ^  • 

'''~^n  =  -s  sin  (t)  (T -f  w  (t  +  n.))  — 

Der  Werth  desselben  ist  gleich : 

\v       V  / 

und  es  ergiebt  sich  also  die  Gleichung : 

,-,^^.  ,■       ,■       T-j{ao  +  m)v  +  {ro  +  n)w  _      \v      vi  /m  =  o,±i,  +  ä,...  + J<\ 

^        '  K  =  L^=ill(o  +  m)^  +  i^  +  n)w~^/v^ew\  U  =  o,±i,±3,...±W 

"■'"  \V    '    V   ) 

*)  Crelle'a  Journal  Bd.  35,  8. 153. 
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Eisenstein  untersucht  nun  a.  a.  0.  die  Werthänderung,  welche  das  Doppelproduct 
(21)  erfährt,  wenn  man  darin: 

CT  ,    T   ,    OTj  ,    Tj ,    U   ,     iü 
für:  CT,     T,     CTg,     Tj,     V,    W 

substituirt,  wobei  a',  r,  ctJ,,  t'^,  v,  w  durch  die  Gleichungen: 

a'  =  aa  +  ßr  +  y,     a^  —  aa^  +  /St,  +  y,      v  =  ß'v  —  a'w 
T=aCT  +  /3T  +  y,    T,  =  aCT„  +  /9T„  +  y,    w  =  —  ßv  -^  aw 

definirt  sind  und  a,a,ß,ß',y,y'  irgend  welche  der  Bedingung  aß'  —aß  =1  ge- 
nügende ganze  Zahlen  bedeuten. 

Diese  Untersuchung  gliedert  sich  in  zwei  deutlich  unterschiedene  Theile. 
Der  erste  enthält  den  Nachweis,  dass  die  Differenz,  welche  verbleibt,  wenn  von 
dem  Logarithmus  des  Doppelproducts  (21),  d.  h.  also  von  der  Doppelsumme: 

(23)  lim  lim  Vlog(l  -  ^f-^'^'^^t  ^77 '"?"), 
die  zweifach  unendhche  Keihe : 

(24)  -  lim  lim  (  T ^;^-"»l"i i'^ "-»^  +  l  {^? -J^l'^-^^^'P)']       ("  v<"'<  v) 

subtrahirt  wird,  bei  der  angegebenen  Substitution  ihren  Werth  behält,  und  im  zwei- 
ten Theile  wird  alsdann  die  durch  die  Substitution  bewirkte  Werthänderung  eben 
dieser  Reihe  (24)  ermittelt.  Dabei  bleiben  Glieder  der  Reihe,  in  endhcher  Anzahl, 
ausser  Betracht;  der  übrige  Theil  der  Reihe  tritt  bei  der  Entwickelung  der  nach 
Potenzen  von:  ,  ^    ,  ,         v 

(g  — go)t)4-(T  — To)u) 

{a  -\-  m)v  -{-  [x  -\-  n)  w 

entwickelbaren  Logarithmen  der  Doppelsumme  (23)  auf  und  bildet  darin  das  Aggre- 
gat der  ersten  beiden  Glieder. 

Bedeutet  En(«o,  u,  t\  w)  eine  Function  von: 

deren  Logarithmus  jene  Differenz  der  beiden  Doppelsummen  (23)  und  (24)  ist, 
welche  sich  nach  der  Eisenstein' sehen  Abhandlung  als  eine  Invariante  der  Aequivalenz : 

(«?o'  ^0.  <^.  ■^.  ^.  ««')  ~  iK'  K>  "''  ■^'.  ^''  ^') 
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in  der  oben  bei  (22)  angegebenen  Bedeutung  von  a'^,  t|,,  a',  r',  v,  w  erweist,  so  ist 
auch  die  Function  En(i<o,  m,  v,  w)  selbst  eine  solche  und  soll  deshalb  als  „Eisenstein- 
sche  Invariante"  bezeichnet  werden. 

Die  Eisenstein' sehe  Invariante  hängt  nicht  von  ihren  vier  Argumenten 
selbst,  sondern  nur  von  deren  Verhältnissen  ab;  ihre  Beziehung  zu  dem  ö-  Quotienten 
in  (21*)  wird,  wenn  man  zur  Abkürzung: 

lim  lim   ^  — | , =  /,  (u,  v,  lo) 

y-^  j[-„.^.J  u-\-mv-f-nw       '1^   '     '     / 

hm  hm     >  --— =  /g  {u,  V,  w) 

N=cc  M^ii  ^^  (u-f- mv -]- nw) 

setzt,  durch  folgende  Gleichung  ausgedrückt: 

(25)  e  ä  En  (u„,  u,  v,  iv)  = 

\v   '    V  / 

Der  Nachweis  der  Invarianteneigenschaft  von  log  En  ( «o ,  u,  v,  iv)  ist  in  dem 
ersteren  der  beiden  oben  unterschiedenen  Theile  der  Eisenstein' sehen  Entwickelun- 
gen  nach  gewöhnlichen  Methoden  geführt,  indem  die  absolute  Convergenz  der  Reihe : 

y^ ^ /    i=i,2,3,...      \ 

^  (ti  +  tnv  +  nw)'-^^  U,,.  =  o,  +  i,  +  2,..  j 

unter  der  Voraussetzung  dargethan  wird,  dass  die  absoluten  Werthe  der  Coeffi- 
eienten  c"'  unter  einer  bestimmten  Grenze  bleiben  und  dass,  falls  u  +  mv  -\-  nw 
für  ein  Werthsystem  m,  n  gleich  Null  ist,  dieses  bei  der  Summation  ausgeschlossen 
wird.  Aber  die  Bestimmung  der  Werthänderungen  der  hier  mit  fi{u ,  v ,  w) ,  fziu ,  v ,  w) 
bezeichneten  Reihen  bei  der  Substituirung  von  v',  w  für  v,  w  im  zweiten  Theile  ist 
a.  a.  0.  in  eigenthümlicher,  höchst  sinnreicher  Weise  erfolgt;  nur  ist  die  Darstellung 
etwas  weitläufig,  und  ich  will  deshalb  hier  die  bezügliche  Eisenstein' sehe  Deduction 
in  wesentUch  vereinfachter  Form  auseinandersetzen. 

Gemäss  der  Definition  von  fi(u,  v,  w)  und  fiiu,  v,  w)  ist  für  beide  Werthe 
r  =  1,  r  =2: 

(26)  f^{u  -\-  v,v,  V))  —  f^(u,  V,  tv)  =  0 
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und: 

(27)  /^(w  +  w,  V,  lo)  —  /^(w,  V,  w) 

=  lim  lim        y^(u  +  mv  -\-  (N  +  l)w)~''  —  ^  (m  +  rnv  —  Niv)  ~ ''  [• 
Werden  hier  die  Summationen  ausgeführt,  und  zwar  mittels  der  Formeln : 

fxjli  exjti 

hm     >  (x  +  mv)      =— „„^      .,;77» 

m  =  .V  /exni  txni\  —  i 

lim    ^  (a;  +  mt;)~'== ^^2  '  ^^  "   — "     °         > 

WO  e  das  Vorzeichen  des  mit  i  multiplicirten  Theils  von  ^  bedeutet,  so  ergiebt  die 
Gleichung  (27)  das  Resultat: 

/j(w  4-  w,  V,  10)  — /j(w,  V,  10)'=  —  *"    -  ,     f^(u  +  w,  V,  w)  — /2(m,  V,  w)  =  0, 
folglich,  wegen  der  Gleichung  (26),  für  zwei  beliebige  ganze  Zahlen  g,h: 

(28)  /^.(m  +  gv  +  hiv,  v,  w)  —  f^{u,  v,w)  = ^  -*  oder  =  0, 

je  nachdem  r  =  1  oder  r  =  2  ist. 

Setzt  man  nun : 

gv  +  hio  =  —  t,     g  —  ag  -\-  ßh ,     h  -^  a  g  [-  ß  h 
und  wie  oben: 

V  =  ß  V  —  a  w,     w  =  —  ßv  -\-  aw, 

wo  a,ß,a',ß'  ganze  der  Bedingung  aß'—a'ß=l   genügende   Zahlen  bedeuten, 
so  ist: 

(29)  g'v  4-  h'io'  =  gv  -\-hio  =  —t,     hv  —  h'v  =  at 

und  gemäss  der  Gleichung  (28) : 

(28*)  / .  ("  +  f/'*^'  +  /i'«''.  v' ,  w')  —  f  {u,  v,  w')  =  —  ■'--^  oder  =  0 , 

je  nachdem  r  =  \  oder  r  =  2  ist.  Die  Gleichungen  (28),  (28*),  (29)  führen  also  zu 
dem  Ergebniss: 

(30)  / .(w  —  U  ^',  w)  —  f.{u  —  t,  V,  w)  —  f  (m,  v,  w)  +  jAu,  V,  w)  =  -ÜLiL*  oder  =  0, 
je  nachdem  r  =  1  oder  r  =  2  ist. 

L.  Kronockora  Werke  V  20 
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In  den  Entwickelungen  der  Ausdrücke : 


—  ^  +  /i(«.  ».  w^)  +  lim  lim   "^ 


N=rc  ii=a>  ■^J  {mv  -f-  nw)^ 


-\-  f^{u,v,w)  —  lim  lim   ^ 


/m=  +  l, +2....  +  ilA 


IJIU    Ulli      ^    i 


nach  steigenden  Potenzen  von  u  kommen  nur  Glieder  vor,  in  welchen  die  dritte 
oder  eine  höhere  Potenz  von  {mv  +  7iw)  den  Nenner  bildet;  beide  Ausdrücke  be- 
halten also  nach  den  oben  erwähnten  Eisenstein' ?,chen.  Ausführungen  ihre  Werthe, 
wenn  v  für  v  und  w  für  w  substituirt  wird.  Aus  der  Gleichung  (30)  geht  demnach  für 
r  =  1  die  folgende  hervor: 

(30*)  Um  i"-2l--i-^^-r— H4=  — ^'    ('":''-•  •■■*^)' 

jv=aji/=oi'Ä^  \{mv  -\- nw  )         {mv -\- nw)  )  vv  ^       i'.i-,---i"/ 

und  man  erhält  hieraus  unmittelbar  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (28*)  und  (30)  zur 
Bestimmung  der  Werthänderungen  von  /i  und  /,  beim  Übergänge  von  u,  v,w  zu 
u,  V ,w'  die  Relationen : 

,,''/,         ,    ,  ,  2ea  uni       2evni 

i^{u,v,w)—  /i  {u,V,w)  = , V- . 

vv  V 

(31)  ,  '  • 

/j(M,t),  w)— /^(m,»,  w)  =  —  ,     , 
vv 

unter  den  Bedingungen : 

a  ^=  aa  -\-  ßx  ^  y ,     v  =  ß  v  — «w,        u  =  va  -\-  ivr 
T=a(T  +  /3T  +  y,     w  =■ — ßv-{-aw,    u  =  v  a  -\- v)  t 

Dabei  ist  tt  =u  +  yv  +  y'w,  und  £  bedeutet  das  Vorzeichen  des  mit  i  multiphcirten 
Theiles  von  '-. 

V 

Der  Exponent  von  e  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  (25)  war: 

—  (m  -  M„)  /i(m,  V,  W)  —   2-  (m  —  UoYf2iu,  V,  W)  Cl°l"a''  +  "r°)  ' 

Wird  hierin Uo,u,v,w durch u'^,,  u,  v ,  w  ersetzt  und  von  dem  so  resultirenden  Aus- 
druck der  ursprünghche  subtrahirt,  so  sind  darauf  die  Relationen  (31)  anwendbar, 
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da  M  —  «0  =  m'  —  Mo  ist,  und  es  ergiebt  sich  das  Resultat: 

{U    —  Mo) 7-  +  {U  —  «o)  —7—  • 

vv  V 

Aus  der  Gleichung  (25)  erhält  man  daher  die  Transformationsgleichung  für  die 
1?- Function: 

/%    e'w'\  ,  «0    ew\  ,    .  . 


I         II 


Setzt  man  hierin  ct  =  0,  t  =  0,  y  =  0,  y'  =  0,  so  wird  u  =  ü  =  0,  Mq  =  mÖ>  und  es 
kommt : 


*'(»■•;)    '■(»■?) 


setzt  man  abera  =0,  t  =  ,  a=0,/?=— !,«'  =  !,  ß'=0,  y  =0,  y' =  0,  so  re- 
sultirt  die  oben  im  art.  III  mit  (20)  bezeichnete  Transformationsgleichung,  welche 
Jacobi  im  art.  56  der  Fundamenta  mit  Hülfe  der  Legendr e' sehen  Relation  abge- 
leitet hat. 

Die  hier  auseinandergesetzte  Eisenstein' sehe  Methode  der  Ableitung  der 
Transformationsgleichung  für  die  i?- Function  beruht  ganz  wesentlich  auf  der  Er- 
kenntniss,  dass  von  dem  Doppelproduct  (21),  welches  den  Ausgangspunkt  seiner 
Untersuchungen  bildet  und  seinem  Werthe  nach  durch  einen  Quotienten  zweier 
^-Functionen  dargestellt  wird,  ein  Theil  ^n{Uo,  u,  v,w)  als  Factor  abgesondert 
werden  kann,  welcher  bei  der  hnearen  Transformation  der  i?- Functionen  seinen 
Werth  behält.  Dieser  Theil,  welchen  ich  als  die  Eisenstein' sehe  Invariante  bezeich- 
net habe,  war  durch  die  Gleichung  (25)  in  folgender  Weise  bestimmt: 

„     ,                      ,           Vo  '    V  )    («-OA(«.«',u')+,-(«-"»)'A(«.«',>'') 
tili  (!/„,  M,  U,  2t')  =  — e 

\V    '     V    ) 

Nun  erhält  man  für  die  hierbei  vorkommenden  Functionen  /i ,  /2 ,  wenn  man  in  den 
Reihen,  durch  welche  sie  definirt  sind,  die  Summation  in  Beziehung  auf  m  ausführt, 

20* 
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die  Werthe: 

\  c  '  P  / 

Die  ^isCTtsfein'sche  Invariante  ist  also  auch  einzig  und  allein  durch  ö -Functionen 
in  folgender  Weise  darzustellen: 

d.  h.  die  Eisenstein' sch^  Invariante  kann  dadurch  definirt  werden,  dass 
ihr  Logarithmus  gleich  demjenigen  Theüe  der  Entwickelung  von 

,  '(•) 

nach  Potenzen  von  u^  —  u  ist,  welcher  erst  mit  der  dritten  Potenz  an- 
fängt. 

Die  Eisenstein' iohe  Invariante  ist  eine  Invariante  der  Aequivalenz: 

(ff,,  T,,  ff,  T,  r,  IC)  ~  (ffg,  T^,  ff',  /,  r',  w) 
unter  den  Bedingungen: 

T,j  =  c'ff, -f-  ^T,  —  •/ ,    T  =  CG  —  ß'r -^  /',     tf '  =  —  ßr  —  cic. 

Werden  die  Bedingungen  aber  auf  die  Weriie  y  =y=0  eingeschränkt,  so  stellen 
die  mit  w, ,  u  bezeichneten  Ausdrücke : 

rffj  —  IfT,,      rff  —  (fT 

und  daher,  nach  den  oben  citirten  i'/.sen^em 'sehen  Darlegungen,  auch  die  Aus- 
drücke : 

/j(u,  r,  if) -j- u  Hm   lim    ^,  (mc  -f-  nic)~" 


/,(«,  r,  if)  —  lim   lim  ^  (mr  -t-  nic)~' 


1  =  j:  i.  -  2, . . .  +  .V  ' 


DIZ  LEGESvBEnCHE  EZLATIOS  15T 


InvariaiiterL  dar.  Es  entsteiit  dalker  in  (ifm  snnniebr  1 

InTaziante,   weim  man  in  der  Definitkios^eidiiBg  (23)  der  .KaoufeM^ 

Taiiante  _^  _^ 

/j(«,r.»c;  dmch  — «Hm  Em  ^ '••  4- si^~* 


j==  jr=-' 


/,^,  c, »)  dnr^  £m  Hm  ^  (»b-}-— ^  * 


ersetzT.  Die  so  entBtpTtende  Invadante  ist: 

^35)  -e  , 

nnH  man  iiat  iderc>e:  onter  dear  Snmnie  ^«c  —  «if)~*  im  Eiponensen  den  Grenz- 
werth.:  _  __    _.     _ 

Im   fim^fmr  —  «v  ^'  '*  =  -^^Z     -*) 

zu  verstehen,  welcher,  wie  unmitidbar  sub  ds  TWiiw*änBi.iglnifJiiiiig  t-cb  /«(«,  v,  i^ 
hervorgeht,  g^ddi  dem  fo^endea  i^: 


Jm(— ^ +/,(■.  r.wjj. 


Benutzt  man  nim  zur  BertimTnm^  iieaes  GstaxmaAa  die  nläge  DuBtdhng 

von  /,  durch  i?  -Functknen,  so  lesnltirt  die  GkicbTuig: 

-ff         _  .  ~ — 

und  ako  für  den  Loeazhiuniis  der  InväriiHTc   So   -üe  Beänrür^L^^: 


^-^  *°s:7r-;ir      er* 


Auf  eben  dieselbe  Invaiiant-?  :  :        t  Z-r^ickehn^  nadi  .skiiguadea  Po- 

tenaen  vMiu  auf  der  rechten  Se::-  ;  S~    I  t:i:i -ü^äc  i?:  bäs  auf  Güed^, 
wefche  für  u  =  0  veisehwioden: 

_' >  — m^.^»  — K         y^  X       T  mj ^ 


ä«* 


#10, —I         •^      *   0, 
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Setzt  man  also: 

(38)  log      Y     V  -~.-^r-^.  =  logE^  "%  -  , 

so  bestimmt  sich  die  Function  En|^,  —  j  als  Grenzwerth  der  allgemeineren  Eisen- 
stem 'sehen  Invariante  durch  die  Gleichung: 

(39)  ^(? '  v)  =  ^^™  "  ^°  ("o .  w .  «^ .  ^*)  e  ' "' 

sie  ist  selbst  eine  Invariante  der  beschränkteren,  nur  auf  die  Grössen  v  und  w  be- 
züglichen Aequivalenz: 

{V,W)  r^  {ß  V   aW,   ßv    -\-    aw)  (af-a',-i  =  1), 

und  die  obige  Invariante  (35)  ist  in  der  Form : 

En(^^^) 

\  V         VI 

En(^,^ 
\v       VI 

als  Quotient  zweier  Invarianten  En  darstellbar. 


VIT. 

Durch  die  unendhchen  Doppelproducte  und  Doppelsummen,  welche  Eisen- 
stein seiner  neuen  Theorie  der  elHptischen  Functionen  zu  Grunde  gelegt  hat,  werden 
diese  so  zu  sagen  in  ihre  „Elemente''  zerlegt.  Die  Legendre'sohe,  Relation  erscheint 
dabei  zuerst  in  der  allgemeinen  Form : 

(40)  lim  lim  \^^.-^.  -2,      l       /|  =  ^-^, 

(m  =  +  l.  +  2,...  +  if;     n  =  +  l,+  3,...  +  A') 

aus  welcher  dann,  wenn  man  in  den  Substitutionsgleichungen : 

V    =  ß  V  —  a  W,   tV    =   —  ßv  -\-  aw  (a,i'-a'fl=l) 

a  =0,  ß  =—  1,  a'=l,  ß'  =0  annimmt,  die  speciellere  Relation: 

(41)  lim  lim  I  V '-^  -2 ^— ^1  =  -  ^ 

(m=±l,±i,...±Mi     n=±l,±2,...±S) 
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hervorgeht.  Diese  speciellere  Relation  (41)  zeigt  sich  als  vollkommen  identisch  mit 
der  Legendreschen  Relation  in  der  obigen  Gestalt  (6) : 

2\              W/                2         \        V  /  „ 

V    ; ;^ W =   ßeVlüTll, 

wenn  darin  für  den  Quotienten  —  die  Werthe  aus  der  Gleichung  (36)  eingesetzt 
werden.*) 

Die  allgemeinere  Relation  (40)  entsteht  einfach  aus  der  zweiten  der  oben 
mit  (31)  bezeichneten  Gleichungen,  indem  darin  y'=  0,  also  u  =u  und  dann  m  =  0 
gesetzt  wird,  und  diese  Gleichung  ist  es,  auf  welcher  in  der  Eisenstein" sehen  Ent- 
wickelung  die  lineare  Transformation  der  i!>- Function  beruht.  Dies  tritt  besonders 
deutlich  in  der  oben  mit  (38)  bezeichneten  Gleichung  hervor.  Denn  da  der  Ausdruck 
auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  ungeändert  bleibt,  wenn  die  Grössen  v,  w 
durch  v,  w  ersetzt  werden,  so  ergiebt  sich  zuvörderst  bei  Anwendung  der  ihrem  In- 
halte nach  mit  der  Relation  (40)  gleichbedeutenden  Formel : 

ganz  unmittelbar  das  Resultat: 


(42) 


'{''!)     ^'("'v) 


in  genauer  Übereinstimmung  mit  der  obigen  Gleichung  (33).  Ferner  entsteht  aus 
derselben  Formel  (40*)  durch  ,,exponentielIe  Integration"  —  wie  Eisenstein  treffend 
die  der  logarithmischen  Differentiation  entgegengesetzte  Operation  bezeichnet**)  — 
die  Transformationsgleichung : 

(42*)  ~9~~,  &' [O,  'i\=  J^&'(o/^\, 

v]/v        \       V    J         vYv        \    ^  / 

*)  Eine  andere  Art  der  Ableitung  der  Le^eredre'schen  Eelation  aus  den  Eisenstein- 
sehen  Entwickelungen  findet  sich  auf  S.  27 — 29  der  Inauguraldissertation  des  Hm.  Adolf 
Hurwitz  (Leipzig  1881). 

**)  Crelle's  Journal,  Bd.  35,  S.  22G. 
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WO  C  die  Integrationsconstante  bedeutet.  Der  Werth  derselben  erweist  sich  sowoM 

für  den  Fall: 

a  =  l,ß  =  —  l,a=0,ß'=l 

bei  beliebigen  Grössen  v,w,  als  auch  für  den  Fall: 

a  =  0,ß=—l,a=l,ß'=0, 

wenn  dabei  w=  eiv  genommen  wird,  als  eine  achte  Wurzel  der  Einheit,  und  da  sich 
aus  lauter  Substitutionen  der  beiden  angegebenen  Arten  jede  Substitution: 

V  =  ß  V  —  a  w,     w  =  —  ßv  -'r  aw 

hnl 

zusammensetzen  lässt,  so  ist  der  Werth  von  C  stets  e  ■*  ,  und  die  ganze  Zahl  h  be- 
stimmt sich  durch  die  Zahlen  a,  ß ,  a  ,  ß  . 

Mit  Hülfe  der  Gleichung  (42*)  und  der  angegebenen  Bestimmung  von  C 
geht  die  Transformationsgleichung  (42)  in  folgende  über: 


(43)  yv'M"'''-^)  =  ^''M"'''-) 


-u„  — ,-  +  ■ 


und  da  andererseits  die  obige  Formel  (40*)  oder  die  damit  gleichbedeutende  Rela- 
tion (40)  durch  Differentiation  aus  der  Transformationsgleichung  (43)  hervorgeht, 
so  erweisen  sich  diese  beiden  Gleichungen  als  vollständig  aequivalent.  Es  zeigen  also 
auch  die  Eisenstein' sehen  Entwickelungen,  und  zwar  mit  besonderer  Deutlichkeit, 
die  inhalthche  Übereinstimmung  der  Legendr e' sehen  Relation  mit  derjenigen,  welche 
zwischen  Unear  transformirten  «?- Functionen  besteht. 

Es  verdient  wohl  noch  hervorgehoben  zu  werden,  dass  sich  gemäss  der  Be- 
merkung am  Schlüsse  des  art.  IV  für  die  dort  angenommenen  besonderen  Werthe : 

EU)  =  ve       ,     ew  =  vi 
aus  der  Gleichung  (36)  die  beiden  Formeln: 
lim    lim 


™>"  \r      I'  ir       I  /m  =  ±  1,  ±  2,  ±3,  ...  :t  3/\ 

■^  1  \n  =  ±l,  ±i,  ±a,...±A'! 

hm    hm  /^ j  =  ti 

jv=  »  3/  =  » -^  (m  +  ni) 

zur  Bestimmung  der  Eisenstein' sehen  Doppelsummen  y^{mv  +  nwy^  ergeben. 
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VIII. 

Die  wahre  Natur  und  Bedeutung  der  Eisenstein'schen,  oben  im  art.  VI  mit 
fi{u,  V,  w)  bezeichneten  Doppelsumme  2'("  "^  ^'**^'  "*"  nw)'^,  welche  aus  der  log- 
arithmischen Differentiation  des  Eisenstein' sehen  Doppelproductes  entsteht  und  die 
logarithmische  Ableitung  der  ?? -Function  darstellt,  wird  erst  durch  die  in  gewissem 
Sinne  allgemeinere  Doppelreihe  8eT{uo,  u,  v,  w)  vollständig  aufgeklärt.  Ich  werde 
dies  in  einer  weiteren  Mittheilung  zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen  ausführ- 
lich darlegen  und  hier  nur  so  weit  darauf  eingehen,  als  es  für  die  Legendre'sche  Rela- 
tion von  Wichtigkeit  ist.') 

Die  Doppelreihe  Ser(«o,  u,v,w)  ist  durch  die  Gleichung  definirt: 

(44)  Ser(«o,  M,  r,  lü)  =  lim   lim     >, — r    -,— ,  ,    ,     ,    , 

wobei  die  Summation  auf  die  ganzzahligen  Werthe  von  niyn  zu  erstrecken  ist, 
welche  den  Ungleichheitsbedingungen  genügen : 

\am  +  ßn\^M,     \a'm  +  ß'nl -^  N , 

vorausgesetzt,  dass  a,  ß,  a  ,  ß  ganze  Zahlen  sind,  für  die  aß  —  a  ß  =1  ist.  Der 
Werth  der  Reihe  Ser(Mo,  u,v,w)  wird  durch  die  Function  Atr(eMo.  u,  v,  ew)  dar- 
gestellt, welche  folgendermaassen  definirt  ist: 

(45)  Atr(£M„,M,i',ei<0=  ^  e    °       ~,~-^r-7 "- 

\  V   '  V  j    \v'v) 

oder: 

(45*)  Ät-T{eu„  u.  V,  ero)  =  «<'"«- "•"•"■•  ^%f''iIJ^^'i^9ptiliIJ!^, 

^       '  \      0'      '     '        /  Atr(euQ,v,  ew)Atr(u,v,  EW) 

weim  von  den  Bezeichnungen  Gebrauch  gemacht  wird: 

(46)  Atr(«.  ..  ew)  =  (2..)^(^'(o.  *;)P^(:  .  v)«"""' 

1  1 

(46*)  Atr'(0,  v,Ew)=  ^{2n)'  (i?'(o,  ^)j\ 

')  Vgl.  Zusatz  8  am  Ende  dieses  Bandes.  II 

L.  Kroneoker't  Werk«  V  21 
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welche  ich  im  art.  XX,  §  8  meiner  Mittheilungen  zur  Theorie  der  elHptischen  Func- 
tionen eingeführt  habe.^) 

Die  complexen  Grössen  Mq,  u  sind  durch  die  complexen  Grössen  v,  w  und 
durch  die  reellen  Grössen  af^,XQ,a  ,x  vollkommen  bestimmt,  nämlich  in  der  Weise, 
dass  die  Gleichungen  zu  erfüllen  sind : 

■Mjj  =  tj(Tp  4- WT,,  u  =  va  -];-  lor, 
und  e  ist  das  Vorzeichen  des  mit  i  multiplicirten  Theiles  von  — ,  also  dadurch  be- 
stimmt, dass  der  reelle  Theil  von  '^^-  negativ  werden  muss.  Die  Functionen 
A.tT{u,v,Ew),  A.tT{eUa,u,v,ew)  sind  hiernach  eigen tUch  Functionen  der  reellen 
Grössen  ct,  t,  CTo,  Tq  und  der  beiden  complexen  Grössen  v,w;  die  letztere  der  beiden 
Functionen,  sowie  die  12te  Potenz  der  ersteren,  behält  ihren  Werth,  wenn: 

öCTg  -f  /9Tj,  a  a^  -\-  ß' r^,  aa  +  /5t,  a  a  -f-  ß  t,  ß  v  —  a  w,  —  ßv  -{-  aw 
für:  o-p,  Tj,  ff,  T,  V,  w 

substituirt  wird,  vorausgesetzt,  dass,  wie  oben,  « ,  ß ,  a ,  ß  ganze  Zahlen  sind, 
welche  der  Bedingung  aß'  —  aß  =  1  genügen.  Die  Functionen  (Atr(M,  v,  ew)Y^, 
Atr {eUQ,u,v,w)  sind  also  Invarianten  der  ganzen  Classe  von  Grössensystemen : 

(S)  («ffg  +  ßr^,  a'a^  -j-  ß'r^,  aa  +  ßz,  aa  -|-  ß'r,  ß  v  —  aw,  —  ßv  -\-  aw), 

welche  durch  die  verschiedene  Wahl  der  Zahlen  a,  ß  ,a,  ß'  entstehen,*)  und  eben 
deshalb  ist  in  der  Bezeichnung  Atr  der  griechische  Ausdruck  für  Invariante  „äTQonoQ" 
angedeutet.  Mit  Hinsicht  auf  diesen  Ausdruck  ist  wohl  auch  passender  Weise  die 
Invarianteneigenschaft  einer  Function  einfach  als  ,,Atropie"  zu  bezeichnen,  und  man 
kann  auch  sonst  mit  Vortheil  neben  den  von  dem  treffenden  Sylvester'' sehen  Aus- 
druck ,, Invariante"  hergeleiteten  Wortbildungen  solche  benutzen,  die  dem  Griechi- 
schen entlehnt  sind,  zumal  diese  sich  für  unsere  Sprachformen  fügsamer  erweisen. 
So  ist  z.  B.  hierdurch  leicht  dem  in  den  vorliegenden  Entwickelungen  auftretenden 
Bedürfniss  eines  Ausdrucks  zu  genügen,  durch  welchen  die  gegenseitige  Beziehung 
zweier  Functionen  mit  invarianter  oder  ,,atroper"  Differenz  gekennzeichnet  wird. 


*)  Vergl.  art.  XX  §  8  meiner  Mittheilungen  zur  Theorie  der  elhptischen  Functionen 
(Sitzungsbericht  vom  30.  Januar  1890)^). 

•)  Bd.  V,  S.  91  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 

')  Bd.  V,  S.  91  dieser  Ausgabe  von  L.  Kroneeker'8  Werken.  H 
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Um  dies  für  den  allgemeinen  Fall  darzulegen,  knüpfe  ich  an  meine  Bemer- 
kungen über  Invarianten  an,  mit  welchen  ich  die  Auseinandersetzungen  im  art.  XX 
meiner  Mittheilungen  zur  Theorie  der  eUiptischen  Functionen*)  eingeleitet  habe. 
Danach  soll  also  für  zwei  Functionen  von  n  Grössen : 

5(3,.52.---3„).    @(ä,.äo,...8n) 
eine  Gleichung  bestehen : 

%{h>h'---K)-  ®(ä,.äj,---ä„)  =  3(3,. 3,. •••ä„). 

in  welcher  3(3i.52.  •  •  -Sn)  eine  Invariante  der  durch  alle  einander  aequivalenten 
Systeme : 

(3;.3i.---3;).  (3'/, 3;'. •••3;').  (3;",3;".---a„"),--- 

gebildeten  Classe  bedeutet.  Da  hiernach  die  beiden  Functionen  5,  ®  beim  Übergang 
von  einem  Grössensystem  (3')  zu  einem  aequivalenten  (j")  eine  und  dieselbe  Ände- 
rung erfahren,  also  „gleichändrig"  sind,  so  können  sie  füglich  im  Anschluss  an  jene 
griechische  Invariantenbezeichnung  ,, isotrop"  genannt  werden.**) 

Schon  oben  in  der  Einleitung  ist  erwähnt  worden,  dass  das  Aggregat  der 
Gheder  erster  Dimension  in  der  Entwickelung  der  Fimction  Atr(e?^o.  u,  v,  siv)  nach 
steigenden  Potenzen  von  CTo,  t,,,  ct,  t,  nämlich: 

sowie  dessen  erster  Factor u  +  sUq,  und  also  auch  der  in  Parenthesen  eingeschlossene 

Ausdruck,  invariant  oder  ,,atrop"  ist.  Nach  der  nunmehr  eingeführten  Terminologie 

ist  daher : 

»'"(0  --^ 
(47)  -1 ^—^^-    isotrop  mit    ^^»^"^ 


*)  Sitzungsbericht  vom  30.  Januar  1890*). 
**)  Die  übliche  physikalische  Bedeutung  des  Wortes  „isotrop"  bildet  offenbar  kein 
Hinderniss  für  die  hier  vorgeschlagene  andere  Verwendung  desselben  Wortes  innerhalb  einer 
ganz  anderen  Ideensphaere. 

•)  Bd.  V,  S.  58  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker'a  Werken.  H 

21« 
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und  da  zwischen  den  Grössen  v,  r^  und  den  transfomirten  v,  t'o  offenbar  die  Be- 
ziehung stattfindet: 


(.;:'r::;;,.). 


SO  folgt  ganz  unmittelbar  die  oben  im  art.  VII  mit  (40*)  bezeichnete  Gleichung: 

welche  für  a  =0,  ß  —  —  1,  a  =l,/9'  =  0  die  Legendre'sche  Relation  in  der  Gestalt 
ergiebt,  wie  sie  im  art.  I  (6)  entwickelt  worden  ist.  Die  Isotropie  (47)  repraesentirt 
also  die  Legendre'sche  Relation. 

Aus  derselben  Isotropie  folgt  ferner,  dass  der  Ausdruck: 

1,  \V         V  /  1  \  V  / 

welcher  gemäss  der  Gleichung  (38)  invariant  ist,  diese  Eigenschaft  behält,  wenn  der 
zweite  Theil  durch  die  damit  isotrope  Function  ^^^^  ersetzt  wird.  Der  auf  diese 
Weise  entstehende  Ausdruck: 

\V'     V   J 


TffBni     ,      1 
u„v 


,2     "ö 


ist  also  ebenfalls  invariant,  und  folglich  auch  der  Ausdruck : 

(48)  U      W  „   «..  /«  =  .«. 


^'(«'  t) 


Oofl 


sowie  derjenige,  welcher  resultirt,  wenn  man  darin  t  für  r^  und  zugleich  u  für  Uq 
setzt,  also: 

(49)  -^-,e    '  (.=  .a,... 


^'(«.  v) 
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Dieser  letztere  Ausdruck  kann  in  folgender  Weise  dargestellt  werden : 


v{2n)    '(^'(O,^))    'Atr(M,t;, 


und  hierbei  haben  die  beiden  Theile,  nänüich  die  Function  Atr(M,  v,  sw)  und  der 
Factor,  mit  welchem  sie  multipHcirt  ist,  für  sich  die  Eigenschaft,  dass  ihre  12te 
Potenz  invariant  ist. 

Der  Ausdruck  (49),  welcher,  wenn  darin  va  +  wr  für  u  substituirt  wird, 
die  Form  annimmt: 

(49*)  _i___L'_We^        '1       , 

hat  genau  dieselbe  Invarianten-Eigenschaft  wie  jene  im  art.  VI  mit  Enja  +  t  "| ,  —  ] 
bezeichnete  Function,  welche  sich  a.  a.  0.  aus  der  Eisenstein' sehen  Invariante  als 
ein  Grenzwerth  derselben  ergeben  hat.  Es  zeigt  sich  also,  dass  für  den  Zweck,  den 
t?- Ausdruck: 

invariant  zu  macheu,  an  Stelle  des  oben  im  art.  VI  angewendeten  Factors  mit  dem 
Exponenten : 

"'  »■{<•■-) 

der  wesentUch  einfachere  ExponentiaKactor: 


genügt,  welcher  das  zweite  Argument  der  i>-Fimction,  nämlich  "^ ,  im  Exponenten 
nur  linear  enthält,  während  jener  Exponent  eine  transcendete  Function  eben  die- 
ses Argumentes  ist.  Aber  freihch  bedurfte  es,  um  den  einfacheren  Factor  zu  erlangen, 
der  Zerlegung  des  ersten  i? - Argimients  u  in  seine  Elemente  va,wr,  welche  sich 
überhaupt  als  natm-gemäss  erwiesen  und  namentHch  den  weiteren  Fortschritt  von 
den  Eisenstein' sehen  Doppelsummen  zu  der  mit  Ser(uo,  «,  v,  w)  bezeichneten  imd 
deren  Abgeleiteten  ermöghcht  hat. 
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Die  Invarianten-Eigenschaft  der  Function  (49*)  wird  durch  die  Gleichung 
ausgedrückt: 


(50) 


&'  0/ 


'("■t) 


deren  genaue  Übereinstimmung  mit  der  Transformationsgleichung  (42)  im  art.  VII 
evident  wird,  wenn  man  die  Relation  vr'  —  v'r  =  a'u  in  Betracht  zieht. 

Während  also  die  Isotropie  (47)  die  Legendr e' sehe  Relation  re- 
praesentirt,  stellt  die  Atropie  der  Function  (49*)  die  Relation  dar,  welche 
zwischen  linear  transformirten  ??- Functionen  besteht,  und  da,  wie  mehr- 
fach erwähnt  worden,  die  erstere  Relation  selbstverständlich  als  eine  Folge 
der  letzteren  aufgefaßt  werden  kann,  so  wird  durch  die  vorstehende  Ent- 
wickelung,  in  welcher  sich  die  Atropie  der  Function  (49*)  als  eine  Folge 
der  Isotropie  (47)  ergeben  hat,  wiederum  den  Nachweis  der  Aequivalenz 
der  Legendre' sehen  Relation  und  der  linearen  «?  -  Transformation  vervoll- 
ständigt. 

Die  Herleitung  der  Atropie  der  Function  (49*)  aus  der  Isotropie  (47)  erfolgte  dabei 
mit  Hülfe  der  Eisenstein' sehen  Entwickelungen,  aber  man  wird  auch  ganz  direct  auf 
eben  diese  Atropie  geführt,  wenn  man,  wie  jetzt  geschehen  soll,  von  jenen  Reihen 
ausgeht,  die  ich  schon  im  art.  XXII  meiner  Mittheilungen  ,,zur  Theorie  der  ellip- 
tischen Functionen"  behandelt  habe*),  und  welche  in  Grenzfällen  auf  die  Eisenstein- 
sehen Doppelsummen  führen. 

IX. 

Die  Integration  der  Reihe  Ser(Mo,  UiVfW)  hat  a.  a.  0.  im  art.  XXII,  §  1, 
(E)^)  zu  der  Reihe  geführt: 

(m  =  0,  +  l,  +  2,...  +  J/;  n  =  0,  +  l,+  3,...  +  A') 


*)  Sitzungsbericht  vom  31.  Juli  1890i). 

')  Bd.  V,  S.  128  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 

')  Bd.  V,  S.  130  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 
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deren  Werth  mit: 

log  atr  (eu,  «„,  Ug,  v,  etv) 

bezeichnet  werden  soll.  Dabei  sind  <t,  t,  cTy,  t^ ,  ao>  ^o  reelle  Grössen;  u,  u'^,  Uf,  sind 
also,  da  das  Verhältnis  v  :  w  wesentlich  complex  ist,  durch  die  Gleichungen : 

u  =  va  +  wr,  Wj  =  va^-{-  wt^,  u^  =  va„  -\-  wr^ 

vollkommen  bestimmt,  und  £  hat  die  hier  durchweg  festgehaltene  Bedeutung  als 
Vorzeichen  des  mit  i  multiphcirten  Theiles  von  "'.  Die  Reihe  (51)  geht,  wenn 
ff  =  T  =  0  gesetzt  wird,  in  jene  über: 

lim  Um  y  log('^o  +  "^)^+(^o+")'^  /„.  =  o.±.,±!.,...±.w\ 

"i-if™-^  '°«  (<ro  +  m)«+(T„  +  n)u.  \n  =  o.±i,±i....±  «)  ' 

welche  Eisenstein,  wie  oben  im  art.  VI  erwähnt  worden,  eingehend  untersucht  hat. 
Es  kann  nun,  nach  Eisensteines  Vorgang,  auch  die  allgemeinere  Reihe  (51)  in  folgende 
drei  Theile  zerlegt  werden : 

(52)  —  ("o  —  "»)  /,; — T — i — r  v   - ,     ,      oder    —  (w„  —  m„)  Ser  (u,  u»,  v,  w), 

(53)  -  2  K-«o)*^/,— r-rT"r~^~rv2  °^®^  ~  o^^o— Wu)'Seri(M,Mo.  ''.w). 

^  Vuo  +  'ni'-l-nto  ^  2{uo+mv  +  nivf  V  «0  +  »»''  +  ««'// 

Sondert  man  in  diesem  letzten  Theile  diejenigen  Glieder  ab,  in  denen : 

ist,  und  welche  offenbar  nur  in  endlicher  Anzahl  vorhanden  sind,  so  kann  der  Über- 
rest, mittels  Entwicklung  der  Logarithmen  nach  steigenden  Potenzen  von: 

«0  —  1*0 


«0  4-  "*»  +  'f^' 
durch  die  Reihe  dargestellt  werden : 
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deren  absolute  Convergenz  Eisenstein  im  art.  VI,  §  2  seiner  mehrfach  citirten  Ab- 
handlung*) nachgewiesen  hat.  Da  nun  durch  die  Substitution  von: 

aa  +  ßr  +  y,  a'a  +  ß'r  +  y  ,  aa^  +  ßr^,  a  a^  +  ß'r^,  aa[^  +  ßr[,  d a[  +  ß'x\ 
für:  ff,  T,  ffo,  To,  a[,  x[ 

sowie  von:  ß'v  —  aw  für  i'  und  — ßv -\- aio  für  iv  (n^i--a\'i  =  i) 

in  der  Reihe  (54)  nur  eine  Vertauschung  der  verschiedenen  GHeder  mit  einander  be- 
\virkt  wird,  so  ist  der  Werth  dieser  Reihe  invariant.  Eben  dieselbe  Eigenschaft  habe 
ich  für  die  Werthe  der  beiden  Reihen  Ser(«,  Uq,  v,w),  Seri(tt,  «o,  v,  iv)  im  art.  XXI 
meiner  Mittheilungen  zur  Theorie  der  elhptischen  Functionen  nachgewiesen.')  Hier- 
nach ist  der  Gesammtwerth  der  drei  Reihen  (52),  (53),  (54),  d.  h.  also  der  mit 
log  atr(e'W,  w'o,  Uo,  V,  ew)  bezeichnete  Werth  der  Reihe  (51)  eine  Invariante  der  gan- 
zen Glasse  von  Grössensystemen : 

—  /  aa  +  ßr  +  y,     aa„  +  ßr„,      aa'^  +  ßr'„,       ß'v  —  aw\ 

\aa  +  ß'r  +  y  ,    a'a^  +  ß'r^,    aa[  +  ß'x^,  —  ßv  +  aivj' 

welche  durch  die  verschiedene  Wahl  der  Zahlen  a,ß,a',ß'  mit  der  Bedingung 
aß'  —  a  ß  =1  entstehen;  die  Function  atr(eM,  i^,  Uq,  v,  ew)  selbst  ist  daher  eben- 
falls für  alle  Grössensysteme  (8)  atrop. 

Setzt  man  u  =0,  so  reducirt  sich  die  Function  atr(eM,  Uo,Uo,v,  w)  auf  das 
Product : 

lim   lim  ri\^S^\^J;'Jl±^^  {"'  =  o  t!1''  '' tl) ' 

.v  =  «  j/=»  '-  -*-{Oo  +  "0«  +  (^0  +  n)w  \n  =  0,  ±  1,  ±  2,  .  .  .  ±  N/  > 

und  es  ist  also  gemäss  der  Gleichung  (21*)  im  art.  VI: 

(55)  atr{0,  u^,  tig,  V,  Eiv) 


\  t!     '      vi 


Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  Uq  und  setzt  dann  ^lo  =  0 ,  so  kommt,  wenn 
noch  der  Einfachheit  halber  u  für  u'o  genommen  wird : 


(56)  lim  M, atir(0,  u,  Ug,  v,  ew) 


.V    '    V 


*)  Crelle's  Journal,  Bd.  35. 

')  Bd.  V,  S.  lOSff.  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker  b  Werken. 
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und  es  zeigt  sich  hierbei  deutlich,  in  welcher  Weise  die  Function  atr(eM,  «„ ,  Mq  ,  v,  sw) 
eine  Verallgemeinerung  der  )?- Function  enthält. 

Den  Differentialquotienten : 

91ogatr(e«,MQ,«9,«,  ei«) 
du'o 

kann  man  bilden,  indem  man  die  beiden  Ausdrücke  (52),  (53)  und  dann  die  Reihe 
(54)  gliedweise  nach  «o  differentiirt.  Man  erhält  auf  diese  Weise  das  Resultat: 

^57)  — 5 s —  /'^'     — '-  =  Ser(M,  Ug,  v,  w)  =  Atr(£M,  u^,  v,  ew) 

dug 

und  also  die  Reihenentwickelung: 

(öS)  logatr(£U,  u'g,  Uo,v,  ew)  =  —^  Ser^_,(u,  «,,  v,  w)         ,  (n  =  i,3,3,...) 

ft 
oder: 

(59)  lofjatr(£M,  u^,,  «,,  r,  ew)  ^   >- -    _,  -— - —  ^^ — -^       (.<  =  i,2,s,  ..). 

Um  nun  zum  Grenzwerth  für  ct  =  r  =  0  oder  «  =  0  überzugehen,  ist  zuvörderst  der 
bezügliche  Grenzwerth  der  Function : 

Ati (eu,Uo,  V,  Ew)  oder      e         — ^ — - — :— . r— ^ 

t)  Jeu    ew\Juo    ew\ 

\  V   '    V  I     \v   '    V  ) 

zu  bestimmen.  Derselbe  wird  durch  die  bemerkenswerthe  Gleichung  gegeben: 

(60)  limf 1-  Atr(eM,  u„,  v,  w)]  =       — — — "    +  2EJii  hm  — , 

welche  gilt,  wie  man  auch  zu  den  Werthen  a  =  0,  t  =  0  übergehen  mag. 

Setzt  man  aa  +  ß'r  für  r  sowie  zugleich  ß  v —  a'w  für  v  und  —  ßv  +  aw 
für  tv,  und  nimmt  für  a  ,  ß  ,a,  ß'  ganze  Zahlen,  für  welche  a^'—  aß  =  1  ist,  so  be- 
hält der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  (60)  seinen  Werth,  und  es  ist 
daher  für  alle  verschiedenen  Systeme  (S): 

isotrop  mit  — 2e7rilim  — 


L.  Kronooker'i  Werke  V 
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Dies  ergiebt  sich  übrigens  auch  durch  logarithmische  Differentiation  des  obigen  Aus- 
drucks (48),  da  hierbei  die  Atropie  desselben  offenbar  erhalten  bleibt. 

Ersetzt  man  in  der  Gleichung  (60)  Uo  durch  Uo  —  z  und  entwickelt  dann  auf 
beiden  Seiten  nach  steigenden  Potenzen  von  z,  so  erhält  man  die  Relationen : 

(61)  Um  3Atr(.u,«,..,.j^  _ W_jW  ^  g^^i  Hm  ^ , 

0  =  0  3mo  9"o  a  =  OUV 


3""  log  öf  "0,1?^) 
(62) 


,.      3'"     ^*  Atr(eM,  Mq,«,  e«j)       "         "  '  \v  '   v 


T  =  0 

Benutzt  man  nun  die  Relationen  (60),  (61),  (62)  in  der  Gleichung  (59),  so  geht  die- 
selbe in  folgende  über: 

(63)    lim  (^'"»-"»^ -flog  atr(£^,  <,  u„  v,  ew))  =  log      "'  "^  ^ +'!l^eni  lim  ^^5 

ir  =  o  ilT'lT/  '•=0 

man  erhält  also  die  Grenzwerthbestimmung : 


(64)  lim  e    ""  +  '"  atr  (ew,  «„,  m„,  ü,  ew) 


/Mo  £«» 
\j)  '  o  / 
/%      £U)\ 


in  welcher  sich  das  Zeichen  lim  auf  beiden  Seiten  auf  die  Werthe  ct  =  0 ,  t  =  0  be- 
zieht, und  die  Gleichimg  (63)  kann  vermöge  der  Definition  der  Function  atr  auch  so 
dargestellt  werden: 

(63*)      Hm  A^— ^  +  lim  lim   VgC "-"-)—  bg     0^  ° 

/U        BW\ 

»{-.  —  )        u'-u- 
=  log — " "  em  hm  — 

»  I  —  , I  r  =  0 

Multiphcirt  man  die  Gleichung  (64)  auf  beiden  Seiten  mit  u^  und  setzt  dann  Wo  ==  0, 
so  kommt: 

(65)  Hm  lim  M„e    ""''"""  atr  (ew.tt  ,w  .v,  ew)  =  t; — V e  "" . 

.„  =  o.  =  o    •  l      •    0'    0'    '        /  ^Vo,^\ 

T  =  0  \^  U  y 
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WO  das  Zeichen  lim  rechts  im  Exponenten  sich  auf  die  Werthe  er  =  0,  t  =  0  bezieht. 
Diese  Gleichung  (65)  ist  es  nun,  auf  deren  Herleitung  die  vorstehende  Entwickelung 
abzielte ;  denn  aus  derselben  folgt  ganz  direct  die  Atropie  des  oben  bei  (48)  angegebe- 
nen Ausdrucks: 


'■{»•v) 


(u=ea+wt \ 


und  dieser  Ausdruck  ergiebt,  wenn  man  darin  u  für  ?/o  und  r  für  t^  setzt,  jene  ein- 
fache Invariante : 

welche  oben  bei  (49)  angegeben  worden  ist  und  mit  den  bei  (46)  und  (46*)  definirten 
Invarianten  Atr(M,  v,ew),  Atr'(0,  v,  ew)  in  der  einfachen  Beziehung  steht: 

„/    ,      »    eto\    ,       ^ 

»'(O.—)       ^  ~  AtT{0,v.ew)' 

Wie  umfassend  die  Eigenschaften  der  Invariante  atr(£«,  u[,Vo,v,ew)  sind, 
zeigt  sich  unter  Anderem  auch  darin,  dass  aus  der  Entwickelung  ihres  Logarithmus 
nach  steigenden  Potenzen  von  ff ,  t  ,  ao ,  Tq  ,  CTo  ,  t^  unmittelbar  die  Legendr e' sehe  Re- 
lation hervorgeht.  Das  Aggregat  der  Glieder  einer  und  derselben  Dimension  in  der 
Entwickelung  von  log  atr(£M,  Mq  ,  «o,  v,  ew)  ist  nämlich  offenbar  für  sich  invariant, 
und  es  ist  das  Aggregat  der  Gheder  zweiter  Dimension,  dessen  Atropie  die  Legendre- 
sche  Relation  ergiebt.  Dieses  Aggregat  wird  mittels  der  Gleichung  (59)  erhalten, 
wenn  man  sich  in  der  Entwickelung  des  auf  der  rechten  Seite  stehenden  Ausdrucks 
auf  die  beiden  ersten  Glieder  beschränkt,  da  die  übrigen  keinen  Beitrag  dazu  üefern. 
Es  ist  also  nur  das  Aggiegat  der  Gheder  zweiter  Dimension  in  der  Entwickelung  des 
folgenden  Ausdrucks  zu  bilden : 

(«0  -  "o)  At r  (£  M ,  M, ,  i'  ,ew)  +  -^  f w,  —  u^)   ^ 

Dasselbe  ist  für  den  ersten  Theil  dieses  Ausdrucks  schon  aus  der  Einleitung  zu 
entnehmen,   da   dort   bei   (2t)    das   Aggregat   der   Glieder  erster   Dimension  für 

22* 
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Ätr  (eiio,  u,  V,  ew)  angegeben  ist.  Dieses  ist  nämlich: 

/™\  '2Er7ii    .1  \        V  1 

Genau  denselben  Ausdruck  findet  man  aber  als  das  Aggregat  der  Glieder  nuUter 
Dimension  von : 

9  Atr{EM,  Uo,v,ew) 

duo  > 

und  es  bildet  somit  der  Ausdruck : 


(5ti) 


1                                                                      o          •                 1        *      0'  — 
ö"    Mfl—  Wn      2eM  +  '"'„+  U.,){  -, , ^^  -\ -, , ^: 


das  gesuchte  Aggregat  der  Gheder  zweiter  Dimension  in  der  Entwickelung  von 
log  atr (e M,  u^ ,  u,,,  v,  ew)  nach  steigenden  Potenzen  von  a ,  t ,  ag,  to,  a^,  r^. 

Der  Schluss  von  der  Atropie  des  hier  erlangten  Ausdrucks  (9lj)  auf  die 
Legendre' sehe  Relation  kann  in  folgender  Weise  formulirt  werden.  Die  bezeichnete 
Atropie  ist  vollkommen  gleichbedeutend  mit  der  Isotropie  der  beiden  Ausdrücke : 

2£t:/ii  1  \        u  /_ 

v{va-^wr)'  3t,2   ^' /^    ewV 

dieselben  gehen,  wenn  man : 

a,  T,       V,  w 

durch:  —  t,  o-,  —  w,  v 

ersetzt,  über  in: 


2ea7ii 

1    *"'(0' 

w    1 

w(va  +  wr) 

'""'  /(o. 

w    1 

und  da  beide,  als  ,, isotrop",  bei  diesem  Übergange  dieselbe  Änderung  erfahren  müssen, 
so  muß  die  Gleichung  bestehen: 


1  \   '     10    ) i_  \   '   V  , 


=  2eni( ), 

\w(va  -\-  wr)       v(va  -{-  wt)/ 
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durch  welche  die  Legendr e' sehe  Relation  genau  in  derselben  Form  wie  im  art.  I  (6) 
dargestellt  wird. 

Da  sich  oben  der  Ausdruck  (31)  für  das  Aggregat  der  Glieder  nullter  Dimen- 
sion ergeben  hat,  welche  in  der  Entwickelung  von : 

dAtr(Eu,  Ug,  V,  ew) 

oder,  was  dasselbe  ist,  von : 

nach  steigenden  Potenzen  von  a,  t,  cto,  Tq  vorkommen,  so  resultirt  die  Grenzwerth- 
bestimmung : 

&"'(o  ^^] 
(66)  lim  Um  Um  2'e^i^^'^zJ!^  =  _   1    _ilW  _  2£;»  jj^  _ 

0  =  0  A-  =  «  j<-=i«trt       (mv  +  nw)  3»     „»/-    ew\  v     a^ova- 


(mv-\-nw)  3»     „» /-    ew\  v     a^ova-\-wx 

V  \'J,  ^   l  r  =  0 

("■  =  ±  1,  ±  », .  •  •  ±  if ;  "  =  ±  1,  ±  », .  ■  •  ±  -V) 


Vergleicht  man  dieselbe  mit  derjenigen,  welche  im  art.  VI  (36)  angegeben  ist,  näm- 
hch: 

M^  UmV        '       ^  =  -^._L^^  Cltl-r.-    l^.). 

A  =  «  jf=«1^(mt)  +  nu!)»        3»'^      *'(o    — "1  \-- ±  i.  ±  2,  ••  ± -v^ 

80  gelangt  man  zu  der  Relation : 

(67)       hm  hm  hm   >  — ^^ Y~  =  hm  Um   > s Um , 

u  =  o  A-  =  x  jr=»^?T;      (mr-f-ntc)  .v  =  «)  jf=«'*T' (m» -|- Mtc)  v     u  =  ot)ff-(-wT 

r=U  '  ^  r=0 

(ni  =  ±  l,  ±S,  ...  ±if;  n=  ±1,  ±S,...  ±  .V) 

welche  die  Verschiedenheit  der  Resultate  bei  den  verschiedenen  Weisen  des  Grenz- 
übergangs deuthch  zeigt,  da  hiernach  der  Werth  der  Reihe : 

sich  für  die  Grenzwerthfolge : 

Um  Uui  Um 

11  =  0    A'-oo  3l=a> 

1  =0 

um  den  Betrag  von : 

Um 


X)    „-^^o  -k-'^'f 
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geringer  erweist,  als  bei  der  Grenzwerthf olge : 

lim  lim  lim  . 

r  =  U 

Da  ferner  die  Reihe  auf  der  linken  Seite  der  Relation  (67)  für  die  ganze  Classe  von 
Grössensystemen : 

{aa  -{-  ßr,  aa  -{-  ß  t ,  ß  v  —  a  w,  —  ßv  -{-  aic)  (,aß'-a'fi  =  \), 

welche  durch  verschiedene  Wahl  der  ganzen  Zahlen  a,  ß ,  a  ,  ß  entstehen,  invariant 
oder  atrop  ist,  so  wird  durch  eben  dieselbe  Relation  auch  die  Isotropie  der  beiden 
Ausdrücke : 

Q.e7ii           T  ,.        ,.       ■'"vi  1  /™=  ±  1,  ±  s,...±  2i/\ 
'        lim   hm    >.  —    — ,                  (n=  +  i+2      +.v) 

V       va-\-wr         N=oo  M=x:^;^{mv -\- nw)  ^  '      >---±    / 

dargelegt,  und  aus  dieser  folgt  wegen  der  Identität : 

2e7ii         a  a -\- ß  z        ^eni  t         2Ea  ni 


ßv  —  a  w     va-{-wr  v        va-\-wr        v{ßv  —  a  w) 

ganz  unmittelbar  die  Legendresche  Relation  in  jener  allgemeinen  Form,  in  welcher 
sie  sich  schon  im  art.  VII  (40)  ergeben  hat. 

X. 

Die  Isotropie  der  beiden  Ausdrücke : 

2  Eni  T  ,.  ,.  "VT  1  /m=  ±  1,  ±  2,  ...  ±  if\ 

>      hm   lim  ^ -^  („_  +  ,  +g      +iv 

V        va  +  WT         A-  =  »  M=«>-j^(mv  +  nwy  Vn  _  ±  l,  ±  2,  .  ..  ±  iV/ 

oder: 


2E7li 


V       va-+-  tur 


3.''(,-(o,ü?)' 


aus  welcher  die  Legendr e' sehe.  Relation  unmittelbar  hervorgeht,  ist  ihrerseits,  wie     1 
schon  in  der  Einleitung  erwähnt  worden,  eine  unmittelbare  Consequenz  der  Atropie 
von  Atr(eM,  Mq,  f ,  ew;),  da  der  Ausdruck: 

1      d"'(o.-)       „     . 

1  \        «  /      1^  2e:7ii  T 


3u*      V/n    ^^\  "        va+wx 


^"'     d'(o.^) 
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als  Aggregat  der  Glieder  nuUter  Dimension  in  der  Entwickelung  von : 

Ätr(£u,  Ug,  V,  ew) 

nach  steigenden  Potenzen  von  a,  r ,  Oo,  Xg  erscheint.  Nun  ist  zwar  die  Atropie  der 
Function  Atr(£W,  Uq,  v,  ew)  oder  der  mit  Ser(M,  Uo,v,  w)  bezeichneten  Reihe: 

lim  lim  y,-^, , /".  =  0.  ± .. ± ». . . .  ±  2f. 

im  art.  XXP)  meiner  Mittheilungen  zur  Theorie  der  eUiptischen  Functionen  in  ein- 
facher Weise  und  namentlich  im  letzten  Paragraphen  (§  10)')  mittels  weniger  über- 
sichthcher  Schlussfolgerungen  dargethan  worden,  aber  weder  in  der  Form  der  Reihe 
noch  in  der  Darstellung  durch  &  -  Functionen : 

\v   '     V  J       \V         V  J 

tritt  die  Atropie  der  Function  Ätr(e  w,  Uo,v,ew)  geradezu  in  Evidenz.  Dies  ist  freilich 
bei  jener  schon  oben  im  art.  VIII  (45*)  erwähnten  Darstellung  durch  die  Invarianten 
Atr(M,  v,ew)  der  Fall,  gemäss  welcher  Atr(£«,  i(o,v,ew)  durch  den  Ausdruck: 

(fl^f-or„).«i  Atr'(0,  V,  eic)  Atr  (eu  -\-  Uj,  v,  ew) 
Atr(eM,  V,  eu))Atr(uo,  v,  ew) 

dargestellt  wird,  jedoch  nur  insofern  dabei  die  Atropie  der  Function  Atr(M,  v,ew) 
vorausgesetzt  wird ;  diese  beruht  aber  wegen  der  Gleichung : 


Airiu,v,ew)  =  (2^)' (^' (o,  ^))"  '  i?  ("„  .^-^)/ 


auf  eben  jener  mit  der  Legendre' sehen  aequivalenten  Relation,  welche  zwischen  linear 
transformirten  i?  -  Functionen  besteht. 

Dem  hier  hervorgehobenen  Mangel  wird  durch  jene  Darstellung  des  abso- 
luten Werthes  von  ^'(0)  abgeholfen,  welche  ich  schon  im  art.  III  meiner  Mittheilungen 
„zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen"  angegeben  habe.*)  Setzt  man,  wie  dort: 

^^ ^^='2cr'      ""*=    2-cV'     ^o=-icV' 

*)  Sitzungsbericht  vom  19.  April  1883.«) 

>)  Bd.  V,  S.  103  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker'a  Werken.  H 

')  Bd.  V,  S.  123  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 

')  Bd.  IV,  S.  354  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronec/cer's  Werken.  H 
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WO  «0,  bo,  Co  reelle  Grössen  bedeuten,  so  sind  Wii,  w^i  conjugirte  complexe  Grössen, 
und  das  Product  •&'{(),  Wi)&'{0,  W2)  ist  also  gleich  dem  Quadrate  des  absoluten 
Wertlies  jedes  der  beiden  Factoren.  Setzt  man  nun  noch,  wie  a.  a.  0.  zur  Abkürzung: 

(68*)  a^m^  -j-  b^yun  -f  c^n^  =  /(m,  n), 

so  besteht  die  Gleichung : 

(69)  ^'(0,  w,)§'{0,  iv,)=  4n%Y^,Y^{-  l)""-''<''-"/(m,  n)e-'-'^""'"', 

in  welcher  die  Summation  rechts  auf  alle  positiven  und  negativen  ganzzahligen 
Werthe  von  m,  n  auszudehnen  ist.  Erhebt  man  auf  beiden  Seiten  zum  Quadrat 
und  ersetzt  dann  den  reciproken  Werth  von  c,,  durch  —  i{wi  +  ^^2),  so  kommt: 

(70)  iiw^+iw^f{ß'{0,  iVi)&'{0,  wg)'=  —  lG7cV2(-  1)'"'""*"^'VC"^  n)e-"^""'"*y, 

und  die  in  dieser  Gleichung  vorkommenden  Grössen  können  in  folgender  Weise 
definirt  werden.  Es  ist  erstens: 

/  (m,  7i)  =  ög?«^  +  b^mn  +  ("o^^^' 

wo  «0,  60.  Co  irgend  welche  reelle,  der  Bedingung  4aoCo  —  60  =1  genügende  Grössen 
bedeuten.  Zweitens  sind  Wi  und  —  w^  die  beiden  Wurzeln  der  quadratischen  Glei- 
chung : 

(Iq  +  ''o^  +  ^0«;^=  0. 

Nimmt  man  nun  an  Stelle  von  Oq  ,  ^0 .  fo  beziehungsweise  die  drei  allgemeineren  Aus- 
drücke : ' 

«„«^  +  b,aa  +  c,a\     2a,aß  +  b,{aß'+  aß)  +  2c,aß',     a,ß'  +  Kßß'+  c„A 

in  denen  a,  a  ,  ß ,  ß'  beliebige,  der  Bedingung  aß'  —  a  ß  =1  genügende  ganze  Zahlen 
bedeuten,  so  behält  die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  von  (70)  offenbar  ihren  Werth, 
während  w^  und  —  w-^  die  Bedeutung  als  Wiirzeln  der  allgemeinen  Gleichung : 

(71)  «0 + ^'o -i-S-" + ^o(°^f = 0 

erhalten,  und  es  tritt  also  durch  die  Gleichung  (70)  die  Atropie  des  Ausdrucks : 

{iiv^  +  iw2)%&'{0,  w^)  «?'(0,  W2)y 
für  die  Wurzeln  Wi,  —  w^  aller  der  verschiedenen  Gleichungen  (71)  in  Evidenz. 
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Aus  eben  dieser  Atropie  folgt,  wenn  man  das  eine  Mal : 

a  =  ß'=-[     a'  =  ß  =  Q 
das  andere  Mal : 

a  =  ß'=0     a  =  1     ß'=  —1 

nimmt,  dass  der  absolute  Werth  des  Ausdrucks : 


(iwf 


('■(»- i))" 


gleich  Eins  ist,  und  hieraus  folgt  ferner,  dass  das  Quadrat  des  Ausdrucks  selbst 
gleich  Eins  ist,  d.  h.  dass  die  Gleichung  besteht: 

(72)  (^'(O ,  -  l^))*  =-w' {&'{o ,  w)Y. 
Denn  wenn  man  eine  Gleichung 

\0{x+  yi)\  =  l  oder  0{x  +  yi)  0{x  —  yi)  =  l 

das  eine  Mal  nach  x,  das  andere  Mal  nach  y  logarithmisch  differentiirt,  so  zeigt  sich 
unmittelbar,  dass  0{x  +  yi)  constant  und  also  absolut  genommen,  gleich  Eins  sein 
muss.  Dass  endlich  durch  logarithmische  Differentiation  der  Gleichung  (72)  die 
Legendre' sehe  Relation  in  der  Form : 

,nQ,  6"(0,tB)  1     *     V'~    w)  „        . 

(73)  w  -  ,  } ■,  [  =  —  6^» 

entsteht,  ist  schon  oben  im  art.  IV  bemerkt  worden. 

Es  erscheint  aber  von  grösserem  Interesse,  dass  die  Gleichung  (73)  sich  in 
ähnlicher  Weise  wie  die  Gleichung  (72),  aus  welcher  sie  hier  durch  logarithmische 
Differentiation  hergeleitet  worden  ist,  auf  directem  Wege  ergiebt,  wenn  man  die 
Differentiation  an  der  Gleichung  (70)  ausführt. 

Um  dies  näher  darzulegen,  gehe  ich  von  der  Gleichung  aus: 

-e"'-+"'""^(<T  +  rw„  w,)  d{a  -  tw,,  w,)  =  [y7^]2(- l)""-'><"-"e-''^"""''+-"""+"'>"', 

aus  welcher  in  dem  oben  erwähnten  art.  IIP)  meiner  Mittheilungen  zur  Theorie  der 

')  Bd.  IV,  S.355  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker' b  Werken.  H 

L.  Kroneckcr'a  Werko  V  23 
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elliptischen  Functionen  jene  Gleichung  (69)  hervorgegangen  ist.  Setzt  man  er  =  t  =  0, 

so  kommt: 

(74)  2'(-l)<"'-'""-^*e-'^^<"""'=0  K.=o,±i,±2...,, 

und  diese  Gleichung  ist  nun  ebenso  wie  die  Gleichung  (70)  nach  Wi  und  W2  zu  diffe- 
rentiiren.  Ich  stelle  hierfür  zuvörderst  einige  dazu  nothwendige  Relationen  zu- 
sammen : 

/  (m,  n)  =  fo(n  —  7nWj)  {n  +  viw^) , 

df{?H,n) if  dl{in,n) i/^ 


3««i  (n  — mwi)^'         9^2  {n  +  mw^f 

Mit  Hülfe  derselben  erhält  man  als  Resultat  der  Differentiation  von  (74)  nach  ?<;, 
und  Wi  die  Gleichung: 

(75)         n^{--  lf'-''"'-'''f'{m,  n)e-'''^"""^  =  2^ {-  l)<"-'><"-"/(«i.  n)«-"^""'"'. 
Man  findet  ferner,  wenn  man  die  Reihe : 

nach  Wi  und  i<^2  differentiirt,  als  Resultat : 

cl^{-  1  )<"'-'>'"-''(- 2/(7«,  n)  +  4nf{m,  n)-n^f{m,  n))e-'"'-"'''\ 
welche  mittels  der  Gleichung  (75)  sich  auf  folgendes  reducirt: 

Co2(-  l)'"'"'"*"~"(6/('».  n)  -  n^f{m,  n))e~"^^'-'"'\ 
Andererseits  ergiebt  die  Differentiation  des  Ausdrucks : 

C(,  'y(o,M>i)«?'(o,  Wj) 

nach  Wi  und  u\  das  Resultat: 


3                                         ,„                             ,„ 
-,  Cf.     #  (0,  w,)  ^  (0,  ?<ü  ■  c  J  ( \'^--  +  271)  t y^-'-^-^'^  +  2n] Tt" 
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und  die  Differentiation  der  Gleichung  (69)  nach  Wi  und  W2  führt  also  zu  dem  Ergeb- 
niss,  dass  das  Product: 

(76)  /y(O.-x)   +  2:r)  (  ^^^^    +  2n) 

oder,  was  dasselbe  ist,  das  Quadrat  des  absoluten  Werthes  jedes  der  beiden  Fac- 
toren  in  der  Form: 

(77)  _8;r^+^^"*"'-- 


darstellbar  ist,  in  welcher  die  Invarianteneigenschaft  von : 

(78)  \£^,^^<iJ 

evident  wird. 

Da  gemäss  eben  dieser  Invarianteneigenschaft,  für  den  Fall  60  =0,  also 
w  =  ^  ,  die  Gleichung: 

.      *>>)        o^_     ,  1     ^    V'~w)  \ 

bestehen  und  dabei  das  untere  Zeichen  gelten  muss,  weil  sonst,  wie  die  Integration 
ergiebt,  das  Produett?  (0,  w)i?'(0,  —  ^|  von  w  unabhängig  sein  müsste,  so  resultirt 
unmittelbar,  zuvörderst  nur  für  reelle  Werthe  von  iw,  dii&  Legendr e'&Q\xQ  Relation 
in  der  obigen  Form  (73) : 

»"\o,w)      \  ^  V'~w)  „    . 

alsdann  aber  folgt  in  bekannter  Weise,  dass  die  Gleichung  auch  für  complexe  Werthe 
von  iw  gültig  bleiben  muss. 

Nimmt  man  die  Gleichung  in  der  Z/egfeTuire'schen  Form : 

E!E-^KE'  -KK'  =  2  n, 

und  setzt  ihre  Gültigkeit  nur  für  den  Fall  reeller  Werthe  von  -k'  und  x*  voraus,  so 
kann  man  auch  die  Entwickelung  nach  steigenden  Potenzen  von  x*  benutzen,  um 

23* 
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die  Gültigkeit  für  complexe  Werthe  von  '/}  zu  erschliessen.  Überhaupt  kann  in  einer 
nach  steigenden  Potenzen  einer  Variabebi  2  fortschreitenden  und  für  alle  Werthe 
\z\<\  convergenten  Reihe  an  Stelle  von  z  eine  ganze  Function  von  n  Variabein 
/(cci,  X2,  .  .  .  a;„)  genommen  und  alsdann  die  Reihe  im  Sinne  der  Congruenz  für  ein 
Modulsystem  wter  Stufe  {M' ,  M",  M'",  .  .  .)  betrachtet  werden,  sobald  der  absolute 
Werth  der  Resultante  der  n  +  1  oder  mehr  Functionen  von  Xi,  x^,  . .  .  x„: 

f,  M',  M",  M'",  ..., 

der  Convergenzbedingung  gemäss,  kleiner  als  Eins  ist.  Der  bisher  immer  nur  be- 
trachtete Fall  einer  complexen  VariabeLn  Zj  +  Zii  tritt  ein,  wenn  sich  das  Modid- 
system  auf  den  einen  Modul  x'i  +  l  reducirt  und  für  z  die  hneare  Function  Zi  +  z^  Xi 
genommen  wird. 

XL 

Im  art.  VI  ist  dargelegt  worden,  wie  aus  den  Entwickelungen  im  Abschnitt 
VI,  1—3  der  citirten  Abhandlung  Eistensteiti's*)  die  Legendre'sche  Relation  in  der 
Gestalt  hervorgeht :  **) 

(41)  limhml^-   -    -.-2-    -  — .1  =-'^. 

(»1  =  ±  1 ,  ±  2,  .  . .  ±  if ;     n=±l.±2',...±N) 

welche,  wenn  man  die  Reihen  durch  ?9  -Functionen  ausdrückt,  sich  in  jene  des  art.  I 
verwandelt : 


0,-—  &"'{o, 


ew\ 


(6)  V  — } —  w  — f  =  Gsvwjii. 

Nunmehr  soll  aber  gezeigt  werden,  wie  die  Hauptresultate  des  §  5  der  Eisenstein- 
schen  Abhandlung  zur  unmittelbaren  Herleitimg  der  Relation  in  der  ursprünglichen 
Legendre' sehen  Form  benutzt  werden  können. 

Eisenstein  führt  a.  a.  0.  für  die  Reihen : 

lim  lim  ^  (w  +  mtv  +  nv)~'',    lim  lim  ^  (mw  -j-  nw)~*  (a  =  i,2,3,...) 


N='xU=i 


rm  =  0,±l,±3,    ..±M\  lm=±\,ii,...±M\ 

vn  =  0,±l,±2,...±A'/  U  =  ±l,±2,...±A'j 


*)  Beiträge  zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen.  Crelle's  Journal,  Bd.  XXXV. 
**)  Vergl.  die  Bemerkungen  im  Anfange  des  art.  VII. 
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die  Bezeichnungen  ein: 

{h,u),     {h*,0)  c*  =  i,3.3...) 

und  untersucht  deren  Eigenschaften  und  gegenseitige  Beziehungen.  Den  „Haupt- 
gegenstand"' bildet  dabei,  wie  er  selbst  ausdrückUch  hervorhebt,  die  Herleitung  der 
a.  a.  0.  mit  (5)  bezeichneten  Differentialgleichung,  welche  zeigt,  dass  die  von  ihm 
, .durch  doppelte  Erzeugung  aus  den  rationalen  Functionen  erlangten  Functionen 
I    wirkhch  elliptische  Functionen"  sind.  Bestimmt  man  die  dortige  Constante  c  aus  der 
I    mit  (1.)  bezeichneten  Gleichung  oder  aus  der  Gleichung  (5.)  selbst,  indem  man  die 
;    Variable  x,  nach  Weglassung  der  negativen  Potenzen,  gleich  Null  setzt,  und  nimmt 
I    man  dann  u  an  Stelle  von  x,  so  erhält  man  die  Gleichung  in  der  Form : 

(79)  (3,m)''  =  ((2,m)  -  (2*.  0))="  —  15(4*,  0)(f2,M)  — (2*,0))  —  35(6*,0), 

und  wenn  die  elhptische  Function :  (2 ,  u)  —  (2* ,  0) ,  in  Anknüpfung  an  den  Namen 
Eisenstein's,  in  dessen  Abhandlung  sie  zuerst  vorkommt,  und  zugleich  im  Anschluss 
an  die  in  der  Theoiie  der  eUiptischen  Functionen  schon  üblichen  Bezeichnungen 
sn,cn,  dnmit: 

en{u,v,w) 

oder  noch  kürzer  mit  enu  bezeichnet,  so  nimmt  die  Gleichung  (79)  die  Gestalt  an: 

(80)  \  (en'w)"  =  (enw)*  —  15  (4*,  0)  enw  -  :55  (6*,  0) , 
WO  en'u  die  Ableitung  von  enu  bedeutet*). 

Benutzt  man  ferner  die  in  art.  VI  eingeführten  Bezeichnungen : 
lim  lim  ^  (m  +  7nv  +  nw)"'  =  f,{u,v,w) 

lim  lim     >  (m  -f  wir  +  niv)       =  fJu,v,w) 
A'  =  «.  if  =  « ■^ 

(2 ,  u)  =  /,(«,  r ,  w) ,    (2  * ,  0)  =  lim  (-  -\  +  f,  {u, ,  v ,  w)) , 
en«  =  lim  ( /,  {u ,  v ,  w)  —  /,,  (u, ,  v  ,w)  +      ■,), 


so  ist : 


also: 


*)  Die  Eisenstein' sehe  elliptische  Funktion  (2,  u)  —  (2*,  0),  welche  hier  mit  enw 
bezeichnet  ist,  wird  in  der  .Sc/iwar^'schen  Formelsanmilung  mit  ja«  bezeichnet. 
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und  setzt  man  noch,  wie  Eisenstein,  zur  Abkürzung : 

/2  (  2-  ^  '  '^  »  ^"j  =  '^ 

(81)  f^i^^iv +  w),v,w^  =a 

/2(2-w;,i),wj  =  a", 

so  drücken  sich  die  weiter  von  Eisenstein  entwickelten  Resultate  in  folgender  Weise 
aus: 

(82)  a  +  a  +  a"  =  3  (2*,  0)  =  3  lim  ( V  +  /z  («o-  «.  w)), 

u„  =  0  \  Wo  / 

(83)  (^^'%'J'-)'  =  4  (/,  {u,v,w)-  a) (/,  {u ,  v ,  w)  -  a) {f,  iu,v,w)-  a") , 

(84)  U-U,=:  f  ^J.  , 
^                                                                     J  2l/(2/-o)(;/-a')(7/-a") 

AK,r,  .«) 

/,  (u,  »,  u) 

(85)  /, (M„, i), w) -  /.  (w,  ü, tu)  =  r ,      ^'^^     -^- 

A(«o.  ■',"■) 

Mittels  der  Substitution: 

'      ■     2  ,  "  S 

2/  =  et  Sin   95  +  a    cos    (p 
erhält  man  die  Transformationsrelation: 

(86)  f  y^y =  -=^=  r?  -  y'^"^=V  fAcpdf, 

J  2V{y-a)(y-a-)(y-a")        Ya  —  a'-J^V  J 

wo  in  üblicher  Weise  A  q)  die  Quadratwurzel  aus : 

^         o'  —  a"    .    2 

1 '„  sin    ® 

a  —  o 

bedeutet.  Die  Gleichung  (85)  geht  hiernach  für: 

M,  =  i  10  ,    w  =  "2-  (t^  +  w) 

in  folgende  über: 

1  1 

T" T« 

(87)  /,(i  10,  i>,  w)  -  /,(!  (1)  +  t«) ,  ^,  M')  =  y=J^  -Va-  a'J'A  cpdf. 
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Xun  ergibt  aber  die  directe  Summation  der  mit  /j  bezeichneten  Reihen  die  Werth- 
bestimmungen : 

/ifg-  v,v,w)  =  0,  /ifg  w,  v,w)  =  —  ^\  f^[^  {v  +  w),  v,  M))  =  —  ^; 

es  ist  sonach  der  Werth  des  mit  dem  Eisenstein'schen  eUiptischen  Integral  zweiter 
Gattung : 

ydy 


J  2V(y-a 


)(2/-0')(y-O 

identischen  Ausdrucks  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (87)  gleich  Null,  d.  h. 
es  wird: 

—  »  —  » 

(88)  f,,,,-^,J%, 

0  0 

oder  nach  den  Jacobi-Legendre'achen  Bezeichnungen,  wenn  noch : 


gesetzt  wird : 


(89)  |,  _  (1   _  ;,*)   == 


Wendet  man  die  Substitution  y  =  a  sinV  +  »'  cos'93  auf  die  Gleichung  (84) 
an,  so  kommt  für  u^  =  ,yW,  u  =  ^{v  -{-  w): 

V  Ya  —  o"  =  2K ,     w  Ya  —  o"  =  2K  i , 
und  wenn  man  diese  Werthe  von  v  und  tv  in  der  mit  a  bezeichneten  Reihe: 

lim  Hm    X ^ ^,  {-IlTiTi 

einsetzt,  so  geht  die  Gleichung  (89)  in  folgende  über: 
(90)  ^^  _  (1  _  x^  =  lim  lim  2 


2V  =  oüJtf 


((2»i  +  1)  K  +  (2  n  +  1)  K'i)^ 


oder  nach  der  obigen  Bezeichnungsweise : 

(91)  4  -  (1  -  "■')  =  f2(K  +  ^'^'  2^'  ^-K'^)- 
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Vertauscht  man  hierin  y.^  mit  1  —  >;^  so  kommt: 

(92)  ^  —  x''=—  f^{K  +  K'i,  2K'i,  2/1), 

und  da  gemäss  der  zweiten  von  den  beiden  Formeln  (31)  in  art.  VI  die  beiden  Aus- 
drücke auf  der  rechten  Seite  der  Gleichungen  (91)  und  (92)  zusammen  das  Kesultat 
^yj^'  ergeben,  so  führt  die  additive  Verbindung  eben  dieser  beiden  Gleichungen 
offenbar  zu  der  Legendr  ersehen  Relation  in  der  ursprünghchen  Gestalt : 

K'E  +  KE'  —  KK'  =ln '). 


')  Vgl.  Zusatz  9  am  Ende  dieses  Bandes. 
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ÜBER  DIE  BEDINGUNGEN  DER  INTEGRABILITÄT. 

I.  Jeder  Ausdruck  :XoC?Xo  +  Xidxi-\ X„_^dx„_i,  in  welchem  Xo ,  X^,  . . .  be- 
liebige rationale  Functionen  der  Variabein  x  sind,  lässt  sich,  wenn  für  alle  Werthe 
X  =0,  1,2,  .  .  .n—  1: 

^x  =  k  +  ^X  +  w'^Zj  H 1-  co'"""'z„_j)" 

gesetzt  und  für  co  irgendeine  primitive  wte  Wurzel  der  Einheit  genommen  wird,  auf 
folgende  bemerkenswerthe  Form  bringen : 

(A)  <p{z„,  z^,  .  . .  z^_,)dz^+  <p{z^,  2,,  .  ..z^jdz^ 

+  (p{z^,  23,  .  .  .  z^)dz^  +■■■  +  <p{z„_,,z, .  .  .  2„_s)d2r,_ , . 

Durch  die  angegebene  Substitution  gehen  nämhch  Xo,  Xi,  .  .  .  in  gewisse 
rationale  Functionen  der  Variabein  z  über,  welche  respective  mit :  fo,  fi,  •  •  •  be- 
zeichnet werden  sollen,  und  es  verwandelt  sich  demnach  ^Xßx.^  in: 

X=n— 1 
x  =  0 

In  diesem  Ausdruck  ist  der  Factor  von  dz^ : 

"^/.K  +  «'X  +  "^'X  +  •  •  •  +  «'"~"X-i)""'. 

welcher  mit:  (p{zo,Zi,  z^,  .  .  .  z„-i)  bezeichnet  werden  möge.  Wenn  hierin  die  Va- 
riabein z  cyklisch  permutirt  werden,  und  zwar  dergestalt,  dass  2.  für  Zo,  z,+i  für  Zi, 
etc.  gesetzt  \\ird,  so  bleiben  die  Ausdrücke :  (Zq  +  (»"zi  +  oi'"  z^,  +  •  •  •  +  w  '"■^'''z„_i)", 
aus  denen  /o ,  A ,  •  .  .  rational  zusammengesetzt  sind,  also  auch  diese  Functionen  / 
selbst,  ungeändert,  und  man  erhält  demnach : 

oder: 

9' (2.'  2,  +  i,  2,^s.  .  .  .  2._J  =  n-^f^-  w"'(2,  -f  w'z,  -F  co'%  +  ■■■  +  <"'"~"\_,)""\ 

24* 
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Es  ist  daher  (p  (z, ,  z,^.i,  .  .  .  2i_,)  der  Factor  von:  dz^  in  dem  Ausdrucke  (B) ,  welcher 
also  in  der  That  die  aufgestellte  Form  (A)  annimmt. 

Wenn  man  die  Voraussetzung,  daß  X^,  X^,  .  .  .  die  Variabein  x  nur  rational 
enthalten  sollen,  fallen  lässt,  so  ist  die  Verwandlung  von  ^X.^  dXy  in  einen  Aus- 
druck von  der  Form  (A)  zwar  noch  möghch,  aber  es  sind  dabei  gewisse  Erörterungen 
nöthig,  die  ich  der  Kürze  halber  übergehen  muss. 

IL  Für  die  Form  (A),  auf  welche  sich,  wie  eben  gezeigt  worden,  jeder  Diffe- 
rentialausdruck: yX^dx^  bringen  lässt,  reduciren  sich  die  Bedingungen  der  Inte- 
grabüität  (je  nachdem  n  grade  oder  ungrade  ist)  auf  nur  -,  n  oder  ^{n  —  1)  Gleichun- 
gen, welche  durch  die  folgende  repräsentirt  werden : 

wenn  darin  x  die  Zahlen  1 ,  2.  3  ...  bis  .,  w  oder  ^  (**  —  1)  bedeutet.  Da  nämlich  in 
der  allgemeinen  Bedingung  der  Integrabilität  des  Ausdruckes  (A) : 


dz^  dz^ 

angenommen  werden  kann,  dass  der  kleinste  positive  Rest  von :  {s  —  r)  modulo  n 
nicht  über  n  hegt,  so  geht  dieselbe  aus  der  Gleichung  (C)  unmittelbar  hervor,  wenn 
darin  für  x  jener  Rest  von:  (s—  r)  genommen  wird  und  Zo»  ^i,  .  .  .  z„_i  respective 
durch  Zr,Zr  +  i,  .  .  .z,.-i  ersetzt  werden. 

Ich  darf  nicht  unerwähnt  lassen,  dass  die  angegebene  Reduction  der  Inte- 
grabiUtätsbedingungen  ebenso  rein  formaler  Art  ist,  wie  diejenige,  welche  Jacobi 
im  23sten  Bande  dieses  Journals  pag.  lOP)  gegeben  hat.  Die  Bedingungen  dafür, 
dass  ^X,dx,  integrabel,  dass  also  die  Gleichung: 

9X^        9X, 
3  s,  9  x^. 

für  alle  Indices  r  und  s  identisch  erfüllt  sei,  sind  wesentlich  Bedingungen  für  die  in 
Zo,  Zi,  .  .  .  enthaltenen  Constanten  und  bleiben  als  solche  von  allen  jenen  Reduc- 
tionen  unberührt. 


1)  JacoU,  Werke,  Bd.  IV,  S.  251  u.  252.  H 


ZUR  POTENTIALTHEORIE 


VON 
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Grelle,  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik.  Bd.  70.  S.  276—278. 


ZUR  POTENTIALTHEORIE. 

Es  seien  t  und  ö  irgend\vie  begrenzte  Theile  des  Raumes,  welche  sich  auch 
ganz  oder  theilweise  decken  können,  und  die  rechtwinkligen  Coordinaten  im  erste- 
ren  mögen  mit  x,  y ,z,  die  im  letzteren  mit  i ,rj ,  C  bezeichnet  werden;  ferner  seien 
P  und  n  die  beiden  durch  die  Gleichungen : 

P{X,   y,Z)=     I  YK'^K'"  ^ 

mi  rj,  c)  =  r-^^MiiML= 

definirten  Potentiale  und  Pi ,  P, ,  Ps,  n^,  TI^,  TT3  die  durch  Differentiation  daraus 
hergeleiteten  Componenten  der  Attraction.  Alsdann  folgt  unmittelbar  aus  den  Inte- 
gral-Ausdrucken für  P, ,  IJi^  die  identische  Gleichung: 

(I)  fp^{x  -a,y-h,z-c)-  fix,  y,  z)dt  +fn,^{i  +  a, ,/  +  fc,  C  +  c)  •  95(1,  n,  C)dd  =  0, 

wo  Ä  =  1,  2,  3  zu  setzen  ist,  und  a,  b,  c  behebige  reelle  Grössen  bedeuten.  Be- 
zeichnet man  der  Kürze  halber  diese  beiden  Integrale,  deren  Summe  verschwindet, 
mit: 

F,,  (—  a,—b,—  c),     0,,  (o,  b,  c), 
so  erhält  man  für  A  =  1 : 

F^(~  a,  0,  0)  —  F^(0,  0,  0)         0^(0,  0, 0)  —  0^(a,  0, 0) 
—  a  a 

Wenn  sich  also  der  eine  dieser  beiden  Quotienten,  z.  B.  der  auf  der  linken  Seite,  für 
a  =  0  einer  bestimmten  Grenze:  Pii(0,  0,  0)  nähert,  so  ist  der  bezügliche  Werth  zu- 
gleich der  Grenzwerth  des  andern,  und  man  erhält  demgemäss  die  Relation: 

für  h  =  1,2,3  und  folghch: 

(II)  Fn  +  F22  +  F33  =  ^11  +  ^22  +  <^33  • 

Setzt  man  die  partielle  Differentialgleichung  also  auch  implicite  die  Existenz 
der  zweiten  Ableitungen  und  deren  nur  in  Flächen  unterbrochene  Stetigkeit  für 
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eines  der  beiden  Potentiale  z.  B.  für  P  voraus,  so  kann  man  den  Grenzwerth  i^n       \ 
bilden,  indem  man  unter  dem  Integralzeiclien  für: 

,.       P.,(x  —  a,y,z)  —  P(x,y,z) 
hm  — 

a  =  0  — « 

dp 

den  Werth  .,  ^  setzt.  Hiernach  wird : 

ax 

F,,  +  F,,  +  F,,=jAp.f{jc,7j,z)dt 
oder  also: 

-Fii  +  ^22  +  i''33  =  —  'inJKx,  ij,  z)  •  (p{x,  ij,  z)  ■  dt, 
und  folglich  auch  wegen  der  Gleichung  (II) : 

^11  +  ^22  +  <^33  =  +  47rJ/(a;,  y,  z)  ■  <p{x,  y,  z)-dt, 

wo  die  Integration  über  dasjenige  Volumen  erstreckt  werden  muss,  welches  den 
Bäumen  t  und  6  gemeinsam  ist.  Da  nun  die  obigen  Eigenschaften  der  zweiten  Ab- 
leitungen von  P  ohne  Weiteres  vorausgesetzt  werden  können,  wenn  die  Dichtigkeit  cp 
den  konstanten  Werth  „Eins"  hat,  so  ist  die  Relation,  welche  sich  für  diesen  Fall 
ergiebt,  nämlich: 
(III)  0„  +  ^22  +  033  =  -47i^//(a:,  7/,2)fZa;d2/d3 

als  eine  unmittelbare  Consequenz  der  Definition  von  0^,02,  0$  anzusehen,  und  deren 
Gültigkeit  ist  also  einzig  und  allein  an  diejenigen  Voraussetzungen  über  die  Dichtig- 
keits-Function  geknüpft,  welche  für  die  Existenz  der  betrachteten  Ausdrücke  er- 
forderhch  sind.  Der  Inhalt  der  Relation  (III)  kann  folgendermaassen  formulirt 
werden*): 

,,Der  Raum  t  sei  mit  Masse  von  beliebiger  Dichtigkeit  /  und  der 
Raum  6  mit  Masse  von  der  Dichtigkeit  ,,Eins"  erfüllt;  das  Potential  der 
beiden  Massen  sei  0 ,  und  01,0^,  03  seien  die  nach  den  rechtwinkligen 
Axen  genommenen  Componenten  der  Attraction.  Denkt  man  sich  nun  die 
Masse  6  in  der  Richtung  der  x-Axe  unendHch  wenig  verschoben  und 
bezeichnet  das  Verhältniss  der  dadurch  bewirkten  Aenderung  von  0i  zu 
der  Grösse  der  Verschiebung  selbst  durch  0^  und  die  analogen  auf  die 
andern  beiden  Axen   bezüghchen  Ausdrücke   durch  02^,  0^^,  so  ist  die 


')  Vgl.  Zusatz  10  am  Endes  dieses  Bandes. 
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Summe  (Pn  +  «522  +  ^33  gleich  der  mit  —  47c  multiplicirten  Masse  des- 
jenigen Teiles  von  t,  welcher  mit  dem  Räume  0  zusammenfällt." 

Lässt  man  den  Raum  6  unendlich  klein  werden,  und  zwar  so,  dass  derselbe 
die  unmittelbare  Umgebung  eines  bestimmten  Punktes  (|,  >/,  C)  bildet,  so  nähert 
sich  das  Integral  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (III),  dividirt  durch  das  be- 
treffende Volumen,  einem  Werthe,  welcher  mit  /(|,  ?;,  C)  übereinstimmen  muss,  da- 
mit die  Potential-Gleichung: 

J  i7(|,  r?,  0  =  - 471-/(1, 7?,  a 

Geltung  habe.  Ferner  ist,  wie  aus  obigen  Betrachtungen  erhellt,  leicht  nachzuweisen, 
dass  die  hnke  Seite  der  Gleichung  (III),  dividirt  durch  das  unendlich  kleine  Volumen, 
sich  bei  derselben  Aimahme  der  Grenze  zl  77(^,7/,  4)  nähert,  wenn  die  Existenz 
von  zweiten  Ableitungen  des  Integrals  FI  vorausgesetzt  wird.  Aber  ich  muss  es  da- 
hingestellt sein  lassen,  ob  der  Nachweis  dieser  Existenz  zu  führen  ist,  ohne,  wie  es 
gewöhnlich  geschieht,  die  Differentiirbarkeit  der  Dichtigkeits-Function  oder  andere 
Eigenschaften  derselben  vorauszusetzen,  die  mit  der  Existenz  des  Potentials  nicht 
nothwendig  verbunden  sind.  Ich  bemerke  schliesslich,  dass  ich  auf  einem  Wege,  der 
von  dem  hier  auseinandergesetzten  nicht  wesentlich  verschieden  ist,  zu  einer  der 
Gleichmig  (III)  entsprechenden  Relation  für  allgemeinere  Potential-Ausdrucke  ge- 
langt bin.  Dieselbe  findet  sich  am  Schlüsse  eines  Aufsatzes,  welcher  im  Monats- 
berichte der  hiesigen  Akademie  vom  März  d.  J.')  abgedruckt  ist.  Doch  glaubte  ich, 
dass  eine  kurze  und  einfache  Herleitung  jener  Relation  für  die  gewöhnlichen  Massen- 
Potentiale  bei  dem  allgemeinen  Interesse,  welches  sich  an  diese  knüpft,  nicht  ganz 
überflüssig  erscheinen  dürfte. 


•)  Bd.  I,  S.  177 f.  (insbes.  S.  210 — 212)  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker'a  Werken. 
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NOTIZ  ÜBER  POTENZREIHEN. 

[Gelesen  in  der  Akademie  der  Wissenschaften  am  21.  Januar  1878.] 

I.  Bedeutet  z  eine  complexe  Veränderliche  x  -\-  yi  und  wird  in 
(A)  ^Je'dhgz 

die  Integration  von  y=— oobis«/  =  +  oo  erstreckt,  so  resultirt  der  Werth  Eins 
oder  Null,  je  nachdem  x  positiv  oder  negativ  ist.  Dies  ergiebt^)  sich  in  üblicher 
Weise  aus  der  Betrachtung,  dass  man  bei  der  Integration  um  den  Nullpunkt  herum 
den  Werth  Eins  erhält,  während  das  Integral  verschwindet,  sobald  für  unendlich 
grosse  positive  oder  negative  Werthe  von  y  parallel  der  x  -  Axe  oder  für  unendlich 
grosse  negative  Werthe  von  x  parallel  der  y-Axe  integrirt  wird.  Ist  nun 

n  =  0 

für  C  =!+»?»  eine  convergente  Reihe,  in  welcher  die  Exponenten  A  mit  ihrem  Index 
wachsen,  so  kann  das  Integral  (A)  zur  Bestimmung  der  Coeficienten  c„  benutzt 
werden,  da  ^^^ 

(B)  2^//(^)«"'^iog2=J;c, 

•^  t  =  0 

ist,  wenn  die  Integration  für  ein  festes  positives  x  von  y  =  —  oo  bis  ?/  =  +  oo  er- 
streckt wird,  mid  wenn  der  Werth  von  w  zwischen  A„  und  A„  +  i  Hegt.^)  Hierbei  ist, 
wie  stets  im  Folgenden,  vorausgesetzt,  dass  die  Reihe  f{z)  Glied  für  Ghed  integrirt 
werden  darf,  und  dazu  ist  es  nothwendig  imd  hinreichend,  dass,  wie  man  es  füglich 
ausdrücken  kann,  die  Reihe  ,,im  Allgemeinen  gleichmässig  convergire".  Wenn  näm- 
lich, um  dies  näher  darzulegen,  eine  Function  reeller  Grössen  ^(0,0)  zwischen 
Q  =a  und  Q  =b  ihrem  absoluten  Werthe  nach  unter  einer  bestimmten  Grösse 
I  bleibt  und  für  alle  diese  Werthe  von  q 

lim  9>(o,  (t)  =  0 


•)  Vgl.  Zusatz  11  am  Ende  dieses  Bandes.  H 

')  Vgl.  Zusatz  12  am  Ende  dieses  Bandes.  H 


198  NOTIZ  ÜBER  POTENZREIHEN 

ist,  SO  wird  auch 

b 

lim   f  (p{Q,a)dQ  =  0, 

falls  a  so  klein  angenommen  werden  kann,  dass  die  Gesammtgrösse  der  Intervalle, 
in  denen  9?  ({^ ,  ff)  über  einer  gegebenen  kleinen  Grösse  d  liegt,  kleiner  als  eine  zweite 
beliebig  gewählte  Grösse  ö'  wird.  Bei  Erfüllung  dieser  Bedingung  kann  aber,  im  An- 
schluss  an  eine  von  Hrn.  Heine  eingeführte  Ausdrucksweise*),  die  Annäherung  der 
Function  (p{() ,  a)  an  Null  für  er  =  0  als  eine  ,,im  Allgemeinen  gleichmässige"  be- 
zeichnet werden. 

Es  muss  hervorgehoben  werden,  dass  das  Integral  in  (B) 

jf{z)e"''d  log  2 

eine  Function  von  w  darstellt,  welche  in  den  einzelnen  Intervallen  zwischen  je  zwei 
aufeinanderfolgenden  Werthen  von  A  constant  bleibt  und  an  den  Stellen  w  =■  A„ 
sich  sprungweise  ändert.  Durch  jenes  Integral  bestimmen  sich  also  in  der  Ent- 
wickelung 

71  =0 

nicht  bloss  die  Coefficienten  c  sondern  auch  die  Exponenten  X,  letztere  nämlich  als 
Discontinuitätsstellen  der  durch  das  Integi-al  dargestellten  Function  von  w. 

MultipHcirt  man  die  Gleichung  (B)  mit 

(0{w)dw, 

wo  0  eine  reelle  Function  bedeutet,  und  summirt  alsdann  von  »  =  0  bis  n  =  r,  so 
kommt,  wenn 

f{z)=zF{z) 
gesetzt  wird : 

(C)  ^  ffFiz)0{w)e'"'dwdz  ^^cf0{w)äw, 


*)  Ct.  Hrn.  Heine's  Abhandlung  im  Borchardt' sehen  Journal  Bd.  71.  S.  853  und  35G. 
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WO  links  die  Integration  in  Beziehung  auf  w  von  einem  Werthe,  der  g  Ao  ist,  bis  ?.r  zu 
erstrecken  und 

71  =  0 

ist.  Bedeutet,  wie  oben,  C  die  complexe  Grösse  |  +  »7  i  und  ist  a;  <  | ,  so  geht,  wenn 

und  r  =  00  angenommen  wird,  die  Formel  (C)  in  folgende  über: 
(D)  ^ffF(z)e-'-^^dtvdz=F{C). 

Integrirt  man  hierin  zuerst  nach  w,  so  erhält  man  das  von 

z  =  X  —  i  •  00     bis    z  =  X  -\-  i  •  00 

zu  erstreckende  Integral 

J_  flKe-^-^dz, 
2niJ  2  — f 

welches  für  den  Endwerth  w  =00  verschwindet,  für  den  Anfangswerth  von  w  aber, 
der  Caiichy' sehen  Formel  gemäss,  gleich  —  F{C)  wird,  da  die  übrigen  Theile  der  den 
Punkt  z  =£i  umschließenden  Integrationen,  wenn  sie  in  unendlicher  Entfernung  aus- 
geführt werden,  wegen  des  dortigen  Verhaltens  der  Function  e""F{z)  nur  unendlich 
kleine  Werthe  liefern.  Während  hiernach  die  Formel  (D)  einerseits,  sobald  man  mit 
der  Integration  nach  w  anfängt,  auf  die  Cauchy'sche  Formel  führt,  ergiebt  sie  andrer- 
seits, wenn  mit  der  Integration  nach  z  begonnen  wird,  ganz  unmittelbar  die  Reihen- 
entwickelung 

J!=0 

in  welche  das  zweifache  Integral 

^^-.fe-''^diofF{z)e"'dz 

vermöge  der  Eigenschaft  von  j  F{z)e"''  dz,  zwischen  w  =  ?.„  und  w  =  A„+i  unver- 
ändert zu  bleiben,  so  zu  sagen  aus  einander  bricht. 

II.  Das  Integral  (A)  nimmt  für  a;  =  0  den  Werth  i  an,  so  dass  also 
—  /  sinT/dlog  2/  =  1 
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und  folglich  der  Wertli  von 

(E)  -- I  sin  av  cos  ßüdlog  V 

gleich  Eins  oder  Null  \\drd,  je  nachdem  der  absolute  Werth  von  a  über  oder  unter 
demjenigen  von  ß  hegt.  Ist  nun 


(p{v)  —  ^  a^  cos  ß^v 

n  =  0 

y)[v)  =^^  b^  sin  v^v 


(Og/<„</-,<^,.  .) 


(0<>„<..<.-,    ..), 


so  kann  in  analoger  Weise,  wie  oben  das  Integral  (A)  zur  Coefficienten-Bestimmung 
für  Potenzreihen  benutzt  worden  ist,  das  Integral  (E)  zur  Bestimmung  der  Coeffi- 
cienten  a„  und  b„  verwendet  werden.  Wenn  nämlich  die  Reihen  9?(r)  und  v'(^)  Grhed 
für  Ghed  integrirt  werden  düi'fen,  so  kommt: 

1  r  ^-v 

(F)  —  /  q>{v)  sin  vwd  log  v  =^C't,  wenn  fi^  <w  <  fi^^^  ist, 

'L%,  t  =  o 

und 

(F')  ^  /  vW  cos  viod  log  V  =^&t,  wenn  »'„_j  <  «'  <  »"„  ist, 

_  „  '■■  = " 

und  es  bestimmen  sich  hierbei  zugleich  die  Grössen  /<„ ,  v„  (ähnhch  wie  oben  die  Ex- 
ponenten Pin)  als  Unstetigkeitsstellen  der  durch  die  Integrale  in  {F)  und  (F)  dar- 
gestellten Functionen  von  w.  Ferner  erhält  man,  wenn 

(p(v)  =  v<l>(v),  rp{v)  =  vW{v) 

gesetzt  wird,  analog  den  obigen  Ausführungen : 

—  1  dv  f  0{v)0i{w)  sin  vwdw  =^a„  f  ^i{w)dw 
-fdvjw (v)  W^ (w)  cos  vwdw  =  ^b^  j W^ {w) dw, 
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und  speciell  noch : 


/    I  0{v)  ainuw  s'mvw  dvdw  =  2ji0  (w) 

j    I ^{v)  cos uw  cosvw dv  d ic  ==  '27i'F{u) . 

Da  0{v)  eine  ungrade  und  ^{v)  eine  grade  Function  von  v  ist,  so  verschwinden  die 
Integrale  links,  wenn  man  unter  den  Integralzeichen  die  eüie  jener  beiden  Functio- 
nen mit  der  andern  vertauscht.  Die  beiden  Gleichungen  lassen  sich  deshalb,  wenn 

0{v)  +  W{v)  =  F{v) 

gesetzt  wird,  in  folgender  zusammenfassen: 

+  00  +^ 
(H)  f  fF{v)  cos{u—v)wdvdiv  =  27iF{u), 

welche  nichts  anderes  als  die  bekannte  ^owner'sche  Formel  ist.  Dieselbe  geht,  wenn 
man  mit  der  Integration  in  Bezug  auf  iv  beginnt,  nach  Hrn.  P.  du  Bois-Reymond's 
Bemerkung  in  Borehardt's  Journal  Bd.  69  S.  66  unmittelbar  aus  der  Entwickelung 
nach  sinus  und  cosmits  ganzzahhger  Vielfacher  des  Arguments  hervor;  hier  aber  zeigt 
sich  andrerseits,  dass,  faUs  F{u)  für  alle  reellen  Werthe  von  u  in  eine  Reihe: 

Sa   cos  u  u  +  Sb   sin  v  u  («  =  0,1,2,  ..) 

entwickelt  werden  kann,  das  Fourier'sche  Doppeüntegral  vermöge  der  Eigenschaft 
von: 

fF{v)  cos  (m  —  v)wdv, 

innerhalb  der  verschiedenen  durch  die  Grössen  /y„  und  v„  begrenzten  Intervalle  von 
w  unverändert  zu  bleiben,  in  jene  Reihe  von  selbst  auseinander  bricht,  werm  mit 
der  Integration  in  Beziehung  auf  v  der  Anfang  gemacht  wird. 
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ÜBER  POTENTIALE  ^^-FACHER  MANNIGFALTIGKEITEN. 

Die  Uebertragiing  des  Potentials  eines  nicht  auf  seine  Hauptaxen  bezogenen 
Ellipsoids*)  auf  n- fache  Mannigfaltigkeiten  führt  zu  einem  Ausdruck  von  bemer- 
kenswerther  Einfachheit. 

I. 

Ist  für  alle  Werthe  r,s=0,l,...n,  wobei  n  >  2  vorauszusetzen  ist, 
a^  =  a  ^,     b^  =  b^^ 
und  D{t)  die  Determinante  der  Grössen  a^,  +  tb^^,  und  zwar 

D(t)  =  —  i  O^,  +  tt„|  (r,.  =  0,l,...»), 

ist  femer  «S,,  =  0  oder  1 ,  je  nachdem  die  beiden  Indices  r,  s  von  einander  verschieden 
oder  einander  gleich  sind**),  so  sind  die  durch  die  Gleichungen 

(A)  2i^r,  +  tKs)f,r  =  ^.  Cp.r,.  =  0.1....-) 

definirten  Grössen  /  ^  die  Unterdeterminanten  jenes  Systems,  dividirt  durch  die 
Determinante.  Wird  nun  nach  /  differentiirt,  alsdann  mit  /^,  nmltiphcirt  und  über 
alle  Werthe  von  s  summirt,  so  kommt 

y'(a    +tb   )f'   f    =  — Vi     /     /  (,.:i.r,.  =  o,i,..  .), 

oder  unter  Anwendung  der  Relation  (A) 

(B)  C=-Ä./pr/,.  (p.,.r..  =  0......n), 


*)  Vergl.  Dirichlet's :  Untersuchungen  über  ein  Problem  der  Hydrodynamik,  §  4.  Abhand- 
lungen der  Königl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Götiinyen,  Bd.  VIII.') 

**)  Vergl.  meine:  Bemerkunge7i  zur  Determinanten-Theorie,  im  72  Bande  des  Borchardt- 
schen  Journals.^) 

»)  Dirichkt,  Werke,  Bd.  II,  S.  263ff.,  insbea.  S.  280—284.  H 

•)  Bd.  I,  S.  237  dieser  Ausgabe  von  L.  Kranecker'a  Werken.  H 
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WO  /'  die  nach  t  genommene  Ableitung  von  /  bedeutet.  Ueberdies  ist  die  Ableitung 
D'{t)  durch  die  Gleichung 

D'  (t)  =  D  (02^..  fr.  (r,  .  =  0,  1,  . . . ,.) 

bestimmt.  Setzt  man  nunmehr 

(C)  F{i)=^f^,z^z„     F^it)  =  2^f^^z^,    F,  =  2/^.  (r,.  =  o,i,...„), 

so  ist  F^  die  nach  z^  genommene  Ableitung  von  F  und  F^^  die  nach  z^  und  z^  ge- 
nommene zweite  Ableitung  von  F,  und  für  die  nach  t  genommene  Ableitung  von  F, 
welche  mit  F'{t)  bezeichnet  werden  soll,  kommt 

F'  (<)  =    ^,  /'      2    2  (p,  V  =  0, 1,  .  . .  n) 

J',1 

oder  mit  Benutzung  der  Relationen  (B)  und  (G) 

(D)  4F'(0  =  —^b^F^  (<)F  (0  (r, .  =  0, 1, .  .  n) 
und  endhch 

(E)  W  (0  =  D  (0  ^\F^,  (r.  .  =  0,  1,  . . .  „) . 

Dies  vorausgeschickt,  sei 

V=fF{t)0{t)dt. 

f 

Die  Function  0{t)  und  die  obere  Grenze  des  Integrals  V  sei  von  den  Variabein  z 
unabhängig.  Alsdann  ist,  wenn  man  die  nach  z^  und  resp.  die  nach  z^.  und  z^  ge- 
nommenen Ableitungen  von  t"  und  F  mit  f,,  t\,  F,.,  F^,  und  den  Ausdruck 

F{e)[tity{f)  +  ti0{f)]  4-  0{f)[tieF\f)  +  «x(«°)  +  tyy)] 

mit  £/  bezeichnet, 

V^^  =  —  ü+JF^.^{t)0{t)dt. 

Setzt  man  nun  einerseits  f  von  den  Variabein  z  unabhängig  andrerseits  aber  <"  durch 
die  Gleichung  i^(^*)  =  0  mit  den  Variabein  z  verbunden  voraus,  so  wird  im  letzteren 
Falle 

tlF'if)  -f  F^{f)  =  0 
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und  also  je  nach  den  beiden  Fällen 

U  =  0    oder     ü-F'(t'')=-0{e)F^{f)F,{t''). 

Hiernach  erhält  man  mit  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (D)  und  (E)  das  Re- 
sultat, dass  je  nach  den  beiden  über  f  gemachten  Voraussetzungen 

^b^V^^  —  2f0it)d\ogD{t)  =  O    oder    —4^(0  (r,,=o,i....n) 

wird,  und  hieraus  folgt,  dass  wenn  die  obere  Grenze  des  Integrals  V  unendlich  gross 

und 

i_ 

0{t)  =  cD{t)    * 

angenommen  wird,  je  nach  den  beiden  Voraussetzungen 

1 
2b„F  .  =  4cD(<'')~^    oder    =0 

ist.  Man  braucht  daher  nur  die  speciellen  Festsetzungen 

b^     =0,       ^,i  =  ^,t  {t  =  0,\,...n,i,k  =  l,i,...n) 

xmd 

zu  treffen,  damit 

AfF{i)0{i)äi  =  —  ET    oder     =r  0 

werde,  je  nachdem  die  untere  Grenze  f  von  den  Variabein  z  unabhängig  oder  durch 
die  Gleichung  jF"  (i")  =  0  bestimmt  angenommen  wird.  Das  Zeichen  A  hat  hierbei  die 
übhche  Bedeutung: 

k 

und  ö5  soll  den  Inhalt  der  (w  —  1 )  fachen  sphärischen  Mannigfaltigkeit  Zj  +  2*  H \-z^ 

=  1  angeben.*)  Ueberdies  ist  noch  Zq  =  \  zu  nehmen  und  die  Grössen  a^,  sind  als 


*)  Vergl.  meinen  Aufsatz:  U  eher  Systeme  von  Functionen  mehrer  Variabein,  im  Monats- 
bericht der  Berliner  Akademie  der  Wissenschaften  vom  März  ,  1869,  pag.  169  und  173.*) 

•)  Bd.  I,  S.  177  dieser  Ausgabe,  vgl.  auch  die  Behandlung  in  Kronecker's  Vorlesungen  über  ein- 
fache und  mehrfache  Integrale.  H 
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reell  und  so  beschaffen  vorauszusetzen,  dass  F{0)  nur  für  endUche  Werthe  der 
Variabein  z  negativ,  also  F{0)  <  0  ein  endHches  Gebiet  von  n-facher  Mannigfaltig- 
keit ist.  Soll  nun  A  V  für  Punkte  (z),  die  im  Innern  der  geschlossenen  {n  —  1)- fachen 
Mannigfaltigkeit  F{0)  =  0,  d.h.  in  dem  Gebiete  F{0)  <  0  liegen,  den  Werth  —  m, 
für  äussere  Punkte  aber  den  Werth  Null  haben,  so  braucht  man  nur  für  innere 
Punkte  f  constant  und  für  äussere  Punkte  f  durch  die  Gleichung  F{t'')  =  0  be- 
stimmt anzunehmen.  Da  aber  auf  der  Begrenzung  i^(0)  =  0  der  Werth  von  f  gleich 
Null  ist,  so  muss,  wenn  V  eine  stetige  Function  der  Punkte  {z)  sein  soll,  für  die  inneren 
Punkte  f  =0  genommen  werden.  Die  hieraus  resultirende  Bestimmung  von  V  kann 
f olgendermaassen  f ormulirt  werden :  Es  ist 

1     ^  1 

(P)  V=-\wD{Qy'jF{t).D{t)    ^dt, 

wenn  F{t)  und  D(t)  durch  die  Entwickelung  der  Determinante 


z, 

1, 

^1» 

z,,... 

z^ 

1, 

«00. 

«Ol. 

«02'--- 

%n 

z,, 

«IC 

«n  +  « 

,  a^.^,... 

«1„ 

z^, 

«20. 

«Sl' 

^n  +  i'- 

••    «2„ 

als  lineare  Function  von  Z  in  der  Form 

[F{t)-Z]D{t) 

bestimmt  sind,  und  wenn  die  Integration  im  Sinne  wactisender  Werthe  von  t  über  alle 
diejenigen  positiven  Werthe  von  t  erstreckt  wird,  wofür  F{t)  <  0  ist. 

Das  demgemäss  mit  V  bezeichnete  Integral  ist  eine  überall  stetige  Function 
der  reellen  Variabein  Zi,Z2,  .  .  .  z„  oder  des  Punktes  (2)  und  verschwindet  für  un- 
endlich entfernte  Punkte.  Auch  die  ersten  Ableitungen  V^  sind  durchweg  stetig,  die 
zweiten  Ableitungen  F.^sind  nur  in  der  (n—  1  )-fachen  Mannigfaltigkeit  F(0)  =0 

unstetig.   Der  Werth  von  ^T^^.  oder  AV  ist  in  dem  von  dieser  («—  1) -fachen 

k 

Mannigfaltigkeit  umschlossenen  inneren  Bereiche,  d.h.  im  Gebiete  i^(0)  <  0  gleich 
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—  w,  im  äusseren  Bereiche  F{0)  >  0  aber  gleich  Null.  Diese  Eigenschaften  von  V 
genügen  für  den  Nachweis,  dass 

F(2j,s2,...2j  =fP{z,z')dv' 

ist,  wenn  P{z,  z)  das  elementare  Potential  der  Punkte  (z)  und  (2:')  bedeutet,  d.  h. 
wenn  , 

ist,  wenn  ferner  dv  das  Inhaltselement  der  «-fachen Mannigfaltigkeit  (z)  bezeichnet, 
und  wenn  endhch  die  Integration  über  das  ganze  Gebiet  dieser  Mannigfaltigkeit  er- 
streckt wird,  in  welchem  die  Function  i^(0),  wenn  die  Variabein  2  darin  durch  die 
Variabein  z  ersetzt  werden,  einen  negativen  Werth  hat. 

II. 

Um  den  erwähnten  Nachweis  zu  führen,  gehe  ich  von  der  Formel  der  par- 
tiellen Integration  aus,  welche  ich  unter  No.  (3)  auf  pag.  189  des  Monatsberichts  der 
Berliner  Akademie  der  Wissenschaften  vom  März  1869  gegeben  habe*), 

(G)  J'2P.Q.dv+Jp2,Q,,dv  =Jpf^dw. 

Die  beiden  Integrale  links  sind  über  eine  n-  fache  Mannigfaltigkeit  jFq  (21 ,  Zü  ,  . . .  z„ )  <  0 
zu  erstrecken,  das  Integral  rechts  über  die  Begrenzungs-Mannigfaltigkeit  i^o  =0, 
welche  zugleich  die  ganze  natürliche  Begrenzung  bilden  muss.  Vertauscht  man  in  der 
Formel  (G)  die  beiden  Functionen  P  und  Q  mit  einander  und  subtrahirt  die  dadurch 
entstehende  Formel  von  (G),  so  kommt: 

(H)  -/«2p..^»-  -/pI:«...!«  +J{P%-Q%)ä.. 

wo  übrigens  der  nach  f  genommene  Differentialquotient  wie  in  meiner  schon  citirten 
Abhandlung  vom  März  1869  durch  die  Gleichung^) 


[2^;.]^g-2«A, 


•)  Bd.  I,  S.  208  dieser  Ausgabe  von  L.Kronecker's  Werken.  H 

•)  Bd.  I,  S.  189  u.  S.  208  dieser  Ausgabe.  H 

L.  Kronecker'»  Werke  V  27 
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defiiiirt  wird.  Nimmt  man  in  der  mit  (G)  bezeichneten  Formel  P  =  1 ,  so  kommt 

und  wenn  man  hierin 

^o=2(~%-<)=-B^    und    Q  =  P(z,z') 

k 

setzt :  r"  , 

jAP(z,z)dv  =  —a, 

wenn  die  Integi'ation  hnks  über  den  Bereich  ^(z^.  —  z^)^  <  R^  erstreckt  mrd.  Hier- 
aus folgt  aber,  dass  allgemein 

(J)  fQAP{z,z')dv=  —^Q{z\,z'^,...z^) 

wird,  wenn  über  einen  Bereich  F^^  <  Q  integrirt  wird,  in  welchem  Q  endhch  bleibt, 
und  in  welchem  der  Punkt  (z')  hegt;  die  Formel  (H)  ergiebt  demgemäss  unter  den- 
selben Bedingungen  die  Gleichung 

(K)  äTQ(< ,.;,...  .<)  =  -Jp{z,  z')AQdv  +J[pf^  -  Ö|f)  dw. 

Liegt  der  Punkt  (z')  nicht  in  dem  Bereiche  F^  <  Q,  so  wird  die  rechte  Seite  der 
Gleichung  gleich  Null,  da  ja  die  Integration  über  ein  grösseres  Gebiet  erstreckt  und 
für  den  ganzen  Bereich,  wo  F^,  >  0  ist,  Q  =0  angenommen  werden  kann.  Hierbei 
zeigt  sich  übrigens,  dass,  da 

~JP{Z,  z')^Qdv  +fp{z,  z'f^dw 

beim  Durchgang  des  Punktes  (z)  durch  F^{z[,  z'., ,  .  .  .  z'j  =  0  stetig  ist,  das  Integral 

sich  beim  Durchgang  des  Punktes  {z)  vom  Bereich  F^{z\,z,,  .  .  .zj  <  0  nach 
jFj(Zj  z^,  .  .  .z[)  >  0  plötzlich  um  Co  Q{z1,  2°,  .  .  .  z")  ändert.  Wird  nunmehr  in  der 
Formel  (H)  P  =F^  gesetzt,  so  kommt 

(L)  JQA  F^dv  =jF,AQdv  +Jq  l^FlT^dw, 

und  wemi  man  hierin  für  die  Function  des  Punktes  (z),  die  mit  F^  bezeichnet  ist, 

Piz.z)-Piz,zYf^J, 
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setzt,  WO  die  Punkte  (z)  und  {z")  durch  die  Relationen 

Z      ^  Z      =  Z  r  (*,i  =  I,S, ...  n) 

■^/i  ^  I     k  h    0 

k 

mit  einander  verbunden  sein  sollen,  so  erfüllen  die  auf  i^o  =  0  liegenden  Punkte 
(2°)  die  sphärische  Mannigfaltigkeit  ^z[  =r\,  und  jedem  Punkte  (2')  im  Innern 
jF'o  <  0  entspricht  ein  Punkt  (z")  im  Äußern  i^o  >  0.  Die  hnke  Seite  der  Gleichung 
{L)  reducirt  sich  mit  Hülfe  der  Gleichung  (J)  für  jeden  inneren  Punkt  (2')  auf  —  c), 
multiphcirt  mit  dem  Werthe  von  Q,  und  es  kommt  daher,  wenn  zur  Abkürzung 
Q{z)  für  §(2i ,  22 ,  .  .  .  2„)  gesetzt  wird, 

(M)  -l3q{z)=j'F^Aqäv  +jGiz'>)Q{z'')dw, 

wo 

F,  =  P{z,z'}-P{z,z")(^'^J'' 

0  k 

* 

ist,  und  die  erste  Integration  rechts  über  die  «-fache  Mannigfaltigkeit  ^2^  <  r^ 

k 

die  zweite  über  deren  Begrenzung  zu  erstrecken  ist.  Die  Formel  (M)  liefert  die  Be- 
stimmung der  Function  Q  im  Inneren  einer  sphärischen  Mannigfaltigkeit  durch  die 
Werthe  von  A  Q  und  durch  diejenigen,  welche  Q  selbst  auf  der  Begrenzung  hat.  Lässt 
man  den  Radius  »0  ins  UnendUche  wachsen,  so  reducirt  sich  die  Gleichung  (M)  auf 
folgende : 

(N)  Q{z')  =  -^fp{z,z')AQdv, 

wenn  Q  für  unendhch  entfernte  Punkte  verschwindet  und  auch  A  Q  nur  innerhalb 
eines  endhchen  Bereichs  von  Null  verschieden  ist.  Da  die  obige  Function  F  diese 
Eigenschaften  besitzt,  so  ist  in  der  Gleichung  (M)  der  zu  führende  Nachweis  ent- 
halten. Uebrigens  ist  es  (vergl.  Hrn.  C.  Neumanfi's  bezügUche  Arbeiten)  für  das  Be- 
stehen der  Gleichung  (N),  wenn  rechts  über  die  gesammte  n- fache  Mannigfaltigkeit 
inte^irt  wird,  offenbar  ausreichend,  dass  das  Integral  convergent  sei,  dass  der 
Mittelwerth  von  Q  auf  jeder  unendhch  grossen  sphärischen  Mannigfaltigkeit  ver- 

27* 
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schwinde,  und  dass  in  den  bei  der  Herleitung  gebrauchten  Integralen  keinerlei  natür- 
hche  Begrenzung  vorkomme. 

Ich  bemerke  schließlich,  dass  die  vorstehenden  Entwickelungen  vor  mehr  als 
zehn  Jahren  aus  meinen  Untersuchungen  über  Systeme  von  Functionen  mehrer 
Variabein  hervorgegangen  und  bereits  in  der  am  27.  October  1870  abgehaltenen 
Sitzung  der  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin  von  mir  vorgetragen  worden 
sind.i) 

Berhn,  Juni  1880. 


')  VgL  Zusatz  13  am  Ende  dieses  Bandes. 


BEWEIS  EINER  JACOBFSCHEN 
INTEGRALFORMEL 


VON 


L.  KRONECKER. 


Sitzungsberichte  der  Königlich  Preussischen  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin 
vom  Jahre  1887.  S.  539-540. 


BEWEIS  EINER  JACOBFSCHEN  INTEGRALFORMEL. 

[Gelesen  in  der  Akademie  der  Wissenschaften  am  7.  Februar  1884.] 

In  einer  im  XV.  Bande  des  Crelle'schen  Journals  abgedruckten  Abhandlung, 
welche  den  Titel  führt:  ,^ormula  transformationis  mtegralium  definitorum"^)  ent- 
wickelt Jacohi  eine  Formel,  mittels  deren  die  Integrale,  welche  die  Coefficienten 
i^owrier'scher  Reihen  darstellen,  in  andere  zur  Berechnung  geeignetere  transformirt 
werden.  Es  ist  dies  die  a.  a.  0.  {Crelk's  Journal,  Bd.  XV,  S.  3)^)  mit  (7)  bezeichnete 
Formel : 

I  f{co3x)  cofinxdx=^         _  z^  1  /'"'(cosa;)  sin''xdx, 

0  0 

in  welcher  n  irgend  eine  positive  ganze  Zahl  vind  /'"'(2)  die  nte  Ableitung  der  Func- 
tion f(z)  bedeutet. 

Jacohi  leitet  seine  Formel  zuerst  unter  der  Voraussetzung  ab,  dass  die  Func- 
tion i{z)  durch  eine  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  z  fortschreitende  Reihe  ge- 
geben sei,  imd  beweist  nachher  dieselbe  Formel  allgemein  mit  Hülfe  eines  auch  ,,an 
sich  bemerkenswerthen  Lemma's".  Als  nun  vor  Kurzem  von  einem  Mitgliede  des 
hiesigen  mathematischen  Seminars  in  einer  Versammlung,  die  unter  meiner  Leitung 
stattfand,  ein  Vortrag  über  die  angeführte  Jacofti'sche  Abhandlung  gehalten  und 
dabei  auch  eine  andere  Herleitung  der  Jacoöi'schen  Formel  gegeben  wurde,  bemerkte 
ich,  dass  die  allgemeinste  und  zugleich  einfachste  Beweismethode  durch  einen  In- 
ductionsschluss  erlangt  wird. 

Da  nämlich  für  die  Integrale  auf  der  Unken  Seite  der  Jacofti'schen  Formel 
die  Gleichung: 

n  n  n 

//(cos  x)  cos(h  +  l)a;<ix  -\-  jf  {cos  x)  cos(n  —  l)xdx  —  'ij cos  xf{cos  x)  cos nxdx  =  0 

0  U  ü 

besteht,  so  braucht  offenbar  nur  gezeigt  zu   werden,  dass  auch   die   drei  ent- 
sprechenden Ausdrücke  auf  der  rechten  Seite  der  Formel  die  entsprechende  Glei- 


')  Jacobi,  Werke,  Bd.  VI,  S.  86  ff.  H 

•)  Jacobi,  Werke,  Bd.  VI,  S.  89.  .  H 
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chung  befriedigen.  Werden  diese  drei  Ausdrücke  sämmtlicli  mit  dem  Product: 
1-35  ••(2  »4-1)  multiplicirt,  so  erhält  man  die  zu  beweisende  Gleichung  in 
folgender  Gestalt: 

//'""""''(cosa;)  sin" """"^x  da;  -|-  (4n"  —  1) //'""'' (cos  x)  sui.^''~'xdx 
0  h 

—  2 (211  +  \) I (p'''\cos  x)  sin'"xdx  =  0, 

wobei  zur  Abkürzung  q>  (cosa;)  =  cos x  /(cos a;)  und  also 

(p''''\cos  x)  =  cos  a;/'"'(cos  x)  +  n/'"~^'(cos  x) 
gesetzt  ist.  Das  Aggregat  der  drei  Integrale  auf  der  linken  Seite  ist  aber  nichts  An- 
deres als  /  F'^{x)dx,  wo  F'^{x)  die  nach  x  genommene  Ableitung  von: 

0 

(2n  +  l)/*"~''(cos  x)  sin^"~'a;  cos  x  —  /'"'(cos  x)  sin'"'^'a; 

bedeutet.  Wenn  nun  /"'(z)  in  dem  Intervalle  von  z  =  —  lbisz  =  +  l  eudhch  und 
stetig  bleibt,  so  bleibt  offenbar F„ {x)  in  dem  Intervalle  a;  =  0  bis  x  =n  endlich  und 
stetig  und  verschwindet  überdies  (wegen  des  Factors  sin^"-^  a;)  an  den  beiden  Gren- 
zen des  Intervalls.  Es  wird  also  in  der  That  für  alle  ganzen  positiven  Zahlen  n: 

fF[{x)dx  =  0, 

u 

sobald  die  Function  /(z)  nebst  allen  ihren  Ableitungen  in  dem  Intervalle  von 
z=— lbisz  =  +l  endlich  und  stetig  bleibt. 

Die  Jaco&i'sche  Integralformel  ist  hiermit  in  dem  ganzen  Umfange  ihrer 
Gültigkeit  bewiesen,  und  aus  dieser  kann  hinwiederum  das  Bestehen  eben  jener 
Differentialformel : 


d"sin«'"  +  i 


"  n  +  1 


d  cos  x"  n-]-  . 

erschlossen  werden*),  auf  welche  Jacobi  den  allgemeineren  Beweis  seiner  Integral- 
formel gründet.**) 


*)  Dieser  Nachweis  bildete  einen  Theil  des  oben  erwähnten  Seminarvortrages. 
**)  Vergl.  Liouville's  Aufsatz:  „Siir  une  formule  de  M.  Jacobi"  {Liouville'a  Journal 
Bd.  VI.  1841). 


BEWEIS  DES  PUISEUX'SCHEN  SATZES 


VON 


L.  KRONECKER. 


Sitzungsberichte  der  Königlich  Preussischen  Akademie  der  Wissenschaften 
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BEWEIS  DES  PUISEÜX'SCHEN  SATZES. 

[Gelesen  in  der  Akademie  der  Wissenschaften  am  8.  Mai  1887.] 

In  einem  Aufsatze*)  „über  die  Bestimmung  des  Grades  einer  durch  Elimina- 
tion hervorgehenden  Gleichung"  hat  Hr.  Minding  zuerst  darauf  aufmerksam  ge- 
macht, dass  die  Entwickelung  algebraischer  Functionen  einer  Variabein  nach  fallen- 
den Potenzen  zur  Bestimmung  des  Grades  der  Endgleichung  benutzt  werden  kann, 
welche  aus  zwei  algebraischen  Gleichungen  f{x,  y)  =0  und  (p{x,  y)  =Q  bei  EUmi- 
nation  von  y  resultirt,  und  Liouville  hat  in  einer  kurz  darauf  pubhcirten  grösseren 
Abhandlung**)  jene  Reihenentwickelungen  algebraischer  Functionen  in  ausgedehn- 
terem Maasse  für  die  Theorie  der  Elimination  verwendet,  ohne  jedoch  dabei  auf  die- 
jenigen Fälle  näher  einzugehen,  in  denen  die  Entwickelvuigen  auch  gebrochene  Po- 
tenzen der  Variabein  enthalten.  Eben  dieselben  Entwickelungen  algebraischer  Func- 
tionen einer  Variabein  nach  fallenden  Potenzen  können  nun  auch  zur  unmittelbaren 
Erkenntniss  der  Richtigkeit  jenes  fundamentalen  Satzes  benutzt  werden,  welchen 
Puiseux  im  Jahre  1851  in  seinem  Aufsatze***)  ,,Nouvelles  recherches  sur  les  fonc- 
tions  algebriques"  aufgestellt  hat.  Geht  man  nämlich  von  der  Voraussetzung  aus, 
dass  eine  Function  einer  complexen  Variabehi  z,  welche  mit  f{z)  bezeichnet  werden 
möge,  durchweg  eindeutig  ist  und  zugleich  einer  algebraischen  Gleichung: 

fi^r  +  9',  (')/(2)""'  +  •  •  •  +  <P„^^{^|{^  +  9'„(2)  =  0 

genügt,  in  welcher  cpi  (z) ,  9^2  (z) ,  .  .  .  95,,  (z)  ganze  rationale  Functionen  von  z  bedeuten, 
so  schhesst  man,  dass  die  Entwickelung  von  f{z)  nach  fallenden  Potenzen  von  z 
nicht  Gheder  mit  positiven  gebrochenen  Exponenten  enthalten  kann,  weil  sonst  beim 
einmahgen  Umlauf  auf  einem  Kreise  mit  dem  Mittelpunkt  2=0  und  mit  hinreichend 
grossem  Radius  der  Werth  von  /(z)  eine  Änderung  erfahren  würde.  Man  schhesst 


*)  Crelle's  Journal,  Bd.  XXII  (1841)  S.  178  und  Liouvüle's  Journal  Bd.  VI  (1841), 
8.  412. 

**)  Liouvüle's  Journal,  Bd.  VI  (1841),  S.  345. 
***)  Liouville  s  Journal,  Bd.  XVI  (1851),  S.  229. 
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ferner,  dass  die  Entwickelung  nur  Glieder  mit  positiven  ganzen  Exponenten  ent- 
halten kann,  da  —  wenn  das  Aggregat  dieser  GHeder  mit  /o  (z)  bezeichnet  wird  — 
die  Differenz  /(z)  —  foiz)  für  unendHch  grosse  Werthe  von  z  verschwindet  und  über- 
dies, wie  nachher  näher  ausgeführt  werden  soll,  sich  durch  das  Cauchy'&che  Integral, 
erstreckt  über  die  Peripherie  eines  Kreises  mit  behebig  grossem  Radius,  darstellen 
lässt,  also  durchweg  gleich  Null  sein  muss. 

Die  allgemeine  Entwickelbarkeit  algebraischer  Functionen,  welche  der  vor- 
stehenden Deduction  zu  Grunde  liegt,  ist  wohl  nicht  in  ganz  einfacher  und  zugleich 
vollständiger  Weise  dazulegen.  In  den  meisten  Lehrbüchern  fehlt  die  Theorie  dieser 
Entwickelungen  überhaupt;  ich  finde  sie  nur  in  einem  älteren  Werke,  dem  grossen 
Lacroix'schen  ,,Traite  du  calcul  differentiel  et  du  calcul  integral",  auf  welches  auch 
in  dem  Minding' sehen  Aufsatze  verwiesen  wird,  und  in  dem  neueren  C.  Jordanischen 
Lehrbuche  ,,Cours  d'analyse  de  l'ecole  polytechnique"  behandelt,  aber  mir  scheinen 
die  bezüglichen  Auseinandersetzungen  nicht  ganz  erschöpfend  zu  sein.  So  viel  ich 
sehe,  wird  in  den  beiden  citirten  Werken  nur  gezeigt,  wie  unter  der  Voraussetzung 
der  Entwickelbarkeit  die  einzelnen  Exponenten  und  Coefficienten  der  verschiedenen 
Glieder  der  Entwickelung  bestimmt  werden  können.  Doch  ist  weder  nachgewiesen, 
dass  jede  aus  diesen  Bestimmungen  hervorgehende  Entwickelung  wirklich  die  vor- 
gelegte algebraische  Gleichung  befriedigt,  noch  dass  für  jede  der  verschiedenen  Wur- 
zeln der  Gleichung  eine  solche  Entwickelung  erlangt  wird.  Der  erstere  Nachweis 
müsste  offenbar  den  der  Convergenz  der  Reihenentwickelung  mit  enthalten,  der 
letztere  müsste  entweder  auf  eine  Reduction  des  Grades  der  vorgelegeten  Gleichung 
mit  Hülfe  einer  der  gefundenen  Reihenentwickelungen  gestützt  werden,  oder  es 
müsste  dabei  die  Voraussetzung  hinzugenommen  werden,  dass  die  vorgelegte  Glei- 
chung lauter  verschiedene  Wurzeln  habe,  und  keine  Discussion  solcher  Art  findet 
sich  in  den  angeführten  Werken  bei  Behandlung  der  bezeichneten  Frage.  Dass  Hr. 
Weierstrass  schon  vor  langer  Zeit  die  Theorie  der  Rejhenentwickelungen  algebrai- 
scher Functionen  vollständig  erledigt  und  in  seinen  Universitätsvorlesimgen  mehr- 
mals vorgetragen  hat,  weiss  ich  aus  seinen  persönlichen  Mittheilungen,  und  dieselbe 
Theorie  lässt  sich  auch  in  voller  Allgemeinheit,  wie  ich  schon  in  der  Einleitung  zu 
meiner  Abhandlung  ,,über  die  Discriminante  algebraischer  Functionen  einer  Varia- 
bein" erwähnt  habe*),  mit  den  a.a.O.  auseinandergesetzten  Methoden  behandeln. 

*)  Journal  für  Mathematik  Bd.  91  (1881),  S.  305.i) 
')  Bd.  II,  S.  201  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecher's  Werken.  H 
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Wenn  hiernach  die  allgemeine  und  vollständige  Theorie  der  Entwickelung 
algebraischer  Functionen  in  Potenzreihen  eben  nur  auf  eingehendere  Untersuchun- 
gen gegründet  werden  kann,  so  erscheint  es  von  Interesse,  dass  die  obige  Deduction 
des  Puiseux'schen  Satzes  mittels  einer  einfachen  Transformation  der  unabhängigen 
Veränderlichen  von  der  Voraussetzung  der  allgetneinen  Entwickelbarkeit  algebrai- 
scher Functionen  befreit  werden  kann.  Um  dies  zu  zeigen,  möge  nunmehr  voraus- 
gesetzt werden,  dass  eine  eindeutige  Function  /(z)  einer  Gleichung: 

v,^)ii?T  +  9,{^)t(^r'+  •  •  •  +  9'„_,{s)/(2)  +  <pS^)  =  0 

genügt,  deren  Coefficienten  (p  {z)  ganze  rationale  Functionen  von  z  sind,  und  deren 
Discriminante  A  (2)  von  Null  verschieden  ist.  Es  ist  nachzuweisen,  dass  hieraus  er- 
schlossen werden  kann,  /(z)  müsse  eine  rationale  Function  von  z  sein.  Ist  nun  Zq 
irgend  ein  Werth  von  2,  wofür  weder  999  (2)  noch  die  Discriminante  A  (z)  verschwin- 
det, so  ergiebt  die  Taylor'&chQ  Entwickelung  für  jede  der  n  Wurzeln  jener  Gleichung 
nten  Grades,  also  auch  für  /(z),  eine  nach  ganzen,  steigenden  Potenzen  von  (2—  Zq) 
fortschreitende  Reihe.  Setzt  man : 


^  =  ^0+7.     /(2o+|)  =  f?(^)' 


so  ist  g{x)  nach  ganzen  fallenden  Potenzen  von  x  entwickelbar  imd  genügt  zugleich 
einer  Gleichung  «ten  Grades: 

Vo(^).'7(^)"  +  fS^)9{^T~'+  •  •  •  +  v„-i(^)?(a;)  +  w,M)  =  0, 

deren  Coefficienten  rp  {x)  ganze  rationale  Functionen  von  x  sind.  Es  ist  daher,  wenn 
man  mit  y(x)  denjenigen  Theil  der  Entwickelung  von  fo{x)g{x),  welcher  die  nicht 
negativen  Potenzen  von  x  enthält,  und  mit  q{x)  die  Differenz  y>(i{x)g{x)--  y{x)  be- 
zeichnet, offenbar  q  {x)  eine  eindeutige  Fimction  von  x,  welche  für  a;  ==  00  ver- 
schwindet und  zugleich  einer  Gleichung: 

e(a;r  +  Zi(a;)e(a:)"~'H h  x„-M)q^'^)  +  %„(^)  =  ^ 

genügt,  in  welcher  die  Coefficienten  x{^)  ganze  rationale  Functionen  von  x  sind. 
Hiernach  ist: 


wenn  die  Integration  über  irgend  eine  den  Punkt  («)  umschüessende  Curve  erstreckt 
wird;  denn  daraus,  dass  q{x)  jener  Gleichung  «ten  Grades  genügt,  folgt,  dass  q{x) 


222  BEWEIS  DES  PUISEUX'SCHEN  SATZES 

für  endliche  Werthe  von  x  endlich  und  im  Allgemeinen,  d.  h.  höchstens  mit  Aus- 
nahme derjenigen  Werthe  von  x,  wofür  die  Discriminante  der  Gleichung  verschwän- 
det, auch  stetig  sein  muss.  Nimmt  man  nun  für  jene  Integrations-Curve  einen  Kreis 
mit  unendlich  grossem  Radius,  so  wird  q{^)  =0,  und  es  ergiebt  sich  daher,  dass 
q{x)  für  alle  Werthe  von  x  gleich  NuU,  also  fo{x)g{x)  =y{x)  und  folglich  /(z)  eine 
rationale  Function  von  z  sein  muss. 

Bei  der  hier  dargelegten  Beweismethode  kann  man  natürhch  auch  die  Trans- 
formation der  Variabein  z  in  die  Variable  x  vermeiden;  man  gelangt  alsdann  zu 
einer  vereinfachten  Darstellung  des  von  Puiseux  selbst  a.  a.  0.  gegebenen  Beweises. 
Nach  den  obigen  Bestimmungen  ist  nämlich,  wenn 

<Po{-)y"+9>ii^)y"~'^ ^-  9'„_,(~)y  +  ?'„(-)  =  ^(2/.  2) 

gesetzt  und  der  Grad  von  0{y,z)  in  Beziehung  auf  z  mit  m  bezeichnet  wird: 

Wo i^)  =  (^  —  ~'o) " '" n (^)    und  also :    %{x)g (x)  =  {z  —  z^) ~ '" (p^{z)f {z) . 

Bedeutet  nun  y,,  irgend  einen  der  n  Werthe  von  y,  wofür*  <P{y,  z)  =0  wird,  und 
0k (z)  denjenigen  Theil  der  Entwickelung  von  <Po{z)yic  nach  steigenden  Potenzen  von 
(z—Zq),  welcher  nur  niedrigere  als  (m  +  l)te  Potenzen  enthält,  so  ist  für  einen 
Werth  des  Index  k: 

( <Poi^)  y,:  —  0*  (^))  (^  —  ^o)~"'  =  ei^)- 

Füi'  den  Beweis  des  Pm'sei/a;'schen  Satzes  ist  also  nur  erforderhch  zu  zeigen,  dass  der 
Ausdruck  auf  der  linken  Seite,  wenn  er  eine  eindeutige  Function  von  z  darstellen  soll, 
nothwendig  gleich  Null  sein  muss.  Dies  erhellt  aber  in  der  That,  wenn  man  diesen 
Ausdruck  durch  ein  CoMCÄ?/'sches  Integral  darstellt.  Setzt  man  nämlich  zur  Ab- 
kürzung: ,  ,         „  ,  ,      ^  ,  , 

so  bleibt  (z—  Zo)  "'~'-^i(z).  für  jeden  Index  k,  bei  endlichen  Werthen  von  z,  auch 
wenn  z  dem  Werthe  Zo  beUebig  nahe  genommen  wird,  innerhalb  endlicher  Grenzen, 
ist  durchweg  —  höchstens  mit  Ausnahme  der  unmittelbaren  Umgebung  des  Werthes 
2  =  Zo  und  aller  derjenigen  Werthe,  wofür  die  Discriminante  von  0(y,z)  ver- 
schwindet —  stetig,  und  nähert  sich,  wenn  z  unendhch  grosse  Werthe  annimmt,  der 
Grenze  Null.  Wenn  daher  für  einen  Werth  des  Index  k  die  Function  F^  (z)  eindeutig 
ist,  so  muss  sie  gleich: 

(z~zj"+^  Ac-^o)-""-'F,(;)^^ 

2ni       J  ^  —  2 
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sein,  wo  die  Integration  über  einen  Kreis  mit  unendlich  grossem  Radius  erstreckt 
werden  kaim.  Da  aber  der  Werth  von  (f  —  Zoy"~^Fk{C)  auf  einem  Kreise  mit  wach- 
sendem Radius  sich  durchweg  der  Null  nähert,  so  muss  F^  (z)  =  0  und  also  y^  mit 
der  rationalen  Function  - *,    identisch  sein. 

Bedeutet  f{z),  wie  oben,  die  als  eindeutige  Function  von  z  vorausgesetzte 
Wurzel  %,  so  ist  f(z)  =  — ;,.  AVird  hierin  für  den  mit  0k(z)  bezeichneten  Theil  der 
Entwickelung  von  <Po{z)f{z)  nach  Potenzen  von  {z —  Zq)  dasjenige  Integral  substi- 
tuirt,  welches  aus  der  Darstellung  von  q?o{z)f{z)  durch  das  Cauchy'sche  Integral 
resultirt,  so  kommt: 

wo  die  Integration  über  einen  unendlich  grossen  Kreis  zu  erstrecken  ist.  Hier  er- 
scheint nun  der  von  Puiseux  selbst  gegebene  Beweis  seines  Satzes  in  einer  einzigen 
Formel  zusammengefasst;  denn  der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  ist  offenbar 
eine  rationale  Function  von  z,  imd  die  Richtigkeit  der  Formel  basirt  einerseits  auf 
der  Voraussetzung  der  Eindeutigkeit  von  /(z)  als  einer  Vorbedingung  der  Dar- 
stellung durch  das  Cauchy'sche  Integral,  andererseits  auf  der  Voraussetzung,  dass 
f{z)  zugleich  einer  algebraischen  Gleichung  genügt,  deren  Coefficienten  ganze  ratio- 
nale Functionen  von  z  sind.  Aus  der  letzteren  Voraussetzung  folgt  nämlich  erstens, 
dass  /(z),  multiphcirt  mit  dem  Coefficienten  der  höchsten  Potenz,  der  oben  mit 
q>o  (z)  bezeichnet  worden  ist,  durchweg  endhch  und,  abgesehen  von  der  Umgebung 
einzelner  Punkte,  stetig,  also  durch  das  über  einen  unendlich  grossen  Kreis  zu  er- 
streckende Integral: 


d: 


darstellbar  ist,  und  es  folgt  daraus  zweitens,  dass  das  über  einen  unendlich  grossen 
Kreis  ausgedehnte  Integral: 


J 


^f{^-z,)-"-'d^ 


verschwindet,  wenn  die  ganze  Zahl  m  durch  den  Grad  der  ganzen  rationalen  Coeffi- 
cienten der  Gleichung,  welcher  /(z)  genügt,  nicht  übertroffen  wird. 

Der  hier  unter  verschiedenen  Formen  dargestellte  Beweis  des  Puiseux' sehen 
Satzes  stützt  sich  nur  auf  die  zwei  Elemente,  welche  durch  den  Ausspruch  des  Satzes 
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selbst  als  wesentliche  bezeichnet  sind,  nämlich  auf  die  Möglichkeit  der  Isolirung  einer 
der  durch  die  vorgelegte  Gleichung  definirten  Functionen  und  auf  die  Möglichkeit 
der  Charakterisirung  ihrer  Eindeutigkeit.  Die  Isolirung  geschieht  durch  die  Ent- 
wickelung  in  eine  Taylor'sche  Reihe,  aber  nur  bis  zu  einem  von  vornherein  durch  den 
Grad  der  Gleichungscoefficienten  zu  bestimmenden  Gliede,  die  Charakterisirung  der 
Eindeutigkeit  geschieht  dadurch,  dass  die  Function  als  Cauchy'sches,  Integral  dar- 
gestellt wird.  Dabei  erfüllt  der  Beweis  jene  strengeren  Forderungen,  welche  ich  im 
Anfange  des  §  4  meiner  Festschrift  zu  Hrn.  Kummer's  Doctorjubiläum  angedeutet 
habe*);  denn  es  wird  in  dem  Beweise  eine  Methode  angegeben,  mittels  deren  die 
rationale  Function  von  z  gefunden  werden  kann,  welche  nach  dem  Ausspruche  des 
Puiseux' sehen  Satzes  einer  algebraischen  Gleichung  0{y,z)=O  genügen  muss, 
wenn  eine  ihrer  Wurzeln  y  eine  eindeutige  Function  von  z  ist.  Man  braucht  nämlich 
nur  aus  den  Coefficienten  der  Gleichung  <P{y,z)  =  0  die  «  ganzen  Functionen  mten 
Grades  zu  bilden,  welche  oben  mit: 

bezeichnet  sind,  und  zu  versuchen,  welcher  der  n  Werthe : 

der  Gleichung  0{y,z)  =0  genügt,  da  einer  dieser  Werthe  eben  genügen  muss,  wenn 
diese  Gleichung  überhaupt  eine  in  z  rationale  Wurzel  hat. 

Diese  Betrachtung  kann  auch  zur  Ermittelung  der  Factoren  einer  ganzen 
Function  mehrerer  Variabein  benutzt  werden  und  führt  also  zu  einer  anderen  Er- 
ledigung des  im  oben  citirten  §4  meiner  Festschrift*)  behandelten  Gegenstandes. 
Denn  man  kann  offenbar  in  derselben  Weise,  wenn  eine  Gleichung: 

9^0  y"  +  Vi  y"~'  H h  <p,..iy  +  <p„=^ 

gegeben  ist,  in  welcher  (po,  <Pi,  ■  ■  ■  <Pn  ganze  Functionen  der  Variabein  z,  z",  z", .  . . 
sind  —  durch  Entwickelung  von  y  nach  ganzen  steigenden  Potenzen  von 

f  t        ir  II      III  III 

Z  Zf)  ,  Z  Z^,  Z  2q  ,  .  .  . 

bis  zu  einer  von  vornherein  zu  bestimmenden  Dimension  —  alle  rationalen  Func- 
tionen der  Grössen  z,  z",  z",  .  .  .  aufstellen,  welche  überhaupt  Wurzeln  jener  Glei- 


')  Bd.  II,  S.  256  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker'a  Werken. 
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chung  sein  können.  Die  Werthe  s^,  z",  z' ,  .  .  .  brauchen  hierbei  nur  so  bestimmt  zu 
sein,  dass  dafür  die  Discriminante  der  Gleichung  in  y  nicht  verschwindet.  Die  allge- 
meinere Frage,  ob  eine  ganze  Function  F{z,  z,  z",  z",  .  .  .)  einen  Factor  hat,  wel- 
cher in  Beziehung  auf  z  von  einem  bestimmten  Grade  m  ist,  lässt  sich  aber  unmittel- 
bar auf  die  Frage  zurückführen,  ob  die  Gleichung  deren  verschiedene  Wurzeln  die 
symmetrischen  Functionen  von  je  m  der  Wurzeln  von  F{z)  =0  sind,  durch  eine  ra- 
tionale Function  von  z,  z",  z",  .  .  .  befriedigt  wird.  Ich  bemerke  schliesslich,  dass 
ich  diese  Methode  zur  Untersuchung  der  Irreductibilität  ganzer  Functionen  schon  in 
meinen  im  Winter  1872/73  gehaltenen  Universitätsvorlesungen  ausführlich  ent- 
wickelt habe. 


li.  Kroneoker'a  Werke  T  29 
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BEMERKUNGEN  ÜBER  EIN  SYSTEM  VON  DIFFERENTIAL- 
GLEICHUNGEN, WELCHES  IN  EINER  ARBEIT  DES 
HERRN  VON  HELMHOLTZ  BEHANDELT  IST. 

Im  §  4  (S.  126  und  127)  der  „Principien  der  Statik  monocyklischer  Systeme"^) 
hat  Herr  von  Helmholtz  das  System  von  Gleichungen : 

9sfi        _       -^n      dsf. 


2«ba~  =  0'   2%-^  =  ^ 


/O  =  1 .  2  ,  3 , 
_  1,6=1,2,3, 


behandelt  und  die  Lösung  in  den  a.  a.  0.  mit  (6'.)  und  (6'.)  bezeichneten  Gleichungen : 


angegeben.  Setzt  man : 


V  1  ^P 


k  =  -q„  a  =  x,  =  y„,  p„  =  x^,  s^  =  y,        (ni;':','.::^)' 

so  lässt  sich  jenes  System  von  Differentialgleichungen  in  folgender  Weise  zusammen- 
fassen :  g 

Vg      J^  =  0  M  =  0,l,2,...M^ 

und  es  soU  nun  von  der  durch  die  Werthe  Jo  =  —  ■^ ,  2/o  =  ^o  bewirkten  besonderen 
Beschaffenheit  des  Systems  abstrahirt  und  überhaupt  das  System  von  Differential- 
gleichungen : 

(I.)  ^fkdr""^  (Ä  =  0,l,2,.  ..m;  i  =  0,l,2,...r,) 

behandelt  werden,  in  welchem  die  w  +  1  Coefficienten  (p  gegebene  Functionen  der 
m  +  1  unabhängigen  Veränderlichen  Xq  ,  Xi ,  X2 ,  .  .  .  Xm  und  der  n  +  l  abhängigen 
Veränderhchen  yo,  Vi,  y-i,  ■  ■  ■  Vn  sind.  Dabei  kann  unbeschadet  der  Allgemeinheit 
angenommen  werden,  dass  n  ^  m  ist,  da  im  Falle  n  <  m  die  Functionen  rp,  deren  In- 
dex grösser  als  n  ist,  gleich  Null  zu  setzen  sind. 

')  Crelle's  Journal  für  die   reine   und   angewandte  Mathematik,  Bd.  97,  S.  111 — 140.    Vgl.  be- 
sonders die  Anmerkung  auf  S.  127.  H 
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Es  seien : 

%(3-o.  a-j,  .  .  .  xj,    ri^{x„,  a-i,  .  .  .  xj ,  .  ..  rjjx^,  x^,  .  .  .  xj 

irgend  welche  Functionen  von  x^ ,  Xi ,  .  .  .  x^ ,  welche  für  yo,  yi,  .  .  .  y„  gesetzt  den 
Gleichungen  (I.)  genügen,  und  es  seien  nur  die  ersten  l  +  1  Functionen  tjo,  »h ,  •  •  • »?( 
von  einander  unabhängig.  Die  folgenden  n—  l  Functionen  »?i+i,  »?i+2,  •  •  •  Vn  sind 
dann  als  Functionen  von  >^o^  '?i)  •  •  •  Vi  allein,  d.  h.  ohne  Hinzunahme  der  Variabein 
X,  in  der  Form : 

(II.)  Vr   =    fMo'>h,-   ■   -V,)  (r=,  +  l,l  +  S,...n) 

darstellbar,  und  gemäss  den  Gleichungen  (I.)  wird  daher: 


(I-) 


29'.a.  +2na^ä.;  =  0  .  =  0,.,.      „ 

g  *  g,r  '  J  *  \r  =  ( + 1 ,  |  + J, . .  .  b/ 


Da  »Joj  'Jij  •  •  •  »Ji  als  von  einander  unabhängige  Functionen  der  m  +  1  Variabein  x 
vorausgesetzt  sind,  so  muss  l  ^  m  und  die  Functionaldeterminante  der  l  +  1  Func- 
tionen r],  genommen  in  Beziehung  auf  gewisse  l  +  1  von  den  m  +  1  Variabein  x, 
von  Null  verschieden  sein.  Die  Reihenfolge  der  Variabein  x  kann  daher  so  angenom- 
men werden,  dass: 

(IIL)  l9^I<°  to.*  =  o.i,8....n 

ist.  Aus  den  Gleichungen  (!'.)  folgt  alsdann,  dass  die  Z  +  1  Relationen: 

(IV.)  f'g^—      'S'PrSW  (»-0,1.2....) 

bestehen  müssen. 

Denkt  man  sich  die  »  +  1  Functionen  9?  sämmtlich  mit  einer  und  derselben 
beliebigen  Function  der  Variabein  x  und  y,  welche  mit  P  bezeichnet  werden  möge, 
multiphcirt  und  alsdann  in  den  Producten  (p^P  die  ersten  l  +  l  Variabein  x  dui-ch  die 
ersten  l  -\-  1  Functionen  »?  ersetzt,  so  kommt: 

und  eine  solche  Ersetzung  von  Xq,  x^,  .  .  .Xi  durch  >;o,  'h.  •  •  •  Vi  niuss  wegen  der 
Ungleichheit  (III.)  zulässig  sein.  Setzt  man  nun: 


(VI.) 


2  (yr  —  f/Vo'  Ul'    ■•   ■  2/^0  friVo'  Vi'-  ••    y,'    ^;+  1'  •  •  •  ^J 
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so  wird : 


(VII.) 


30 
d0 


friVo'yi' 


2  {yr-ir{y,>yy' 


,   9Vr         -V  9/,- 


"). 


(y  =  0,  1,  2,  ...0. 


Vermöge  der  Gleichungen  (IL)  wird  hiernach: 
30 


0  =  0, 


dx. 


=  0, 


30 

3.y„ 


2 


9/r 


2 


P     ■>     W^ 


wenn  in  der  Function  0  und  deren  Ableitungen  die  Variabein  y  durch  die  entspre- 
chenden Functionen  rj  ersetzt  werden.  Die  letzteren  Ableitungen  von  0  nach  y^  re- 
duciren  sich  aber  alsdann  mit  Hülfe  der  Relationen  (IV.)  auf  den  Werth  (p^P,  imd 
da  die  mittlere  der  Gleichungen  (VII.)  den  analogen  Werth  <p^P  für  die  Ableitungen 
von  0  nach  denjenigen  y  liefert,  deren  Index  grösser  als  l  ist,  so  folgt,  dass  die  Glei- 
chungen : 

""  '"  /i=0,  1,  3,  ...  7!  \ 


^  =  0,    |?  =  0.    |?  =  .,P 


oder: 

(VIII.) 


0  =  0, 


30 


dx,. 


=  0, 


30^  _  30^ 


30 
30  _ 


=  0, 


30 

dx„ 


=  0, 


bestehen  müssen,  wenn  in  der  Function  0  und  deren  Ableitungen  an  die  Stelle  der 
Variabein  y  die  entsprechenden  Functionen  rj  treten.  Die  Gleichungen  (VIII.)  re- 
präsentiren  daher  m—  l  +  7i  +  1  Gleichungen  zwischen  den  in  der  Function  0  ent- 
haltenen m—  l  +  n  +  1  Variabein : 


2/o.  y^'  y. 


y.' 


welche  aber  in  der  Weise  erfüllt  sein  müssen,  dass  dabei  die  Variabein  x  unbeschränkt 
veränderHch  bleiben.  Sie  können  also,  wenn  man  darin  nacheinander  l  =m,m  —  I , 
m  —  2 ,  .  .  .  nimmt,  als  die  vollständigen  Integralgleichungen  für  die  Differential- 
gleichungen (I.)  angesehen  werden;  denn  es  existirt,  wie  sich  aus  der  vorstehenden 
Entwickelung  ergiebt,  stets  eine  Function  0{yo,  yi,  y^,  ■  ■  ■  y»',  Xj+i,  iCj+g,  ...  x„), 
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wofür  die  Gleichungen  (VIII.)  erfüllt  sind,  wenn  die  Variabein  y  den  Differential- 
gleichungen (I.)  genügen,  und  andererseits  wird  diesen  Differentialgleichungen  offen- 
bar genügt,  sobald  die  Gleichungen  (VIII.)  in  der  angegebenen  Weise  erfüllt  sind, 
da  alsdann  aus  der  Differentiation  der  Gleichung  0=0  nach  den  m  +  1  Variabein  x 
die  Gleichungen  (I.)  hervorgehen. 

Durch  die  Aufstellung  der  Gleichungen  (VIII.)  ist  die  Lösimg  der  Differen- 
tialgleichungen (I.)  auf  die  Auffindung  einer  Function  0  zurückgeführt,  welche  so 
beschaffen  ist,  dass  sich  aus  den  Gleichungen  (VIII.)  die  «  +  1  Grössen  y  als  Func- 
tionen der  m  -{-  l  Variabein  x  bestimmen,  während  diese  Variabein  x  selbst  unbe- 
stimmt bleiben.  Diese  letztere  Bedingimg  enthält  offenbar  eine  besondere  Schwierig- 
keit für  die  Auffindung  geeigneter  Functionen  'P ;  sie  fällt  aber  weg,  wenn  man  sich 
auf  diejenigen  Lösungen  der  Differentialgleichungen  (I.)  beschränkt,  bei  denen 
l  =m  ist,  d.  h.  bei  denen  möghchst  viele  der  zu  bestimmenden  Functionen  y  von 
einander  unabhängig  sind.  Alsdann  wird  nämhch  0  eine  Function  von  y^,  y^,  .  .  .  y^ 
allein,  und  die  Gleichungen: 

I  <^(2/o.2/i.---2/„)  =  0. 

repräsentiren  nur  n  +  1  Gleichungen,  welche  —  so  zu  sagen  —  mi  Allgemeinen  bei 
Zugrundelegung  irgend  einer  Function  0  ausreichen,  die  n  +  1  Variabein  y  als  Func- 
tionen der  in  q>a,  (pi,  .  .  .  (p„  enthaltenen  Variabein  Xo,  Xi,  .  .  .  x„  zu  bestimmen,  und 
zwar  so,  dass  m  +  l  dieser  Functionen  von  einander  unabhängig  sind. 

Für  den  Fall  n  =  m  folgt  aus  den  Gleichungen  (I.)  unmittelbar,  dass  die 
Functionaldeterminante : 

verschwinden  und  also  eine  Gleichung  0(y„,  y^,  .  .  .  y„)  =0  bestehen  muss.  Wenn 
nun  möghchst  viele  Fmictionen  y  von  einander  unabhängig  sein  sollen,  so  können 
nicht  alle  Subdeterminanten  der  Ordnung  n  verschwinden,  und  man  kann  daher 
daraus,  dass  mit  den  Gleichungen  (I.)  zugleich  die  Gleichungen: 

^^0^y^ 
>     -     —  =0  (*,i  =  o,i,s,...ii) 
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erfüllt  sein  müssen,  das  Bestehen  der  Proportionen : 
30     30  30 

erschüessen.  Es  gelten  also  auch  in  diesem  FaUe  die  Integralgleichungen  (IX.)  für 
diejenigen  Lösungen  der  Differentialgleichungen  (L),  bei  denen  möghchst  viele  Func- 
tionen y  von  einander  unabhängig  sind. 

Ebenso  wie  im  Falle  l  =  m  können  auch  im  Falle  l  <  m  die  Gleichungen 
^—  =0,  ...  5^  =0  aus  den  Integralgleichungen  (VIII.)  weggelassen  und  also 

*^l  4-1  "^m 

ganz  allgemein  die  Gleichungen  (IX.)  als  die  Integralgleichungen  des  Systems  (I.) 
angesehen  werden,  wenn  man  die  Beschaffenheit  der  Function  (P  in  (IX.)  erstens 
dahin  erweitert,  dass  sie  ausser  den  n  +  1  Grössen  y  auch  noch  die  Variabein: 
^i+i,  Xi  +  2,...x„  enthalten  darf,  zweitens  aber  in  der  Weise  beschränkt,  dass  für  die 
aus  den  Gleichimgen  (IX.)  zu  bestimmenden  Functionen  y  jede  in  Beziehung  auf  je 
1  +  2  der  Variabein  x  genommene  Functionaldeterminante  von  je  i  +  2  Functionen 
y  verschwinden,  dagegen : 

(III'.)  "  ä^RO  (S,,t  =  0,l,8,...0 

I  314  [  "- 

sein  soll.  Vermöge  dieser  Bedingungen  existiren  nämhch  Functionen  /^  ,  für  welche: 

^Vr  "S7j      ^y^  /g  =  0,\,i,...l         \ 

^^k  '^''■9dx^  Vr  =  )+l,(+2,...  J 


wird,  so  dass,  da  die  Differentiation  von  0=0  gemäss  (IX.)  zu  den  l  +  1  Glei- 
chungen : 


d".) 

2^.Kr» 

(A  =  0,I,S,...1;*  =  0,1,» 

führt,  die  Relationen: 

(!"'■) 

I'^.fe+^^x.fe-» 

/y,  A  =  0,  1,  2,  ...  1 

\     r  =  l  +  l,l+ä,- 

analog  den  oben  mit  (I.)  bezeichneten,  resultiren.  Aus  diesen  folgt,  wie  dort,  wegen 
der  Ungleichheit  (III.),  dass: 

^  +  ywf    =0  /.=o,i,2,...i     \ 

sein  muss,  und  hieraus  ergiebt  sich  endhch,  dass  die  Relationen  (I  ".)  und  also  auch 

L.  Kionocker'3  Werke  V  30 
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die  Gleichungen  (l".)  nicht  bloss  für  die  Werthe  h=0,l,2,...l,  sondern  auch  noch 
für  die  übrigen  l  —  m  Werthe  h  =1  +  1,1  +  2,  .  .  .m  bestehen. 

Wird  die  Gleichung  ^ (?/o ,  Vi,  •  ■  ■  y»)  =0  dadurch  erfüllt,  dass  darin: 
2/o  =  -^(2/i.2/2.---2/„) 
genommen  wird,  so  sind  die  Gleichungen  (IX.)  durch  folgende  zu  ersetzen: 

2/o  =  -^(2/i.2/s'---2/n).    -'Pol~  =  n  (*  =  .,2,...-), 

und  diese  gehen  unmittelbar  in  die  Integralgleichungen  des  Herrn  von  Helmholtz 
über,  wenn  A  an  die  Stelle  des  Factors  —  (po  tritt. 
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ÜBER  DAS  DIRICHLET'SCHE  INTEGRAL. 

[Gelesen  in  der  Akademie  der  Wissenschaften  am  9.  Juli  1885.] 

I.  Bedeutet  x  eine  reelle  positive,  auf  das  Intervall  von  Null  bis  X  be- 
schränkte, Veränderliclie  und  /(x)  eine  eindeutige,  reelle,  integrirbare,  ihrem  ab- 
soluten Werthe  nach  stets  unter  einer  bestimmten  Grösse  M  bleibende  Function 
von  X,  welche  sich  für  bis  zu  Null  abnehmende  Werthe  von  x  einem  bestimmten 
Grenzwerthe  /  (0)  nähert,  so  kann  die  allgemeine  Frage  nach  den  weiteren  Bedingun- 
gen, unter  welchen  das  Dirichlet' sehe  Integral : 

/  / {x)  sin  wxnd  log  X, 

0 

für  alle  in  dem  Intervall  von  Null  bis  X  liegenden  Werthe  von  x',  sich  mit  wachsen- 
dem w  dem  Werthe  „7^/(0)  nähert,  unmittelbar  auf  die  speciellere  zurückgeführt 
werden,  bei  welcher  der  Grenzwerth  der  Function,  für  x  =  0,  selbst  gleich  Null  ist. 

Setzt  man  nämhch  f{x)  —  /(O)  =  fo{x),  so  ist: 

/  /(x)  sinwxnd  logcc  ==  /  /^(a;)  sinwxTid  logx  -|-  /(O)  /  sinwxnd  loga;, 

0  0  0 

und  dass  hier  der  Factor  von  /(O)  sich  mit  wachsendem  w  in  der  That  dem  Werthe 
"2  n  nähert,  geht  am  Einfachsten  daraus  hervor,  dass 

lim  I  sinwxTidlogx  = -^-]im  /  sin  2  jr  <?  log  ^  =  lim  ^    '\    IsimTcdlogz, 

0  -x'w  '•-     "k 

J__dz=j{-1)  j^^dz    und    hm  2  7+i 


ly  _     n 

k        Bin  zn 


ist. 
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II.  Es  sind  hiernach  nur  für  Functionen  fo{x),  die  sich  für  x  =0  der  Null 
nähern,  die  Bedingungen  zu  untersuchen,  unter  denen  der  Grenzwerth  des  Inte- 
grals : 

(A)  I  fQ{x)  sinwxTidlogx, 

0 

für  wachsende  Werthe  von  w,  oder  also  der  Grenzwerth  des  Integrals : 
(A")  ff,  {X)  sin  ^y  log  X 

0 

für  bis  zu  Null  abnehmende  Werthe  von  a,  gleich  Null  wird. 

Das  Integral  (A")  geht,  wenn  man  darin  ct  a;  an  Stelle  der  Integrationsvaria- 
beln  X  setzt,  in  das  Integral : 

(A')  I  fQ{ax)  sin xndlogx 

0 

über.  Da  nun,  auf  Grund  der  Voraussetzung:  lim  f^ix)  =  0,  für  irgend  eine  gegebene, 

behebig  kleine,  positive  Grösse  r  und  für  irgend  eine  gegebene  positive  Grösse  I  der 
Werth  Xo  so  klein  angenommen  werden  kann,  dass  für  alle  Werthe  von  x,  die  kleiner 
als  Xo  sind, 

t/o(^)l<^ 

wird,  und  da  für  alle  positiven  Werthe  von  x: 

\  sina;:T:  ]  <  xn 

ist,  so  wird  für  alle  positiven  Werthe  von  x,  die  kleiner  als  ^  sind,  und  für  alle  posi- 
tiven Werthe  von  a,  die  kleiner  als  ^*  sind, 

I  ,  ,      ,  sin  xn  1         r 

\foi^^)  -^— !<y' 
und  also  der  absolute  Werth  des  Integrals: 

(B)  1 1^(0 x)  sin  xnd  log  X 


ÜBER  DAS  DIRICHLET'SCHE  INTEGRAL  239 

kleiner  als  t.  Der  Grenzwerth  des  Integrals  (B)  für  abnehmende  Werihe  von  a  ist  daher 
gleich  Niill^),  und  die  Gleichung: 

(B")  lim  / /o(ctx)  sinxTtd  loga;  =  lim  //,(x)sin  —  dloga;  =  0, 

in  welcher  man  für  |  irgend  einen  bestimmten  positiven  Werth,  z.  B.  den  Werth 
1=  1  nehmen  kann,  stellt  also  eine  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür 
dar,  dass  der  Grenzwerth  des  Integrals  (A)  mit  abnehmendem  Werthe  von  a  ver- 
schwinde. 

III.  Ebenso  wie  das  Integral  (B)  nähert  sich  auch,  für  irgend  welche  positiven 
Werthe  von  x  und  |',  das  Integral: 

I  fo{ox)  s'mxndlogx  {5'>o) 

y 

a 

mit  abnehmendem  a  dem  Werthe  Null.  Denn  es  verwandelt  sich,  wenn  man 
X  =  ^  +  z  setzt,  in 

i' 

dz 


<^J  /o(<^^  +  ^')  *^in  (^  +  ^)  ^ 


az-{-x 


und  das  mit  a  multipücirte  Integral  ist  seinem  absoluten  Werthe  nach  kleiner  als 
S— J,  da  der  absolute  Werth  von  /o(x)  (für  alle  Werthe  von  x  in  dem  betrachteten 
Intervalle,  d.h.  für  0  <  x  <  X)  kleiner  als  Mg  ist,  wenn  mit  Mg  der  Werth: 
■^  +  1/(0)1  bezeichnet  wird. 

IV.  Man  kann  hiernach  in  dem  Integral  (A)  —  ohne  den  Werth,  dem  es  sich 
für  CT  =  0  nähert,  zu  ändern  —  die  Grenzen  0  und  ^  durch  die  Grenzen  |  und 

a 

—  +  f '  ersetzen,  wo  f  und  I'  willkürlich  anzunehmende  positive  Grössen  bedeuten. 
Es  wird  also,  wenn  der  Einfachheit  halber: 

')  Vgl.  Zusatz  14  am  Ende  diese3  Bandes.  H 
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gesetzt  yvird: 

X  a 

(C)  lim  / /o (a^)  sin       d  log  a;  =  lim  f  aq}{ax)  sin  xndx. 

Wenn  man  nun  für  |  irgend  eine  ungrade  Zahl  2m  +  1  setzt  und  dann  |'  so  wählt, 
dass  —  +  l'  der  nächsten  über  dem  Werth  von  ^-  liegenden  graden  Zahl  gleich  wird, 
so  lässt  sich  das  Integral  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (C)  als  Summe  von 
Integralen : 


?f' 


a(p{ax)  ^mxTtdx 


darstellen,  welche,  wenn  in  jedem  einzelnen  Integrale  a;  +  Ä  an  Stelle  der  Integra- 
tionsvariabein X  gesetzt  wird,  in : 

(C)  / '^^  ( — \)''(p{ax -\- a'h)mixndx 

übergeht.  Die  Summation  in  Beziehung  auf  h  ist  hier  durch  die  Bedingungen: 

bestimmt,  wenn  nach  G^oMss'scher  Weise  mit  [a]  die  der  Grösse  a  nächste,  kleinere 
ganze  Zahl  bezeichnet  wird. 

Für  abnehmende  Werthe  von  a  verschwindet  der  Grenzwerth  eines  einzelnen 
/iten  Ghedes  der  unter  dem  Integralzeichen  stehenden  Summe  sowohl  dann,  wenn  h 
eine  bestimmte  Zahl,  und  also  der  Grenzwerth  von  a{x  -\-  h)  im  a  =0  gleich  Null, 
als  auch  dann,  wenn  dieser  Grenzwerth  eine  bestimmte  positive  Grösse  p  ist.  Denn 

\\uiaa){ax  4-  ah)    oder   lim^^^^ — '—^ — 
ist  in  dem  einen  Falle  gleich  Null,  weil  lim {ax  +  a h)  =  0  und  demnach 

<j  =  0 

lim /j((ra;  +  ah)  —  lim/g(a;)  =  0 

«=0  1=0 

ist,  in  dem  anderen  Falle,  weil  Hm/o(ff  a;  +  ah)  =  /o(p)  <  Mq  und 

0  =  0 

lim  — i-E  =  lioi i — L  =  liiQ  ^  =  0 
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ist.  Man  kann  daher  zu  dem  Integrale  (C),  oline  seinen  Grenzwerth  für  ff  =  0  zu 
verändern,  das  Integral: 

1 

^'  I  a  {w{ax  +  2m<r  +  ff)  +  <p{ax  +  Ira  -\-  a)\  sin  xndx  (''"1  ^]) 

ö 

addiren  und  demgemäss  an  Stelle  des  Integrals  (C)  das  Integral : 
/  ff^,  ( —  1) '(p{ax  -\-  ah) sixixndx 

0  '' 

t  nehmen,  wenn  die  Summation  auf  die  Werthe : 

/i  =  2m  +  1,  2m  +  2,  2m  +  3,  ...  2  r^""-]  +  1 

J  erstreckt  und  durch  den  Strich  über  dem  Summenzeichen  angedeutet  wird,  dass  das 
erste  und  letzte  GUed  der  Summe  mit  dem  Factor  ^  zu  versehen  ist.  Hiernach  wird : 

x'  1 

(D)  lim    /  j^{x)  sin  ~d  log  x  =  lim    I  «x^  ( —  \)'' (p{ax  -\-  all)  sin  xndx, 

und  die  Gleichung: 

(D")  lim   /  ff  ^,  (—  1)''  q){ax  -j-  ah)d  cos  xti  =  0 

stellt  also  eine  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür  dar,  dass  mit  ab- 
nehmenden Werthen  von  a  zugleich  der  Werth  des  Integrals  (A')  verschwinde. 

V.  Bedeutet  x"  irgend  eine  positive  Grösse,  die  kleiner  als  x  ist,  so  verschwin- 
det offenbar  der  Grenzwerth : 

lim  ff^  ( — \)''(p{ax  -\-  ah)  (ogxgi), 

0  =  0    -T* 

wenn  die  Summation  nur  auf  alle  diejenigen  Zahlen  h  erstreckt  wird,  für  welche 

ist.  Denn,  da  für  alle  diese  Zahlen  h  die  Werthe  von  (p{ax  +  ah),  für  beliebig  kleine 
Werthe  von  a,  imter  einer  bestimmten  Grenze  bleiben,  indem 
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ist,  SO  nähert  sich  ,^-^  , 

02^9(^00  +  2ak)  (LtvJ<*  =  (t7J)' 

k 

für  jeden  behebigen  zwischen  Null  und  Eins  liegenden  Werth  von  d,  mit  abnehmen- 

x' 

dem  a  einem  und  demselben  festen  durch  das  Integral  f(p  {z)dz  bezeichneten  Gren^;- 
werth.  Das  Aggregat  der  positiven  Glieder  in  der  obigen  Summe: 

^{—l)''a(p{ax  +  ah) 

*  h 

erreicht  also  bei  abnehmendem  a  denselben  Werth  wie  das  der  negativen,  d.  h. 
es  ist: 

lim(7  5'(-l)V(crx  +  ah) 
0  =  0    -^ 

und  also  auch : 

1 

lim    /  a^^  ( —  1)  (p{ax  +  ah)d  cos  xn 

gleich  Null,  wenn  die  Summation  auf  alle  in  dem  Intervalle  von  —  bis  —  enthaltenen 
ganzen  Zahlen  h  erstreckt  wird.  Es  besteht  demnach  für  je  zwei  beliebige  (in  dem  be- 
trachteten Intervalle  von  0  bis  X  liegende)  Grössen  x",  x  die  Gleichung: 

z' 

(E)  lim  \ a  (p  {ax)  sin  xndx  =  lim    /  /„(a;)  sin  —  d  log  x  =  0, 

und  die  Gleichung  (B")  muss  daher  für  jede  beUebige  positive  Grösse  x  gelten,  so- 
bald sie  nur  füi"  irgend  eine  bestimmte  Grösse  x"  besteht. 

Das  Resultat  der  bisherigen  Entwickelungen  lässt  sich  demgemäss  in  folgen- 
der Weise  f  ormuliren : 

Um  erschhessen  zu  können,  dass  der  Grenzwerth  des  über  jeden 
beliebigen  Theil  des  Intervalles  (0,  A')  ausgedehnten  Integrals: 


Jf„{x)sm~J~d\ogx 
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für  CT  =  0  verschwinde,  genügt  der  Nachweis,  dass  dies  für  irgend  ein  be- 
stimmtes Theilintervall  (Ict,  x")  der  Fall  ist,  d.  h.  dass 

(F)  lim    fux)  sin  —  d  log  a;  =  0 

wird,  wenn  für  S  und  x"  irgend  zwei  bestimmte  positive  Grössen  genom- 
men werden. 

Es  genügt  also  z.  B.  der  Nachweis,  dass  die  Gleichung  (F)  für  ^  =  x"  =  1  be- 
steht, d.  h.  also,  dass 

1 

(F')  lim   //„(x)  sin  --  d  log  x  =  0 

ist. 

Die  Gleichung  (F)  kann  durch  die  oben  mit  (D°)  bezeichnete  Gleichung  er- 
setzt werden.  Es  genügt  also  der  Nachweis,  dass  für  irgend  eine  ganze  Zahl  m  und  für 
irgend  eine  Grösse  x" : 

(F»)  lim   fay^{~  l)"(p{ax  +  ah)d  cos  nx  =  0  ('"  =  ^'>-'>^[-^]) 

"  =  0-/     -IT 

wird. 

VI.  Die  Gleichung  (F')  kann  durch  die  Gleichung: 

(6)  lim  lim  lim  /  /^  (x)  sin  — d  log  x  =  0 

So 

ersetzt  werden.  Denn  einerseits  folgt  offenbar  die  Gleichung  (G)  aus  der  Gleichung 
(F'),  da  für  jeden  Werth  von  x°,  das  Integrationsgebiet  (la,  x")  ein  Theil  des  Inter- 
valles  (0,  X)  ist;  andererseits  lässt  sich  aber  auch  die  Gleichung  (F')  aus  der  Glei- 
chung (G)  erschhessen.  Wenn  nämhch  für  jede  gegebene,  positive,  beliebig  kleine 
Grösse  r  eine  (wenn  auch  noch  so  kleine)  Grösse  x"  und  eine  (wenn  auch  noch  so 
grosse)  Zahl  f  bezeichnet  werden  kann,  für  die  sich  nachweisen  lässt,  dass  der  ab- 
solute Werth  von: 


lim   /  /j  (x)  sin  ~  d  log : 

0=0»/  " 
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kleiner  als  t  ist,  so  folgt  mit  Hülfe  der  Gleichungen: 

lim    / /„(a;)  sin^^d  loga;  =  0,      lim   f  fg{x)sin^''dlogx  =  0, 

dass  auch  der  absolute  Werth  von : 

1 
lim   /  /j  (x)  sin  —  d  log  x 

0=0''  "^ 

0 

kleiner  als  jene  gegebene,  beliebig  kleine  Grösse  t  sein  muss. 

Es  kann  nun  ebenso  die  Gleichung  (F")  durch  die  Gleichung: 
1 
(G")  lim  lim  lim    i  o  "^  {—  l)''(p{GX  +  ah)d  cos  x:i  =  0      (-«^Ic— i)^r^]) 

ersetzt  werden ;  denn  für  a  —0  verschwindet,  wie  schon  oben  gezeigt  worden  ist,  der 
Werth  von:  

h 

sobald  die  Summation  auf  die  Zahlen  von  1  bis  m  und  auf  alle  in  irgend  einem  Inter- 
valle von  —  bis  ^  enthaltenen  ganzen  Zahlen  ausgedehnt  Avird. 

Um  das  Bestehen  der  Gleichung  (G")  erschliessen  zu  können,  bedarf  es  nur 
des  Nachweises,  dass  für  jede  gegebene  positive  Grösse  r  eine  (wenn  auch  noch  so 
kleine)  Grösse  x"  und  eine  (wenn  auch  noch  so  grosse)  Zahl  m  bezeichnet  werden 
kann,  für  die  der  absolute  Werth  des  Integrals : 

/  (T^  ( —  \)'' (p{ax  +  ah)d  cosxJi  ('"  =  T*''~''<|^) » 

ö  * 

bei  hinreichend  kleinen  Werthen  von  a,  kleiner  als  t  bleibt. 

VII.  Die  Gleichung  (G)  ist  offenbar  erfüllt,  wenn  das  Integral: 

j i^(x)d  \ogx 
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absolut  convergent  ist,  da  alsdann : 


lim  I  \  f„(x)  \d  lo^ X  =  0 


und  demnach  auch  für  jeden  Werth  von  a: 

lim  /  /o  {x)  sin  —  d  log  x  =  0 

0 

wird.*)  Da  ferner  die  Gleichung  (G),  wenn  man  darin  1  =  0  setzt,  mittels  partieller 
Integration  in  folgende  übergeht : 

lim  lim  /  (sin  —  —  /sin  --d  log  xjdy}{x)  =  0, 


*)  Vergl.  Hm.  P.  du  Bois-Reymond's  Note:  „Sur  les  formales  de  representations  de 
fonctions"  in  denComptes  Rendus  von  1881.  Bd.  92.  S.  915  und  962.  Hier  ist  ferner  folgende 
Äußerung  Dirichlet'a  zu  citiren,  welche  sich  in  einem  von  ihm  an  Gauss  gerichteten  Briefe  vom 
20.  Februar  1853  findet: 

„Ist  f(ß)  so  beschaffen,  dass  die  Differenz  f(ß)—  /(O)  sich  als  ein  Product  darstellen 
lässt,  dessen  erster  Factor  (piß)  für  ein  unendhch  kleines  ß  endlich  bleibt,  während  der  zweite, 

den  ich  positiv  voraussetze  und  f{ß)  nennen  will,  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  das  Integral 

(J 

/  wiß)-s  >  ^^iö  es  z.  B.  für  jede  positive  Potenz  ß''  der  Fall  ist,  für  ein  unendhch  kleines  6 
0  i 

selbst  unendlich  klein  wird,  so  darf  man  l  f{ß)  --^-§  dß  nur  in  die  beiden  Bestandteile 


zerlegen,  von  denen  der  erste  für  ein  unveränderliches  d  durch  Wachsen  von  kin~^  f  (0)  übergeht, 
während  der  zweite  für  ein  gehörig  klein  gewähltes  d  immer  kleiner  bleibt  als  eine  beliebig 
kleine  Grösse." 

Unser  Correspondent  Hr.  E.  Schering  hat  die  Freundlichkeit  gehabt,  mir  die  von 
Dirichlet  an  Gauss  gerichteten  Briefe  zu  übersenden,  um  davon  Abschrift  zu  nehmen  und  sie 
für  die  Herausgabe  der  Dmc/iZei'schen  Werke  zu  benutzen. 
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WO  v'(a;)  =      /  fo{x)  dx  ist,  SO  resultirt  hier  auch  die  Bedingung: 

0 

lim    /  \ip' {x)\dx  =  0, 

0 

welche  sich  ebenfalls  schon  in  der  angeführten  Note  des  Hrn.  P.  du  Bois-Reymond 
findet. 

VIII.  Um  die  Bedeutung  der  mit  (G")  bezeichneten  Bedingungsgleichung 
darzulegen,  bemerke  ich  zuvörderst,  dass  die  Summe: 

^,  (—  l)''(p{aX  +  ah)  (A  =  2m+l,2m  +  ä,,..2r+l) 

h 

in  der  Form : 

^^{~l)''{(p{ax  +  ah)  —f{ax  +  ah  +  or))  (*  =  sm  +  i,Jm  +  s,...2r) 

A 

dargestellt  werden  kann. 

Setzt  man  nun  voraus,  dass  die  Gleichung  y  —  q>{x)  in  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  x,  y  eine  Curve  ß  repräsentirt,  so  kann  man  sich  dazu  für  jeden  bestimmten 
Werth  von  a  eine  zweite  Curve  ©,,  construiren,  welche  durch  die  Gleichung: 

y  =  (p{x)^  [<p{x)  —(p{x  +  a))  sin ^ 

für  die  Werthe  von  x  =  {2m  +  1)ct  bis  x  =  a;"  dargestellt  wird.  Jede  solche  Curve  S,^, 
deren  Ordinaten  für  einen  zwischen  ah  und  a{h  +  1)  gelegenen  Abscissenwerth 
ax  +  ah  auch  durch : 

(p{ax  -\-  ah)  +  ( —  1)''  ((p{<yx  +  oh)  —  q){ax  +  ah  -\-  a)\  sin  xn  (ogx^i) 

ausgedrückt  werden,  schneidet  die  ursprüngliche  Curve  ß  in  den  Punkten,  deren 
Abscissen  ganze  Vielfache  von  a  sind.  Denkt  man  sich  in  diesen  Schnittpunkten  die 
Curve  ß„  abwechselnd  über  und  unter  der  Curve  E  verlaufend,  so  ,, umschlingt"  sie 
die  Curve  ß  desto  enger,  je  kleiner  a  wird.  Das  Integral  in  (G"): 


1 
/  a ^^  ( —  \)''(p{ax  +  ah)d  cos  xn 
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drückt  aber  offenbar  den  von  den  beiden  Curven  ©  und  ©„  umschlossenen  (in  üb- 
licher Weise  positiv  oder  negativ  zu  rechnenden)  Flächenraum  aus,  und  es  lässt  sich 
daher  die  Bedeutung  der  Bedingungsgleichung  (G")  dahin  formuliren: 

Es  soll  die  Umschlingung  der  Curve  ©^  um  die  Curve  ß  mit  ab- 
nehmendem CT  eine  immer  engere  werden,  und  zwar  in  der  Weise,  dass  da- 
bei der  Gesammt-Zwischenraum  beliebig  verkleinert  wird. 

•  IX.  Die  Gleichung  (G")  wird  offenbar  erfüllt,  wenn  der  Ausdruck  selbst, 
der  dort  unter  dem  Integralzeichen  mit  d  cos  xn  multipUcirt  ist,  den  Grenzwerth 
Null  hat,  und  die  Gleichung : 

(H)  lim  lim  \ima^{—  \)''(p{ax  +  ct^)  =  0  ("-^{(A-^^r^lao^»^^!)) 


i»  =  Om  =  oon  =  0 


enthält  daher   eine   hinreichende  Bedingung  für  das  Verschwinden   des   Grenz- 
werthes : 


lim    I  <p{x) : 


sin  — dx 
bei  beüebigem  Werthe  von  x' . 

Um  die  Bedeutung  der  Bedingung  (H)  darzulegen,  sei  zuvörderst  bemerkt, 
dass :  

h 

sich  als  eine  Summe  von  zweiten  Differenzen: 

Xi<^( — n'P{'^^  +  2o-/c  —  ff)  -f  (p(ax  -{-  2ak)  —  -^q>{ax  -f-  2fffc  4-  ct)) 

darstellen  lässt.  Jede  dieser  zweiten  Differenzen  giebt  den  (in  üblicher  Weise  positiv 
oder  negativ  genommenen)  Werth  des  Flächeninhalts  eines  Dreiecks  an,  dessen  Eck- 
punkte durch  die  Abscissen : 

ax  +  2ak  —  a,     ax-i-2ah,     (7x  +  2ak-\-cf 

und  die  zugehörigen  Ordinaten: 

.(p{ax  -\-  2ak  —  a),     <p{(jx  -^  2ak),     <f>{ax  -^  2ak  -\-  a) 

bestimmt  sind.  Die  Bedingung  (H)  verlangt  daher, 
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dass  die  algebraische  Summe  der  Inhalte  aller  dieser  Dreiecke,  für 

k  =  ni  +  \,  m  +  2,  ...  I^I^J, 
mit  abnehmendem  a  sich  der  Null  nähere. 

Jene  Summe  (J^{—  l)''(p{ax  +  ah)  ist  ferner  als  der  Zuwachs  aufzufassen, 
den  die  Summe : 

(J,J  ^2<yq^{ax  +  (y  +  2ak)  (*  =  ,„,„.  +  i.m  +  >,...[^]) 

k 

erhält,  wenn  man  zur  Summe : 

(JJ  ^a,p{ax  +  ah)  ('»<i("-i)g[£]) 

A 

übergeht.  Für  solche  Functionen  (p,  für  die  sich  diese  Summe  mit  abnehmendem  a 
einem  bestimmten  Grenzwerthe,  also  dem  Werthe  des  Integrals : 


Jvi^) 


dz 


nähert,  ist  daher  o-^'(  —  l)''q){ax  +  a h)  der  Zuwachs,  welchen  der  durch  die  Summe 
( Ja  „)  dargestellte ,, angenäherte"  Integral werth  erhält,  wenn  man  in  der  Mitte  zwischen 
je  zwei  Ordinaten  noch  eine  neue  einschaltet. 

Die  Bedingung  (H)  kann  aber,  wie  das  Beispiel: 

zeigt,  auch  erfüllt  sein,  wenn  J(p{z)dz,  von  Null  an  genommen,  keinen  endhchen 
Werth  hat. 

Behufs  Orientirung  über  das  Maass  der  Anforderung,  welche  durch  die  Be- 
dingung (H)  an  die  Natur  der  Function  9?  gestellt  wird,  kann  man  den  Fall  in 's  Auge 
fassen,  in  welchem  die  Function  9?  Differentialquotienten  9?',  95"  hat,  und  in  welchem : 

^,  ffl —     (p{ax  +  2<Tfc  —  a)  -\-  (p{ax  +  '2crfc)  — ,-,  (p{ax  -f  2ak  -\-  a)\ 

k 

mit  hinreichender  Annäherung  durch: 

—  \(r^^<p"iax  +  2ak) 
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oder  auch  durch : 

dargestellt  wird.  In  diesem  Falle  wird  —  bei  endlichen  Werthen  der  Ableitungen 
99' (x)  —  die  Unke  Seite  der  Gleichung  (H)  mit  abnehmenden  a  unendUch  klein 
wie  cT^. 

X.  Die  Gleichung  (H)  geht,  wenn  man  darin  die  Function   "      an  Stelle 
von  (p{x)  einführt,  in  folgende  über: 

(H°)  lim  hm  hm^(-  i)^/o(^^^  + '^^)  ^  q        („,g  ;,„_:)s[g.  os.s,)  . 

Falls  nun  nachgewiesen  werden  kann,  dass  der  absolute  Werth  jeder  von  li  =  2m  +  1 
bis  zu  irgend  einem  der  folgenden  Werthe  von  h  erstreckten  Summe: 

h 

für  hinreichend  kleine  Werthe  von  a,  kleiner  als  eine  bestimmte  Zahl  Nq  ist,  so  lässt 
sich  daraus  nach  jener  bekannten  ^6erschen  Methode*)  erschüessen,  dass  der  ab- 
solute Werth  der  Summe : 

k  ' 

für  hinreichend  kleine  Werthe  von  a,  kleiner  als  „     "  ,  und  also: 

'"  =  ""  =  "/.  ~ 

sein  muss.  Da  ferner: 

/(o)  2(- 1)* + 2(-  i)"/o('^^  +  ^'0 = 2(-- 1)"/^'^^  +  '^''■) 

ist,  und  also  die  Voraussetzung,  dass  die  Summe  rechts,  für  hinreichend  kleine 
Werthe  von  o-,  ihrem  absoluten  Werthe  nach  kleiner  als  eine  bestimme  Zahl  Ni 
bleibt,  mit  der  oben  bezüglich  der  Summe  y{—  l)' fo(ax  +  ah)  gemachten  Voraus- 
setzung zusammenfällt,  sobald  iVj  >  iV«  +  |/(0)|  angenommen  wird,  so  ergiebt  sich 
das  Resultat: 


*)  Crelle's  Journal,  Bd.  I,  S.  314  und  Abel,  Oeuvres  completes,  Nouvelle  edition  1881, 
Tome  I,  p.  222. 
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Um  erschliessen  zu  können,  dass  für  beliebige  Werthe  von  x ,  die  kleiner 
als  X  sind,  ^. 

lim    \  Hx)w\wxnä\ogx=^ -^n\(^) 

10  =  00  <•-/  '' 

0 

ist,  reicht  es  hin,  eine  positive  Zahl  N  und  irgend  welche  (beliebig  kleine) 
Grössen  a°,  x°  so  bestimmen  zu  können,  dass  der  absolute  Werth  der 
Reihe : 

(K)  ^{—l)''f{ax  +  ah)  {h  =  i.i....ir  +  i;o^x^i) 

h 

oder: 

-  ^/((Tcc  +  ff)  +  f{ax  +  2a)  -  fiax  +  Sa)  +  •  •  ■  +  f{ax  +  2ra) 

— -g /(aa;  +  2ra  +  a)        (osxgi) 

für  alle  Werthe  von  a,  die  kleiner  als  a"  sind,  und  für  alle  Werthe  von  r, 

0       _ 

die  kleiner  als  „-  sind,  stets  kleiner  als  N  bleibt. 
Denn,  wenn  jede  der  beiden  Summen: 

h  =  2m  +  1  'i  =  ir+  1 

ihrem  absoluten  Werthe  nach  kleiner  als  N  ist,  so  ist  ihre  Differenz,  absolut  genom- 
men, kleiner  als  2iV. 

Um  die  Bedeutung  der  Bedingung  (K)  darzulegen,  erinnere  ich  zuvörderst 

daran,  dass  durch :  — 

a^{-l)''fiax  +  ah)  (/■  =  !,  2.. ..2,+i) 

oder: 

2^(-  Ifi'y^  +  ^crk-a)  +  f{ax  +  2ffA')  --^  /(ax  +  2ak  +  a)) 

die  algebraische  Summe  der  Inhalte  aller  derjenigen  Dreiecke  dargestellt  wird,  deren 
Eckpunkte  durch  die  Abscissen : 

ax-'r'Iak  —  a,    ax-\-2ak,    ax  -\-  2ak  -{-  a 
und  die  Ordinaten : 

/(ax  +  2afc  — a),    /(aa;  +  2ff/c),    f{ax  +  2ak  +  a) 
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bestimmt  sind.  Die  Bedingung  (K)  verlangt  daher,  dass  der  (algebraische)  Gesammt- 
inhalt  dieser  Dreiecke,  dividirt  durch  2a  —  d.  h.  durch  den  Werth  der  Projection 
jedes  einzelnen  Dreiecks,  auf  die  Abscissenachse  —  bei  beliebig  abnehmendem  a, 
stets  unter  einer  festen  endHchen  Grenze  bleibe. 

Ich  erinnere  ferner  daran,  dass  durch  jene  Summe 

der  Zuwachs  dargestellt  wird,  den  die  Summe : 

^2af{ax — CT  +  2ff fc)  (*=i,8,..  r  +  i) 

k 

erhält,  wenn  man  zur  Summe: 

^af{ax-\-ah)  (*  =  i,2,..  2r  +  i) 

übergeht,  d.  h.  also  der  Zuwachs,  den  der  durch  die  Summe: 

^2af{ax  —  a -\- lak)  (*=i,8,...  r  +  i) 

k 

(für  hinreichend  kleine  Werthe  von  ct)  dargestellte  ,, angenäherte"  Integralwerth : 

aar 

ff{z)dz 

0 

erhält,  wenn  man  in  der  Mitte  zwischen  je  zwei  Ordinaten  noch  eine  neue  einschaltet. 

EndUch  sei  bemerkt,  dass  unter  der  Voraussetzung  der  Existenz  von  Ab- 
leitungen f'{z),  f"{z)  der  Werth  von: 

^j{ — if  f  {a  X -\- ah)  (A=i,2,...2r+i), 

h 

für  hinreichend  kleine  Werthe  von  ct,  annäherungsweise  durch: 

-2'^(/'(0)-/'(2rCT)) 

ausgedrückt  werden  kann  und  sich  also  ^  vorausgesetzt,  dass  die  Differentialquo- 
tienten von  /(z)  endüch  sind  —  nicht  nur  als  unter  einer  festen  endhchen  Grenze 
bleibend,  sondern  sogar  als  mit  abnehmendem  a  von  derselben  Ordnung  unendlich 
klein  werdend  erweist. 

32» 
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XI.  Sowohl  dann,  wenn  für  alle  Werthe  x  <  x    <  x" 

fix)  >  fix") 
ist,  als  auch  dann,  wenn  durchweg  die  Ungleichheit: 

f{^')<fi^") 
stattfindet,  liegt  der  Werth  der  Reihe : 

^{-l)''fiax  +  crh)  (*  =  .,8....) 

zwischen  dem  Werthe  des  ersten  und  dem  des  letzten  Ghedes.  Die  obige  Bedingung 
(K),  und  daher  auch  die  Bedingung  (H),  aus  der  sie  abgeleitet  ist,  umfasst  also  jene, 
welche  Dirichlet  in  seiner  ersten  (im  IV.  Bande  des  Crelle'scheia  Journals)  über  diesen 
Gegenstand  veröffentlichten  Abhandlung  als  bestehend  vorausgesetzt  hat. 

XII.  Wenn  die  Differenz: 

(L)  Jfix)dx-a^fiaö  +  ah)  ^^<^^)' 

0  *  — 

dividirt  durch  a,  bei  behebig  abnehmendem  a  stets  unter  einer  festen  endlichen 
Grenze  N'  bleibt,  so  ist  der  absolute  Werth  der  Differenz: 

1a^fiaö-a  +  'lak)-ay]fiad^ah)  ('^'^^]> 

dividirt  durch  a,  d.  h.  also  der  absolute  Werth  von: 

^i-lffiaö  +  oh)  (»<"<). 

h 

bei  beliebig  abnehmendem  a  stets  kleiner  als  2iV',  und  die  Bedingung  (K)  ist  daher 
erfüllt.  Da  nun  die  Differenz  (L)  sich  von  der  über  alle  Werthe  von  h  erstreckten 
Summe  der  Differenzen : 

(I/)  ffix)dx  -\a  (fiad  +  ah)  +  fiaö  +  ah  +  a)) 

nur  um  die  Werthe  von: 

od  +  n  ad  +<7    — 

I  fix)dx     und      jfix)dx 
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d.  h.  nur  um  solche  Werthe  unterscheidet,  welche,  wenn  sie  durch  a  dividirt  werden, 
bei  beüebig  abnehmendem  a  endlich  bleiben,  so  kann  an  Stelle  von  (L)  eben  jene 
Summe  der  Differenzen  (L )  genommen  werden.  Jede  dieser  Differenzen  stellt  aber 
den  Flächeninhalt  des  Segments  dar,  welcher  einerseits  von  der  Curve  y  =  j{x)  und 
andererseits  von  der  durch  die  beiden  Punkte : 

(x  =  ad  -]-  ah,  y  =  f{ad  +  ah)) ,      (x  =  ab  -\-  ah  -\-  a ,  y  =  f{ad  +  ah  +  a)) 

gehenden  Graden  begrenzt  wird.  Die  Summe  der  Differenzen  (L )  stellt  daher  die 
algebraische  Summe  der  Flächeninhalte  aller  Segmente  dar,  welche  durch  die  ver- 
schiedenen, je  zwei  aufeinanderfolgende  von  den  Punkten : 

(^x  =  ad -{- ah,  y  =  f  {ad -{- ah))  ("<''^^) 

mit  einander  verbindenden  Graden  von  der  Curve  C  abgeschnitten  werden.  Es  ge- 
nügt also,  dass  diese  algebraische  Summe  der  Segmentflächen,  dividirt  durch  a 
(d.  h.  durch  den  Werth  ihrer  Projection  auf  die  Abscissenachse),  bei  beliebig  ab- 
nehmendem CT,  unter  einer  festen  endHchen  Grenze  bleibe,  um  das  Bestehen  der 
Gleichung :  x, 

lim    /  / {x)  ä'mwxTt  d  log x  =  -^  nf  (0) 

W  =  OD  tJ 
0 

erschHessen  zu  können.  Die  Bedingung  (K)  und  jene  ursprüngliche  Bedingung  (H) 
umfasst  demnach  sowohl  die  von  Hrn.  Weierstrass  aufgestellte,  als  auch  die  daraus 
von  Hrn.  Holder  entwickelte  weitere  Bedingung,*)  und  folgUch  auch  diejenige, 
welche  von  Hrn.  Camille  Jordan  angegeben  worden  ist.**) 

XIII.  Der  Inhalt  der  Bedingungsgleichung  (H")  kann  dahin  formulirt  wer- 
den, dass  der  Werth  der  Reihe: 


,^,{—l)''f{ax  +  oh  +  a) 

h 


(^)  2   \.  +  2n)<x  +  2n  +  2)        H'^*''  ""  =  '  =  '-'  -"  +  '=-=["01) 


beliebig  klein  werden  soll,  wenn  man  für  m  eine  beliebig  grosse  Zahl,  für  as"  eine  be- 
liebig kleine  Grösse  und  alsdann  den  Werth  von  a  hinreichend  klein  annimmt.  Man 


*)  Sitzungsbericht  vom  7.  Mai  d.  J.,  S.  419.i) 
**)  Comptes  Eendus  von  1881.  Bd.  92.  S.  228. 

')  Holder,  Über  eine  neue  liinreichende  Bedingung  füi-  die  Darstellbarkeit  einer  Function  durch  die 
Fourier'ache  Reihe,  Sitzmigsbericlite  aus  dem  Jalire  1885.  H 
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kann  nämlich,  da  /(O)  ^(  —  1)*  =  0  ist,  in  der  Reihe  (R),  ohne  ihren  Werth  zu  ändern, 

fo{ax  +  ah  +  a),  d.h.  f(ax  +  ah  +  a)~f{0)  an  die  Stelle  von  f{ax  +  ah  +  a) 
setzen  und  sie  dann  als  Summe  der  vier  Ausdrücke : 


(h  =  tm  +  l,  Sm+S.    ..  är+1) 


(a)  i2i-'f'^^ 

(b)  2(xtÄt2)^2  "  (-  l)'/o  («^^  +  '^h) 

k  =  r 


*  =  m  +  I 

1  lfo{ax+2ar  +  a)  _  /oJ^M;^™_+ ff)\ 
4:\      x  +  2r  +  2  «-f2m  +  2       / 

"x»1 


(d) 

darstellen,  wenn  darin  ^  =  1^1  genommen  wird.  Der  erste  dieser  vier  Ausdrücke  ist, 
abgesehen  vom  Factor  ^,  genau  derjenige,  welcher  auf  der  hnken  Seite  der  Glei- 
chung (H")  steht,  und  jeder  der  drei  anderen  verschwindet  mit  zunehmendem  m  und 
abnehmendem  a.  Denn  in  dem  Ausdrucke  (b)  hat  der  Factor  vor  dem  Summenzeichen 

einen  positiven  Werth,  der  kleiner  als  ^o  ist,  und  die  Summe : 

^a{-lfU{ax  +  ah) 

h 

verschwindet  für  abnehmende  a,  weil  das  Aggregat  der  positiven  Glieder  und  das 
der  negativen  sich  einem  und  demselben,  durch  das  Integral  J/(z)(?  2  bezeichneten 

0 

Grenzwerthe  nähert.  Im  Ausdrucke  (c)  ist  der  Factor  von  /o ,  imter  dem  Summen- 
zeichen, gleich: 

—  2 


(x-f  2fe)(a;  +  2fc+l)  (x  +  2fe  +  2)' 


also  seinem  absoluten  Werthe  nach  kleiner  als— ^.  Da  nun  \fo(ax  +  2ak  +  a)\  <  Mq 
ist,  so  ist  der  absolute  Werth  des  Ausdrucks  (c)  kleiner  als : 

und  wird  also  bei  wachsendem  m  beliebig  klein.  Endhch  werden  offenbar  die  beiden 
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Theile  im  Ausdruck  (d)  mit  abnelimendem  a,  bei  irgend  welchen  Werthen  von  m, 
beliebig  klein,  da  einerseits : 

\fo{ax  +  2ar  +  a)\      aM„ 

i  +  2r  +  2         ^    x° 

und  andererseits  für  jeden  endlichen  Werth  von  m: 

lim  /„  {ax  +  2ain  -\-  a)  =  0 

0  =  0 

ist. 

Es  lässt  sich  hiernach  die  mit  (H")  bezeichnete  Bedingungsgleichung  in  die 
ihr  aequivalente : 

J'(— l)*/(ori  +  (Tfe  +  <T) 

(H)  lim  lim  lim   /,  —. — ,  „  , . — [-= — .  „.     =  0 , 

x»  =  Ov,-xo  =  o^      (x  +  2n)(x  +  2n  +  2) 

transformiren,  aus  welcher  das  oben  bei  (K)  angegebene  Resultat  ganz  unmittelbar 
gefolgert  werden  kann.  Die  Gleichung  (H)  geht  wiederum,  wenn  zur  Abkürzung: 

gesetzt  wird,  in  folgende  über: 

(H)  lim  hm  hm     >  - ,  -.-n  w     i  o"S~7fr  =  0 

^»om^oco^o-^     (a;  +  2n)(x  +  2n-|-2) 

Um  deren  Bedeutung  darzulegen,  bemerke  ich,  dass  AlJ{ax  +  2a k)  der 
„mittlere  Werth"  der  n—  m  aufeinanderfolgenden  zweiten  Differenzen: 

—  ^f{ax  +  2ak—a)  +  f  {ax  +  2ak)  —^f{ax  +  2ak  +  a)  (msisn) 

ist. 

Substituirt  man  in  der  Summe  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  (H)  für 
jene  mittleren  Werthe  ihre  absoluten  Beträge  und  nimmt  dann  an  Stelle  des  posi- 
tiven Factors: 

n  —  m 
(i  +  2rt)(x  +  2n+'2) 
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den  grösseren  Factor  --- ,  so  verwandelt  sie  sich  in  folgende: 

^y\Alf{ax  +  2<TÄ-)1  (.  =  «  +  ..  ".  +  ^'.-.  [3). 

Wenn  diese  Summe  für  a=0,  w  =  oo,  a;°=0  verschwindet,  so  ist  offenbar  die 
Gleichung  (H)  erfüllt,  und  es  ergiebt  sich  daher  das  Resultat: 

Um  erschliessen  zu  können,  dass  für  beliebige  Werthe  von  x' ,  die  kleiner 
als  X  sind,  ^, 

hm    \  f{x)siiiioxnd\o^x  =    -nf{0) 

0 

ist,  reicht  es  hin,  für  irgend  eine  gegebene,  noch  so  kleine  Grösse  r  eine 
(K)  Zahl  m  und  eine  Grösse  x",  und  alsdann  eine  beliebig  kleine  Grösse  a°  so 

bestimmen  zu  können,  dass  der  Werth  der  Reihe : 

^--\A"„f  {aX  -\-'2,ak)\  {m<n^r) 

stets  kleiner  als  t  bleibt,  wenn  O^x^l, a<a''  und  2ra  <  x"  ist. 
Um  die  Bedeutung  der  hier  auftretenden  Bedingungsgleichung: 

(K)  lim  lim  Um  ^"^  \A:„f  [ax  +  2ak)\  =  0  (-«<"§  [Q  ) 

darzulegen,  bemerke  ich  zuvörderst,  dass  sie  offenbar  erfüllt  ist,  wenn^--,  multi- 
pUcirt  mit  dem  grössten  Werthe  von  |  A''j ,  bei  abnehmendem  a  beUebig  klein  wird. 
Da  nun  der  Werth  von^  annäherungsweise  durch  log  5 —  ausgedrückt  wird,  so 
genügt  es, 

dass  jeder  der  mittleren  Werthe  der  aufeinander  folgenden  zweiten  Diffe- 
renzen : 

(L)  —^^f{ax  +  2ah  —  a)  +  f{ax  +  Q,ah)-^^-f{ax  +  2ak  +  a), 

multiphcirt  mit  log     ,  bei  abnehmendem  a  sich  der  Null  nähere, 

und  es  zeigt  sich  also,  dass  die  Bedingung  (H)  auch  diejenige  umfasst,  welche  Hr. 
Lifschitz  in  seiner  im  63.  Bande  des  Journals  für  Mathematik  (S.  296ff.)  veröffent- 
lichten Abhandlung  entwickelt  hat. 
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Man  kann  aber  noch  weitere  Bedingungen  aus  der  Gleichung  (K)  ableiten, 
indem  man  wiederum  von  den  absoluten  Beträgen  jener  mittleren  Werthe  zu  den 
mittleren  Werthen  eben  dieser  absoluten  Beträge  übergeht,  d.  h.  also  indem  man  die 
Summenausdrücke : 

^  \A'',J(ax  +2ak)\  (7„<»gp-i) 

einführt.  Bezeichnet  man  einen  solchen  ,, mittleren  absoluten  Betrag"  der  mittleren 
Werthe  auf  einander  folgender  zweiter  Differenzen : 

—  -^-/  {ax  +  2crA;  —  o)  +  f  {o^  +  '2ak)  —  --  /  {ax  +  2ctA;  +  a)  (m§*s») 

mit  6^,  so  tritt  an  die  Stelle  der  Summe  in  (K)  das  Aggregat: 


ke.. 


(m  +  fe)  (TO  +  fc  +  1) 


r-m  +  l  -i       r 


(*  =  l,ä,...r-m  +  l), 


wenn,  wie  oben  *"  =  U  a    gesetzt  wird.  Der  Grenzwerth,  welchem  sich  dieser  Aus- 
druck für  (7=0  nähert,  verschwindet  offenbar,  sobald 

lim    V  -2^-*  =0    und    lim  Ö  ^,  =  0 

ist,  und  man  schhesst  daher  in  derselben  Weise,  wie  oben,  dass  es  schon  genügt, 

wenn  jeder  der  mit  6  bezeichneten  ,, mittleren  absoluten  Beträge"  der  mitt- 
leren Werthe  jener  zweiten  Differenzen,  mit  log  multiplicirt,  bei  ab- 
nehmendem a  sich  der  Null  nähert. 

XIV.  Substituirt  man  in  der  oben  mit  (H")  bezeichneten  Gleichung: 

lim  Hm  lim2(-l)^^^^-  =  «     (-^-"49^«--) 

für  fo{<yx  +  ah)  seinen  Werth: 

f{ax  +  ah)-f{0), 

so  wird  der  Factor  von  /(O),  nämHch  der  Grenzwerth  der  Summe: 

L.  Krone  :kei's  Werk«  V  33 


258  ÜBER  DAS  DIRICIILET'SCHE  INTEGRAL 

für  wachsende  m,  offenbar  gleich  Null.  Man  kann  also  in  der  Gleichung  (H")  die  Func- 
tion fg  durch  die  ursprüngliche  Function  /  ersetzen.  Man  kann  ferner  darin  den 
Strich  über  dem  Summenzeichen  und  zugleich  das  letzte  Glied  der  Summe  weglassen, 
d.  h.  nämlich  die  Glieder: 

f(ax-\-2am-\-a).f{ax-\-2ar-\-a)  i   _[*^1\ 

2(x  +  2to  +  1)"  """     2(a;  +  2r  +  l)  V  ~ L»^ J^ 

hinzufügen,  da  ja  deren  Grenzwerth  für  wachsende  Zahlen  m  und  r  sich  der  Null 
nähert.  An  die  Stelle  der  Reihe  in  der  Gleichung  (H")  tritt  alsdann  die  Reihe : 

und  es  ergiebt  sich  das  Resultat: 

Um  erschhessen  zu  können,  dass  für  behebige  Werthe  von  x,  die  kleiner 
als  X  sind, 

lim  I  f{x)  sin  wxnd  log  X  =      nf{0) 

ic-m'J  ^ 

0 

^    *'  ist,  genügt  es  nachzuweisen,  dass  der  Grenzwerth: 

sich  mit  wachsendem  m  imd  mit  abnehmendem  x"  der  Null  nähere. 
Die  hierin  enthaltene  Forderung  lässt  sich  auch  so  f  ormuhren : 

Für  eine  gegebene  positive,  beliebig  kleine  Grösse  t  soll  zuerst  eine  Zahl 
mi,  und  eine  Grösse  x",  und  alsdann  für  jede  Zahl  m,  die  grösser  als  m^ 
ist,  und  für  jede  Grösse  x",  die  kleiner  als  x\  ist,  eine  Grösse  ct"  so  bestimmt 
(K  )  werden  können,  dass  der  absolute  Werth  der  Reihe: 

2(-»"'"+Y'"         (..<...[a^.....) 

ii  ' 

stets  kleiner  als  t  bleibt,  sobald  a  Ka"  ist. 

Dieses,  wie  mir  scheint,  bemerkenswerthe  Resultat,  welches  sich  aus  den 
obigen  Entwickelungen  ergeben  hat,  soll  nunmehr  noch  direct  verificirt  werden. 
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Zu  diesem  Zwecke  ist  das  Dirichlet' sehe  Integral : 

a 

ff{<rx)  sin  xnd  log  x 

0 

als  Aggregat  von  sieben  Integralen : 

Jo  +  J,+J,  +  '^z  +  J,  +  J5  +  Je 
darzustellen,  welche  f olgendermaassen  definirt  sind : 

»  2./.  +  1 

J(j  =  /(O)  /  sin  XTzd  logx,    J^=  /(O)  /  sinxjrd  logx 

J.-,=  1  f{ax)  smxjtd\ogx  =  I     ^( — 1)''^^^ — ^,      sina;:^da; 

2m  +  l  0       ''  =  8"'  +  » 

2m  +  l 

J^—  I  (f{ax)  —f{Ofj  sin  xndlogx 
1 
1 
J.=/(/('^-)-/(0))"7^dx 

0 

ff  a 

Jj  =  f  f{ox)  sin  xnd  loga;,    «/,;  =  f  f{<^x)  sin  xjrd  loga;, 

2r  +  l  I» 

und  es  ist  nun  zu  zeigen,  dass  —  wenn  die  bei  (K2)  formuHrte  Forderung  erfüllt  ist  — 
die  Zahlen  m,  r  und  die  Grössen  a,  x"  stets  so  gewählt  werden  können,  dass  der  ab- 
solute Werth  des  Aggregats: 

J^+J,  +  Js  +  J.  +  J,  +  J. 

kleiner  als  irgend  eine  gegebene,  behebig  kleine  Grösse  r  wird,  d.  h.  also,  dass  sich 
alsdann  der  Werth  jenes  DmcÄZei'schen  Integrals  von  dem  Werthe  von  Jq  um  weniger 
als  T  unterscheidet. 

Man  nehme  nun  zuerst  eine  Zahl  w"  so  an,  dass  2m''  +  1  >  —  wird.  Dann 
ist  für  jede  Zahl  m,  die  grösser  als  m"  ist : 

I  T   I  2  _1_ 

33* 
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Man  wähle  ferner,  gemäss  der  als  erfüllbar  vorausgesetzten  Forderung  (K2),  eine 
Zahl  m,  die  grösser  als  Wi  ist,  sowie  eine  Grösse  x",  die  kleiner  als  x\  ist,  und  be- 
stimme darnach  eine  Grösse  a"  so,  dass  der  absolute  Werth  der  Summe : 

kleiner  als  ^  t  wird,  sobald  a  kleiner  als  ct°  ist.  Alsdann  ist  für  jeden  solchen  Werth 

von  a : 

Nunmehr  bestimme  man  eine  Grösse  |  so,  dass  der  absolute  Werth  der  Differenz 
f(x)  —  f{0)  für  alle  Werthe  von  x,  die  kleiner  als  |  sind,  kleiner  als: 

T 

61og(2m  +  l) 

bleibt,  und  setze  dann  or' =  ^ — V^-  Dann  ist  für  iede  Grösse  a,  die  kleiner  als  0' 
ist,  der  absolute  Werth  der  Differenz  f(ax)  —  /(O)  kleiner  als  gj — ,„^  .  ^  ,  so  lange 
a;  <  2m  +  1  bleibt.  Es  ist  also  für  jeden  solchen  Werth  von  a: 

zugleich  aber  auch,  da  —  —  kleiner  als  n  ist; 

'     *  I  ^  61og(2m+T)  <  T  '^" 

Das  Intervall  zwischen  2r  +  1  und  — ,  über  welches  sich  die  Integration  in  J^  er- 
streckt, ist  höchstens  gleich  Eins,  da  r  =  \^\  angenommen  worden  ist.  Der  abso- 
lute Werth  von  J,  ist  also  kleiner  als : 


M 


i'°«0-5)! 


wenn  M,  wie  oben,  eine  Grösse  bedeutet,  welche  von  keinem  Functionswerthe  /(x) 
übertroffen  wird.  Man  kann  hiernach  a"  hinreichend  klein  wählen,  damit  für  jeden 
Werth  von  a,  der  kleiner  als  a"  ist: 


\JA<\- 
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wird.  Dass  endlicli  eine  hinreichend  kleine  Grösse  o- "  so  bestimmt  werden  kann,  dass 
für  alle  Werthe  von  a,  die  kleiner  als  a'"  sind,  der  absolute  Werth  von  J^  beliebig 
klein  gemacht,  also  die  Ungleichheitsbedingung : 

erfüllt  werden  kann,  ist  bereits  oben  in  art.  V  ausführlich  dargelegt  worden. 

Man  braucht  also  nur  a  kleiner  als  die  kleinste  der  vorstehend  definirten 
Grössen  a'^,  a  ,  a  ,  a  anzunehmen,  um  sicher  zu  sein,  dass  der  absolute  Werth  jedes 
der  sechs  Integrale  J^,  J^,  .  .  .  J^  kleiner  als  ^ r ,  dass  also : 

\Ji+J,  +  Js  +  J.  +  J,  +  Je\ 
kleiner  als  t,  d.  h.  kleiner  als  eine  gegebene,  behebig  kleine  Grösse  wird. 

XV.  Die  hiermit  verificirte  Bedingung  für  die  Gültigkeit  der  Gleichung: 

lim  I  f{x)  sin  wxnd  log  X  = -^-nf{0) 

0 

ist  eine  „weitere",  d.  h.  sie  enthält  weniger  Beschränkungen  für  die  Function  f{x)  und 
lässt  also  deren  Bereich  weiter,  als  die  bisher  bekannten  Bedingungen*);  sie  umfasst 
namenthch  wie  oben  gezeigt  worden  ist,  sowohl  die  Dir ichlef  sehen  als  auch  diejeni- 
gen Bedingungen,  welche  oben  aus  den  Arbeiten  der  HH.  Lifschitz,  P.  du  Bois- 
Reymond,  C.  Jordan  und  Holder  citirt  sind;  und  sie  steht  dabei  in  Bezug  auf  die  Ein- 
fachheit und  Durchsichtigkeit  ihrer  Bedeutung  hinter  den  früher  angegebenen  Be- 
dingungen kaum  zurück.  Die  Möglichkeit  ihrer  Aufstellung  beruht  wesentlich  auf 
jener  gleich  Anfangs  (art.  II  [B])  entwickelten  Gleichung: 


lim    1  fgiox)  sin  xnd  log  x  =  0, 


welche  meines  Wissens  bisher  nicht  hervorgehoben  oder  wenigstens  nicht  vollstän- 
dig für  die  Bedingimgen  der  Gültigkeit  der  Dir ichlet' sehen  Integralgleichung  be- 
nutzt worden  ist. 


*)  Die  verschiedenen  Bedingungen,  welche  in  dem  1880  erschienenen  Werke  des 
Hrn.  ülisse  Dini  vorkommen,  habe  ich  noch  nicht  sämmtlich,  in  Bezug  auf  ihren  Umfang, 
mit  der  obigen  Bedingung  verglichen. 
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Aber  man  kann  noch  eine  weitere  Anwendung  von  dem  Principe  machen, 
welches  der  erwähnten  Gleichung  und  also  auch  der  obigen  Zerlegung  des  Dirichlet- 
schen  Integrals  in  sieben  Integrale  zu  Grunde  hegt,  indem  man  irgend  eine  Beziehung 
zwischen  der  Zahl  2m  +  1  und  der  Grösse  a  sucht,  für  welche  die  Grenz werthe  der 
beiden  Integrale  J2  und  J3  bei  abnehmendem  a  verschwinden.  Setzt  man  nämlich, 
um  eine  solche  Beziehung  anzudeuten: 

(S)  2m  =  ^\ 

so  ist  die  mit  ö(a)  bezeichnete  Function  von  a  so  zu  bestimmen,  dass  zu  gleicher 

Zeit: 

(S«)  lim.f    =0, 

(S')  lim    f[f  (x)  —  /  (0))  sin  ^  d  log  a;  =  0 , 

a 
1 

( G«)  lim  lim    r y* (—  1  )* ^^^^f^ smx7idx=0 

wird,  und  man  kann  demnach  den  oben  mit  (G"),  (H"),  (H),  (H)  bezeichneten  Be- 
dingungsgleichungen eine  allgemeinere  Bedeutung  beilegen,  indem  man,  statt,  wie 
es  dort  geschehen  ist,  die  Zahl  m  unabhängig  von  a  wachsen  zu  lassen,  zwischen  m 
und  CT  irgend  eine  durch  die  Gleichung  (S)  angedeutete  Beziehung  zulässt,  für  welche 
die  beiden  Gleichungen  (S")  und  (S')  befriedigt  werden.  Die  hier  mit  (G")  bezeichnete 
Gleichung  unterscheidet  sich  von  der  Gleichung  (G°)  des  Art.  VI  eben  nur  dadurch, 
dass  in  den  Summationsbedingungen  die  Zahl  m  durch  ihren  aus  der  Gleichung  (S) 
entnommenen  Werth  ersetzt  und  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (S")  die  dadurch 
unnötig  gewordene  Bestimmung :  liines  m  =  00  weggelassen  worden  ist. 

Nimmt  man  für  die  bei  (Ki)  formulirte  Bedingimg: 

lim  lim  lim  V(-l)''/<'^^±^>  =  0     U^U-^)<nrJf\,^,.,\ 
die  ihr  aequivalente : 

hm  hm  lim   >  - — ^ —(hpr^ =  0  (m<igriO£isi), 

i»=0  7/1  =  00  0  =  0     i^  x-)-^« 
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SO  sieht  man,  dass  es  genügt,  wenn : 

(/(x  +  (T)-/(x))2'i. 
t  =  m  +  l 

mit  abnehmendem  er,  für  jeden  Werth  von  x,  der  kleiner  als  x°  ist,  verschwindet.  Da 
hier  die  Summe  der  reciproken  Zahlen  von  w  +  1  bis  r  durch  log  — ,  oder  also  auch 

durch  log  g^^  ersetzt  werden  kann,  so  folgt,  dass  man  an  Stelle  jener  Gleichung  (G" ) 
die  Gleichung: 

lim  lim  {f{x  +  a)  —f{x))  log^^  =  0  (os«<a:»), 

oder  auch,  da  wegen  der  Stetigkeit  der  Function  f{x)  der  Grenzwerth  von 
(f{x  +  ff)  —  f{x))  logic"  für  (T  =  0  verschwindet,  die  Gleichung: 

(S;)  lim(/(a;  +  a)-/(x))logg^^  =  0  (oäx<x") 

als  eine  (freilich  nur)  hinreichende  Bedingung  für  das  Bestehen  der  Dirichlet' sehen 
Integralgleichung  nehmen  kann,  wenn  dabei  die  Function  0  {a)  so  gewählt  wird,  dass 
sie  die  beiden  Gleichungen  (S°)  und  (S')  befriedigt. 

Der  Werth  des  Integrals  in  der  Gleichung  (S)  kann  durch  den  Ausdruck: 

£(/(cT  +  ö0(cr))-/(O))log(l  +'^^^) 

dargestellt  werden,  in  welchem  —  1  ^  £  ^  +  1  und  0  ^  ^  g  1  ist,  und  an  die  Stelle 
der  Gleichung  (S)  selbst  kann  daher  die  Gleichung: 

(S;)  lim  (/((T  +  dd{a))  -  /(O))  log^*"-*  =  0 

0  =  0  /  o 

treten. 

Bezeichnet  man  mit  A  a  den  grössten  Werth  der  Differenzen  /(a;  +  ff)  —  f{x) 
für  die  verschiedenen  Werthe  von  x,  die  kleiner  als  x"  sind,  so  ist  zl  a  um  so  kleiner, 
je  stetiger  die  Function  f{x)  in  dem  Intervalle  von  0  bis  ic"  ist,  und  man  kann  sich 
nunmehr  die  Function  6{a)  gemäss  der  aus  (Sj)  hervorgehenden  Gleichung: 

(T)  limZlfflog^,^-  =0 
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definirt  denken,  so  dass  also  nur  irgend  eine  mit  a  selbst  verschwindende  Function 
V'(<t)  anzunehmen  und  alsdann: 

e{a)  =  e    ^<' 

zu  setzen  ist.  Die  Gleichung  (Sj)  liefert  hiernach,  da  sich  die  Differenz: 

/(ff  +  (5  0  (ff))-/ (0)  aus  den  Differenzen /(ff  +  de{a))  —  f{a),  f{a)  —  f{0) 

zusammensetzen  lässt,  die  Relation: 

limzlfflog^-^''^  =  0, 

und  aus  dieser  geht  endlich  in  Verbindung  mit  jener  Gleichung  (T)  die  Relation: 
(T")  lim  ZI  ff  log -^=0 

(7  =  0  '^ 

hervor.  Es  ergiebt  sich  also  hierbei  nur  jenes  Resultat,  welches  schon  in  dem  oben 
mit  (L)  bezeichneten  enthalten  ist,  nämlich : 

wenn  die  Function  f{x)  in  hinreichender  Nähe  von  x  =0  einen  solchen 
Grad  von  Stetigkeit  hat,  dass  jede  Differenz  f{x  +  ff)  —  /(x),  multipü- 
cirt  mit  log  - ,  für  abnehmende  Werthe  von  a  verschwindet,  so  ist  der 
Grenzwerth  des  Integrals : 

x' 

I  f{x)  sin  — d  loga;, 

0 

für  abnehmende  Werthe  von  a,  gleich  ^nf{0). 

Diese  Bedingung  selbst  schhesst  sich  unmittelbar  an  jene  Lipschitz' sehe  an, 
welche  schon  oben  citirt  worden  ist,  aber  die  bei  der  Herleitung  angewendete  Me- 
thode steht  in  naher  Beziehung  zu  jener,  deren  sich  Hr.  P.  du  Bois-Reymotid  im 

I.  Capitel  seiner  ,, Untersuchungen  über  die  Convergenz  und  Divergenz  der  Fourier- 
schen  Darstellungsformeln"  bedient  hat,  um  Bedingungen  der  Gültigkeit  der  Dirichlet- 
schen  Integralformel  für  dort  besonders  charakterisirte  Functionen  f{x)  herzuleiten.*) 
Ob  auch  diese  speciellen,  auf  besondere  Functionen  f{x)  bezüglichen,  du  Bois- 

*)  Abhandlungen  der  K.  Bayer.  Akademie  der  Wissenschaften.  II.  Cl.  XII.  Bd. 

II.  Abth.  München  187G. 
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Reymond' sehen  Bedingungen  in  jener  Bedingungsgleichung  (H)  —  wenn  sie  in  der 
oben  bei  (GJ  charakterisirten  allgemeineren  Bedeutung  genommen  wird  —  enthalten 
ist,  habe  ich  noch  nicht  ergründet. 

Dass  alle  solche  Bedingungen,  —  also  auch  diejenigen,  welche  in  dem  vor- 
liegenden Aufsatze  hergeleitet  worden  sind,  —  in  Bedingungen  für  die  Entwickelbar- 
keit  von  Functionen  in  ^owner'sche  Reihen  umgesetzt  werden  können,  ist  an  sich 
klar. 


L.  Kronecker's  Werke  V  34 
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ÜBER  EINE  BEI  ANWENDUNG  DER  PARTIELLEN  INTEGRATION 
NÜTZLICHE  FORMEL. 

[Gelesen  in  der  Akademie  der  Wissenschaften  am  16.  Juli  1885.] 

Wenn  /(cc)  \indg(x)  eindeutige  Functionen  der  reellen  Variabein  x  und  f'\x), 
g^''\x)  ihre  Aten  Ableitungen  bedeuten,  so  ist: 

Nimmt  man  hierin  h  —  1,2,  ...  n  und  summirt,  so  resultirt  die  Differentialformel : 
y^)  f'{x)g{—x)—fix)g'  '{—^)  -^  ^^ 

A  =  l 

und  also  auch  die  Integralformel: 

(3)  ff''\x)g{-x)dx-ff{x)g'''\-x)dx=^fd{f-'\x)9'''-'-\-x)), 

Xo  lo  A  =  1  j:„ 

durch  welche  die  verschiedenen  Anwendungen  der  partiellen  Integration  schemati- 
sirt  werden. 

I.  Die  Formel  (3)  geht  unmittelbar  in  die  Taylor'sche  über,  wenn  man  die 
Integrationsvariable  z  an  Stelle  von  x  nimmt  und  dann : 


X 

F{x)=Ji[z)dz,g{z)  =  ^^±f 


setzt.  Denn  das  erste  Integral  auf  der  linken  Seite  von  (3)  wird  alsdann  das  ,, Rest- 
integral" der  Ta?/Zor'schen  Formel: 

lJ{x-zrF'''^'\z)dz, 
das  zweite,  nämlich: 

X 

—ff{x)g'"\—x)dx  wird  gleich   ~-F{x)+F{x^)^ 
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und  endlich  wird,  wenn  /"'"'^(a;)  in  dem  Intervalle  (xo,  x)  stetig  ist: 

jd{f-\x)r-"\-x))  =  -F""(x.)  ^-^, 

so  dass  in  der  That  die  Taylor'sche,  Formel : 

resultirt. 

II.  Unter  Festhaltung  der  Voraussetzung  der  Stetigkeit  von  /'(x),  f"{x),  . . . 
/""''(x)  und  bei  Annahme  von: 

g(a;)  =  e 

resultirt  ferner  aus  der  Formel  (3)  die  Gleichung: 

III.  Nimmt  man  in  der  Formel  (3): 

3(x)  =  [(x  +  a;,)(x  +  Xi)]'' 

und  erstreckt  die  Integration  von  Xq  bis  Xi ,  so  verschwinden,  unter  Voraussetzung 
der  Stetigkeit  von  /'(x) ,  /"(x) , . . .  /*""'' (x) ,  die  sämmthchen  Integrale  auf  der  rechten 
Seite.  Man  erhält  denmach  die  Formel: 

(3)  ff"\m^  -  x,){x  -  x,)rdx  =j){x)  ^::i(^o)i^-3)]"  dx, 

welche  die  charakteristische  Eigenschaft  dieser  Function  gr*"'  ( —  x) ,  dass  der  Werth 
des  Integrals  j j{x)g""\—  x)dx,  für  irgend  welche  ganze  Functionen  («— l)ten 

Grades  /(x),  verschwindet,  in  Evidenz  setzt.  Dies  ist  aber  jene  Eigenschaft,  auf 
welcher  Jacobi  in  seiner  Abhandlung:  „Über  öatiss'  neue  Methode,  die  Werthe  der 
Integrale  näherungsweise  zu  finden"  die  Bestimmung  der  hier  mit  g"'\—  x)  be- 
zeichneten Function: 

d"[(a— ao)(a;— Ji)]" 
dx" 
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basirt,  und  er  gebraucht  dazu  a.  a.  0.  im  §  4  auch  eine  Formel  für  die  Darstellung 
von  Juvdx,  welche  von  der  Gleichung  (S)  nur  formal  verschieden  ist  und  aus  ihr 
hervorgeht,  wenn  u  ~  t{x)  und  v  =  gr  "*(—  x)  gesetzt  wird. 

IV.  Nicht  bloss  in  dem  hier  behandelten  speciellen  Falle,  sondern  überhaupt, 
wenn  die  Functionen: 

/  \X)9  {—X)  (A  =  l,2,.     .n) 

stetig  sind  und  an  beiden  Integrationsgrenzen  einerlei  Werth  haben,  verschwindet 
der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  der  Formel  (3)  und  es  kommt: 

(4)  fl''\x)g[-x)dx  =  j){x)g^"\-x)dx. 

Die  angegebenen  Voraussetzungen  sind  erfüllt,  wenn  die  Integration  in  der 
Formel  (S)  von  0  bis  1  erstreckt,  ferner: 

g  {x)  =  cos  2k  {x  -^  y)n 

gesetzt  und  für  k  irgend  eine  ganze  Zahl,  für  f{x)  aber  irgend  eine  Function  genom- 
men wird,  die  ebenso  wie  jede  ihrer  n  —  1  Ableitungen : 

f'{x),f"{x),...t-'>{x) 

von  a;  =  0  bis  X  =  1  stetig  ist  und  an  den  beiden  Grenzen  des  Intervalls  a;  =  0  und 
X  =  1  denselben  Werth  hat.  Die  Gleichung  (4)  geht  alsdann,  da: 

5f'"'(a:)  =  {2k7i)'' cosi'ikx  +  2ky  -\-  -nn]n 
wird,  in  folgende  über: 

(5)  I  f"\x) C08  2k  {y  —  x)ndx  =  {2kny  I  f  (x)  cosriky  —2kx  -{-  -^n\ndx, 

0  0 

in  welcher  y  eine  Variable  bedeutet.  Bestimmt  man  nun  c^ ,  c["\Vi.,  v^"'  gemäss  den  Be- 
dingungen : 

1 

/  f  (x)  cos  2k  {y  —  x)ndx  =  c^cos  i^ky  —  wJtt 

0 

1 
I  f'^"'{x)  cos  2k(y  —  x)7tdx  =  c^"^  cos{2ky  —  »t"')7i, 
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SO  gelten  —  unter  der  einzigen  Voraussetzung,  dass  die  Function  f"'{x)  überhaupt 
durch  eine  Fourier'sche  Reihe  darstellbar  ist  —  die  Reihenentwickelungen : 

/(a;)  =  lim  ^c^cos{2A:x — 'O^)^,  /'"' (a;)  =  lim  ^ci"'cos  (2/i:x  —  v^k'')^    (o<z<i). 
Aus  der  Gleichung  (6)  folgt  aber,  dass : 

,.,,  ,  ,  d"c.  008(2fej/  —  V.)  n 

c^:"  cos  {2k  y  -  v[")7i  =  -^ -^ '—- , 

dy" 

also  - 

ist,  und  die  Entwickelung  von  f"\x)  wird  daher  folgende: 

/*"'(x)  =  lim  ^ {2k n)"Ci^ cos  ( 2k X  — Vi^-\- -„  n\ji  (o<x<i), 

d.  h.  sie  geht  durch  «mahge  gliedweise  Differentiation  aus  der  Entwickelung  von  /(x) 
hervor.*) 

In  jeder  der  Entwickelungen : 

/'*' (a;)  =  lim  ^(2/i;:7t)*  c^cos  (2fea;  —  v^-\--^h\n       (A  =  i,s,...n;  o<z<i) 

fehlt  das  von  x  unabhängige,  dem  Werthe  ä;  =  0  entsprechende  Ghed.  Denkt  man 

1 

sich  dieses  Ghed  der  i^'oMn'er'schen  Reihe  für  f''\x)  durch  das  Integral:  j  f'\x)dx 

u 

dargestellt,  so  kommt: 

1 

0 

Man  kann  also,  von  irgend  einer,  in  eine  Fourier'sche  Reihe  entwickelbaren,  im 
Intervalle  von  x  —  0  bis  x  =  1  durchweg  endhch  bleibenden  Function  tp  (x)  aus- 
gehend, zuerst  die  Function  /"'(x)  durch  die  Gleichung: 


1 
f"^{x)  =  y,{x)-j'f{x)dx. 


*)  Vergl.  Hrn.  P.  du  Bois-Reymond'a  Aufsatz  ,,Über  die  Integration  der  trigonome- 
trischen Reihe".  Math.  Annalen  Bd.  XXII.  S.  2G0. 
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hiernäclist  die  Function  f"~^^{x)  durch  die  beiden  Relationen: 

0 

definiren,  ferner  ebenso  die  Function  f"~''\x)  gemäss  den  Bedingungen: 

0 

und  endlich  in  analoger  Weise  nach  einander  die  übrigen  Functionen: 

f'-'^{x),t-'\x),...f{x),f(x) 
bestimmen. 

Für  die  so  bestimmten  n  +  1  Functionen  f''\x)  gelten  dann  die  Reihenent- 
wickelungen :  j  ^  ^  ^ 


/'*'(a;)  =  lim  ^{^kn)"  c^  coa  (2kx  ~v^  +  -g-  /i)  n  ('- 


l,S....n-l;  0§jS1\ 
Ä  =  i.jO<x<l  / 


und  die  Werthe  der  darin  vorkommenden  Grössen  c^ ,  Vu  können  aus  der  Entwicke- 
lung  irgend  einer  dieser  n  +  l  Functionen  f''\x)  entnommen  werden. 

V.  Nimmt  man  in  der  Formel  (3)  für  f{x)  eine  Fimction,  welche  nebst  ihren 
Ableitungen  f(x),  f"{x),  .  .  .  f"'^\x)  in  dem  ganzen  Intervalle  von  x^  bis  x^  endlich 
und  stetig  ist,  iüv  g{x)  aber  eine  solche,  deren  (m  —  l)te  Ableitung  an  einzelnen  durch 
die  Werthe: 

—  X  =  Xj,  x.^, . . .  x^_^  ('0<'-l<^2-<"r-l<^) 

bezeichneten  Stellen  des  Intervalls  (xq,  x^)  unstetig,  dabei  jedoch  durchweg  end- 
lich ist,*)  so  verwandelt  sich  die  Gleichung  (3)  in  eine  ganz  allgemeine  Summen- 
formel,  und  hierin  besteht  wohl  die  merkwürdigste  Anwendung,  welche  man  von 
jener  Integralformel  (§)  machen  kann. 

Unter  der  angegebenen  Voraussetzung  wird  nämlich  das  erste,  dem  Werthe 
h  =  1  entsprechende  Integral  auf  der  rechten  Seite  von  (S): 


Jd(f(x)g^''-'\-x)) 


*)  Die  Functionen  (j{x),  g'{x),  ...  3'"   ^'(a;)  sind  alsdann  offenbar  endlich  und  stetig. 

h.  Kronecker'8  Werke  V  35 


274    KINE  BEI  ANWENDUNG  DER  PARTIELLEN  INTEGRATION  NÜTZLICHE  FORMEL 

gleich  der  Summe : 

+  /(a;,)3'"-"(-x^), 
und  diese  wird  daher  gemäss  der  Integi'alformel  (3)  durch  den  Ausdruck: 

(3")         Jf\^)9{-  ^)dx  -ff{x)g"'\-  x)dx 

+2/"'"'(-o)3"-*'(--o)-2'/"""(-.).''"-'"(--.) 

dargestellt,  wenn  die  Function  g'"''^\x)  innerhalb  jedes  einzelnen  Intervalles 
(Xk,  Xk+i),  in  welchem  sie  stetig  ist,  zugleich  Ableitungen  g''''\—  x)  mit  endlichen 
Werthen  besitzt. 

Man  kann  also  irgend  welche  r  stetige,  differentiirbare  Functionen: 

9^1  (a;),  <Pi{x),  ...  (p,{x) 

annehmen  und  alsdann  die  Function  g"~^'(x)  durch  die  Bedingung: 

(y<"-"(_  x)  =  (p^{t)  für  Xi^_^<x<  x^  (<  =  i,s,  ...r), 

d.  h.  also  dadurch  definiren,  dass  sie  in  jedem  der  r  Intervalle: 

X^_^<  X<Xi,  (<  =  l,S,...r) 

mit  der  bezüglichen  Function  <Pk{x)  übereinstimmen  soll. 

Es  ist  dann  auch : 

—  g'-"\— x)  =  q>[{x)  für  Xi,_^<x<x^,  (t  =  i,2,...r) 

zu  setzen,  wo  f'i{x)  die  erste  Ableitung  von  (Pk{x)  bedeutet,  und  die  Functionen 
g^"~^\x),  g"~^\x),  .  .  .  g{x)  sind  durch  die  Gleichung: 


ff\x)dx^cf'-'\x) 


zu  bestimmen,  wenn  man  darin  der  Reihe  nach  h=n— l,n— 2,...l  und  die 
unteren  Grenzen  </«_,,  lU-t,  . .  .  Wi  ganz  beliebig  annimmt. 
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Da  nun  bei  den  angegebenen  Bestimmungen : 

lim ^<" - ''  (e' -  x^)  =  (p^  (x^) ,  lim  g^"''\- s' -  x^)  =cp^^^ (x J  a  =  i. ». . . .  r) 

wird,  so  erhält  man  die  ganz  allgemeine  Summenformel: 

h  =  i  A  =  2 

in  welcher : 

und  für  a;i_  i  <  a?  <  a;* : 

9?' (a;)  =  9)^(0;)  (*  =  !,»,. ..r) 

zu  setzen  ist.  Nimmt  man  speciell : 

SO  wird  g{xo)  =  g  {x^)  =  ^'"(cco)  =  •  •  •  =  (/'""''(a^o)  =  0,  und  der  Ausdruck: 

2V*-"K)^'"-'"(--o) 

A  =  2 

auf  der  rechten  Seite  der  Formel  (@)  fällt  alsdaim  weg. 

VI.  Setzt  man : 

(Pi^{x)^=x  —  a;^_j  (t=i,  2,  ...r) 

und  wählt  dabei  die  Grössen  x  so,  dass: 

X,      ,<.X.      ,<.X,  (t=l,  2,  ...r) 

Ä  —  1  «—1   K 

wird,  so  ist  (p'{x)  =  1,  und  die  Formel  (S)  ergiebt  alsdann  (bei  Festhaltung  jener 
über  die  Grössen  u  getroffenen  Bestimmung:  Wi  =  «2  =  '  '  *  =  ««-i  =  *o)  den  Aus- 
druck : 

(A)  Jf(j,)dx-^f"\x;ig''-"-'\-x^)+ff"\x)gi-x)dx 

als  den  Werth  der  Summe : 

35* 
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Diese  Summe,  in  welcher  je  ein  Functionswerth  /(xt)  mit  dem  absoluten  Werthe 
eines  das  Argument  enthaltenden  Intervalls  {Xk-x,  x^)  multiplicirt  ist,  stellt  in  all- 
gemeinster Weise  einen  Näherungswerth  jenes  Integrals: 


Jfix)d'. 


dar,  welches  den  ersten  Theil  des  Ausdrucks  (A)  bildet.  Der  Unterschied  zwischen 
dem  Näherungswerthe  und  dem  Integralwerthe  selbst  wird  daher  durch  den  übrigen 
Theil  des  Ausdrucks,  nämlich  durch : 

;.  =  1  ^ 

dargestellt.  Dabei  ist  ^ 

also,  wenn  x  zwischen  x^-i  und  x^  hegt: 

h-l  k-1 

oder : 

-g^'-'\x)=  lx'+x[_^x-  2^o-^*-i^Li+2^1-.K-^'.-.)' 

und  die  Functionen  g"~"\x),g^"~'^\x),  ...  sind  durch  weitere  Integrationen  zu 
bilden. 

VII.  Bedeutet  ^>  {x)  irgend  eine,  für  alle  Werthe  von  x  =0  bis  x  =  1  endUche, 
stetige  und  differentiirbare  Function,  deren  Werthe  für  die  beiden  Intervallgrenzen 
von  einander  verschieden  sind,  und  setzt  man : 

1 
y!{x)  —  /  y){x)dx  =  g''"~^\ —  x) , 

0 

so  kann  g^ '"''(—  x)  durch  eine  i'^OMner'sche  Reihe: 

t=oo 
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dargestellt  werden,  in  welcher  die  Summation  deshalb  nur  von  ä;  =  1  an  zu  erstrecken 
ist,  weil  nach  der  über  g"'~^\~  x)  getroffenen  Festsetzung: 

0 

wird.  Man  kann  nun  von  der  Function  g''"""(—  x)  ausgehend  —  gemäss  den  Dar- 
legungen am  Schlüsse  des  art.  IV  —  durch  successive  Integration  zu  w  —  1  Func- 
tionen : 

(/-'\-  X),  /'-'>(-  X),...  g'{-  x),g{-  X) 

gelangen,  für  welche  die  Relationen: 

0 

und  die  Reihenentwickelungen: 

gelten. 

Hierbei  sind  also: 

«1.    «2,    «3-   •   •   •;     ^'l.    ^'2.    ^3.   •   •   • 

beliebige  Grössen,  welche  nur  die  Bedingung  erfüllen  müssen,  dass  die  Reihe : 

k  =  m 

für  alle  Werthe  von  x  convergire  und  eine  innerhalb  des  Intervalles  von  x  =  0  bis 
X  =  1  durchweg  endliche,  stetige,  differentiirbare,  aber  bei  a;  =  0  und  x  =  1  un- 
stetige Function  darstelle,  welche,  wenn  man  einerseits  x  bis  zu  Null  abnehmen, 
andererseits  bis  zu  Eins  zunehmen  lässt,  sich  zwei  verschiedenen  Grenzwerthen 
nähert.  Die  übrigen n—  l,  durch  die  Reihen : 

(A„)  2" (2^).-  *=o^  [^^'^  +  «*  +  -2 '0^ 

f ür  Ä  =  2 ,  3 ,  . .  .  n  dargestellten  Functionen  sind  dann 

durchweg  endliche,  stetige,  differentiirbare,  periodische  Functionen, 
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von  denen  eine  jede  die  Ableitung  der  folgenden,  negativ  genommen,  ist,  und  für 
welche  also,  wenn  sie  beziehungsweise  mit: 

g'-'H-x),  c/'^'i-x),  .  ..g{-x),  g{-x) 
bezeichnet  werden : 

g      (^)-  dx  (.  =  1.2.... .-S) 

ist.  Diese  Relation  gilt  ferner  auch  für  h  =n—  l,  wenn  man  ^''"''(—  x)  als  den 
Werth  der  Reihe  (AJ  für  h  =  1  definirt.  Wenn  man  endlich  den  —  der  Voraus- 
setzung nach  existirenden  —  Differentialquotienten  von  g'^'^^x)  mit  g'^"\x)  be- 
zeichnet, so  sind  die  n  +  l  den  Werthen  Ä  =  0,  1 ,  .  .  .  n  entsprechenden  Functionen 
9**'(—  x)  durch  die  Gleichungen: 

i  =  ao 

fl^'^'f — x)  =  ^, — T-co)i(2kx  +  V,  + -^n—  ^,h)7i  (a  =  o,i,...  n-i) 

•^     ^  jf^  V2kn)''-''  \  '      *    '     2  2    / 

für  alle  reellen  Werthe  von  x  definirt. 

Setzt  man  nun  diese  Functionen  g''*'(—  x)  in  die  Integralformel  ß)  ein, 
nimmt  man  ferner  für  f{x)  eine  nebst  ihren  ersten  n  —■  1  Ableitungen  stetige  Func- 
tion und  integrirt  von  Null  bis  zu  einer  ganzen  Zahl  r,  so  resultirt  die  Gleichung*): 

(6)        ff"\x)g{-  x)dx  -ff{x)g""i-  x)dx 

0  0 

t  =  0  /t  =  l  A  =  2 

in  welcher  yo»  Yi  folgendermaassen  bestimmt  sind: 

>'» = }^^'s^ ^'''^ (^ ^ ^' + ''*  +  2 )"" '  ''i = i'"j2'2'fe's "^^^ ('-^ ''■^' ~ ''* ~ ^y • 

Bezeichnet  man  die  Differenz  y^  —  yi  durch  ö,  so  dass: 

6  =  —  2  hm  /,-'!--  sin  2fc£"7t  cos  v.ti 
*)  Vergl.  die  Ausdrücke  (@")  und  (3")  im  art.  V. 
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wird,  und  setzt  man  der  Gleichförmigkeit  halber : 

so  kann  die  obige  Gleichung  (6)  in  folgender  Weise  als  eine 

„allgemeine  Summenformel" 
dargestellt  werden: 

k  =  r-  l  /  h =n- 1  r 

t=00  li  =  Ü  0 

in  welcher:  ^^^ 

;ri'(2'cnr        ^  '     t   1    2    /  ^     ^  ^  da" 

i  =  « 

y.  =  Iiin^, — ^cos(2fee^— r,  —     }\\:i  («-i,J.     »), 

.  =  o;^(2fe;i)''        \  *         2     / 

d  =  —  2  lim  ^  2*^  sin  Ikt^n  cos  i'^;r 
ist. 

VIII.  Nimmt  man  in  der  Formel  (S): 

n  =  2m,     a,  =  — 2,     y,  =0, 
SO  wird: 

i  =  00 

g{—x)  =  (-  1)'"+'  V — ?— -  cos  2  /cxTT, 
3"-'(-x)=2^~  =  |--.     also     r/"'(-:^)  =  l. 

y,^  =  (-l)"  +  ^V^^  (*...»....-«). 

>'l=-4.      >'3  =  n  =  ---=y2m-l  =  0.      (5=1, 

und  die  obige  allgemeine  Summenformel  (3)  geht  alsdann  in  die  folgende  specielle 
über: 

(®")    jfiO)  +  /(l)  +  /(2)  +  . . .  +  /(r  -  1)  +  l/(r) 
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welche  zuerst  von  Poisson  in  seiner,  am  11.  December  1826  in  der  Pariser  Akademie 
gelesenen,  Abhandlung:  ,,Sur  le  calcul  numerique  des  Integrales  definies"  entwickelt 
worden  ist.*) 

Eben  dieselbe  Formel  hat  Jacob  l  auf  einem  von  dem  Poisson' sehen  ver- 
schiedenen Wege  in  der  vom  2.  Juni  1834  datirten,  im  XII.  Bande  des  Cre^^'schen 
Journals  abgedruckten  Abhandlung :  ,,Deusulegitimo  formulae  summatoriae  Maclau- 
rinianae"  hergeleitet.^)  Sie  findet  sich  a.  a.  0.  auf  S.  265  vmter  Nr.  10  und  wird  dort 
als  „formula  memorabüis"  bezeichnet.  NuräusserUch  unterscheidet  sich  diese  Jacofti- 
sche  Formel  von  der  Poisson'schen  dadurch,  dass  die  oben  in  der  Gleichung  (S")  auf 
der  rechten  Seite  unter  dem  Restintegrale  (ebenso  me  bei  Poisson)  vorkommende 
Reihe : 

"V'' 2  cos  2k xn 

f^t  ~(2fe:i)-"' 

bei  Jacobi  durch  eine  sogenannte  BernoulWsche  Function,  d.  h.  durch  diejenige 
ganze  Function  von  x  ersetzt  ist,  welche  den  Werth  der  Reihe  für  alle  zwischen  Null 
imd  Eins  liegenden  Werthe  von  x  darstellt.  Da  die  Übereinstimmung  dieser  Reihe 
mit  der  von  Jacobi  benutzten  ganzen  Function  von  x  (im  Intervalle  0  <  a;  <  1 )  be- 
kannt und  übrigens  auch  aus  der  citirten  Poisson'schen  Abhandlung  selbst  —  näm- 
lich aus  den  dort  mit  (13)  und  (14)  bezeichneten  Gleichungen  —  zu  entnehmen  war, 
so  erscheinen  mir  die  Worte**)  nicht  gerechtfertigt,  ixdt  denen  Jacobi  nur  ganz  kurz 
auf  die  Poisson'sche  Formel  hinweist,  welche  doch  das  Hauptresultat  der  Jacobi- 
schen Abhandlung  schon  vollständig  enthält. 

IX.  Im  Anfange  des  vorhergehenden  Artikels  (VIII)  ist: 

3^'-"(-x)  =  l-a: 

gesetzt  worden.  Hiermit  sind  aber  auch,  gemäss  den  in  art.  IV  und  art.  VII  ent- 


*)  Memoires  de  l'Academie  Eoyale  des  Sciences  de  rinstitut  de  France.  Tome  VI, 
1827,  p.  571. 

**)  Der  Schluss  der  citirten  Jaco&i'schen  Abhandlung  lautet  folgenderniaassen : 
Residui  seriei  summatoriae  Maclaurinianae  exfressionem  a  nostra  diversam  dedit  ill.  Poisson 
in  commentatione  egregia.  „Sur  le  calcul  numMque  des  InUgrales  difinies".  (Acad.  des  Sciences. 
Vol.  VI.  p.  571  sqq.) 

>)  Jacobi,  Werke,  Bd.  VI,  S.  64  iL,  vgl.  besonders  S.  G7.  H 
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lialtenen  Darlegungen,  die  übrigen  Functionen  g{x)  völlig  bestimmt;  sie  gehen  näm- 
lich mit  Hülfe  der  Relationen : 


/"(^)='-^^.     f9''\~x)äx  =  0 


(4=1,  S,..    n-)) 


der  Reihe  nach  durch  Integration  aus  einander  hervor.  Es  ergeben  sich  also  auf  diese 
Weise  nach  einander  jene  ganzen  Functionen,  welche  die  Werthe  der  Reihen : 

für  m  =  1 ,  2 ,  3 ,  .  .  .  darstellen.  Aber  man  gelangt  dazu  auch  ganz  direct,  wenn  man 
die  Ausdrücke  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung: 

m 


(7)  -P-Yl^i  =  „—  lim  2  - 


nach  steigenden  Potenzen  von  w  entwickelt;  denn  der  Coefficient  von  iv"  wird  dann 
auf  der  rechten  Seite  die  Reihe : 


und  auf  der  linken  Seite  eine  ganze  Function  von  x,  deren  Coefficienten  die  Ent- 
wickelungscoefficienten  von : 


und  also  die  Bernoulli' sehen  Zahlen  enthalten. 

Wenn  man  in  der  Formel  (S")  an  Stelle  der  Reihe: 

■^12  oos  2kx3t 

—  wie  es  bei  Jacobi  und  seitdem  in  fast  allen  Arbeiten  über  diesen  Gegenstand  ge- 
schehen ist  —  ihre  Summe  als  ganze  Function  von  x  einführt,  so  verliert  die  Formel 
wesenthch  an  Eleganz.  Denn  dieser  Summenausdruck  ist  für  die  verschiedenen  Inter- 
valle 0<ic<l,l  <a;<2,2<a;<3,...r— 1  <  x  <r  verschieden,  und  das  von 
0  bis  r  erstreckte  Integral  muss  deshalb  in  r  Integrale  getheilt  werden,  deren  jedes 
sich  nur  über  eines  der  r  Intervalle  erstreckt.  Wenn  man  alsdann  die  Integrations- 

L.  Krooecker'a  Werke  V  36 
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variabeln  so  ändert,  dass  sich  alle  Integrationen  von  Null  bis  Eins  erstrecken,  so 
erscheint  an  Stelle  der  Function  f'"'\x)  unter  dem  letzten  Integralzeichen  in  der 
Formel  (S")  eine  Summe  solcher  Functionen,  wie  sie  sich  in  der  That  in  der  citirten 
t/ocofti'schen  Formel  findet. 

X.  Die  oben  benutzte  Gleichung  (7)  habe  ich  schon  in  meiner  Älittheilung 
vom  April  1883*)  angegeben.  Sie  gilt  für  reelle,  nicht  negative  Werthe  von  x,  die 
kleiner  als  Eins  sind,  und  aber  für  ganz  beliebige  (auch  complexe)  Werthe  von  w. 
Sie  lässt  sich  übrigens  noch  in  folgender  eleganten  Weise  darstellen : 

(8)  (e-'""'-l)lim    >  L     ,  ,,^  =  1, 
und,  indem  e'""'  =  u  gesetzt  wird,  auch  so: 

(9)  (M-l)lim  V-''"^-=l  (ogx<i), 

wenn  unter  u  eine  behebige  complexe  Grösse  verstanden  und  die  Summation  auf  alle 
Werthe  von  log  u  ausgedehnt  wird,  deren  absoluter  Werth  kleiner  als  /u  ist.  Aus  der 
Gleichung  (9)  ergiebt  sich  endhch  die  für  jede  reelle  Grösse  x  geltende  bemerkens- 
werthe  Relation : 

in  welcher  mit  [x]  nach  Gauss'schev  Weise  die  durch  die  Ungleichheits-Bedingungen: 

[x]  ^x<[x]  +  1 
bestimmte  ganze  Zahl  bezeichnet  ist. 

Die  Gleichung  (7)  lässt  sich  aus  den  schon  oben  citirten,  in  der  Poisson'schen 
Abhandlung  mit  (13)  und  (14)  bezeichneten,  Formeln  erschhessen;  sie  geht  aber  in 
ganz  directer  Weise  aus  der  Entwickelung  von: 

cos  2^X71  -\-  i  sin  2^X71 
in  eine  nach  cosinus  und  sinus  der  Vielfachen  von  2x7i  fortschreitende  Reihe  hervor. 


*)  Zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen*). 

')  Bd.  IV,  S.  347  ff.  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker'a  Werken,  vgL  besonders  S.  350. 
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In  ähnlicher  AVeise  gelangt  man  dazu,  wenn  man  die  wte  Potenz  einer  complexen 
Variabein  C  durch  das  Cauchy'sche  Integral  darstellt.  Offenbar  ist  nämlich: 

wenn  man  die  Integration  von  einem  Punkte  z  =  Re"  an,  bei  festem  R,  bis  zum 
Punkte  z  =  Re'"^'^''^'  erstreckt,  dann  bei  Festhaltung  des Bogenwerthes  v  +  2n  —  e 
und  abnehmendem  Radius  vector  bis  zum  Punkte  z  =  re''"''^''^''',  ferner  bei  festem  r 
und  abnehmenden  Bogenwerthen  bis  zum  Punkte  z  =re'"  und  endlich  von  da  bei 
Festhaltung  des  Bogenwerthes  v  und  wachsendem  Radius  vector  zurück  zum  Aus- 
gangspunkt z  =  Re".  Hierbei  ist  angenommen,  dass: 

sei,  oder  also,  wenn  C  =  ge"'  gesetzt  wird : 

r  <Q  <  R. 

Es  ist  ferner  angenommen,  dass  der  Werth  von  s  positiv  aber  beüebig  klein  sei,  und 
dass  der  Bogenwerth  a  jedenfalls  zwischen  v  und  v  +  2n  —  s  liege.  Alsdann  um- 
schliesst  der  angegebene  Integrationsweg  den  Punkt  C,  und  die  Function  z'"  ist  für 
alle  Werthe  von  z  in  dem  umschlossenen  Gebiete  eindeutig. 

Von  den  vier  Integralen,  welche  auf  die  angegebene  Weise  resultiren,  lassen 
sich  die  beiden,  bei  denen  der  Radius  vector  fest  bleibt,  beziehungsweise  nach  posi- 
tiven Potenzen  von : 

ß  und  f 

entwickeln,  und  die  anderen  beiden  Integrale  können  in  eines  vereinigt  werden.  Man 
erhält  hiernach  die  folgende  Darstellung  von  C '  für  alle  Werthe  von  C,  deren  abso- 
luter Betrag  zwischen  r  und  R  liegt : 

(11)    —^^^^ =  ^  +  yl^^^^^R-^e-"Cf  +  —^,{r-'e-C)-'}-f~'^- 

Setzt  man  hierin  C=Qe"',(r=v  +  2x7i,Q  =öR,  r  =öq,  so  resultirt  die  für  alle 
zwischen  Null  und  Eins  liegenden  Werthe  von  x  und  ö  gültige  Formel : 


(12)  '^nie  ^ ,.       ^T  d '-    -'e /       rat  i  ,=  1  wr  iäo; 

't  =  —  1  für  *<0/  ' 

36* 
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welche  in  die  oben  mit  (7)  bezeichnete  Formel  übergeht,  wenn  sich  d  dem  Grenz- 
werthe  ^  =  1  nähert. 

Die  Gleichung  (12)  kann  noch,  wenn  man,  wie  oben,  e"""  —  u  setzt,  in  folgende 
transf ormirt  werden : 

/.  *  =  +  •' 

(13)  /  «^  ^ 27ti ..        yi  (S^zo)^ 


/z'^dz  Ini  ,    ,.        "VI 


w  —  k 


Die  Integration  ist  hier  in  Beziehung  auf  die  complexe  Variable  z,  bei  Fest- 
haltung des  Bogen werthes,  von  demjenigen  Werthe  an,  bei  dem  |2|  =5  ist,  bis  zu 
dem,  bei  welchem  \z\  —j  ist,  zu  erstrecken,  und  der  Werth  des  Integrals  wird  als- 
dann durch  den  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  dargestellt,  weim  darin  Zq  dem  bei 
der  Integration  fest  bleibenden  Werthe :  A~.  gleich  genommen,  und  dann  logZo=  ~2xni 
gesetzt  wird. 

XI.  Dass  das  Restintegral  der  Euler'schen  oder  Maclaurin' sehen  Reihe*) 
bei  Poisson  in  eleganterer  Form  erscheint  als  bei  Jacobi,  ist  schon  oben,  am  Schlüsse 
des  art.  IX,  bemerkt  worden.  Aber  ein  noch  grösserer  Vorzug  der  Pomon'schen 
Form  des  Restintegrals  ist  darin  zu  finden,-  dass  bei  Anwendung  der  Cosinus-Reihe 
der  typische  Charakter  der  allgemeinen  Formel  (©')  des  art.  VII  besser  erhalten 
bleibt  und  also  auch  besser  zu  erkennen  ist,  als  bei  Einführung  jener  Bernoulli' sehen 
Function,  welche  die  Summe  der  Cosinus-Reihe  für  ein  bestimmtes  Intervall  des 
Arguments  darstellt. 

Dabei  ist  hervorzuheben,  dass  die  Verallgemeinerung  der  Poisson  sehen 
Summenformel,  welche  in  der  mit  (©')  bezeichneten  Gleichung  gegeben  ist,  nicht 
etwa  eine  bloss  formale,  sondern  vielmehr  eine  wichtige  sachliche  Bedeutung  hat. 
Soll  nämlich,  wie  in  jener  Poisson'sehen  Formel  (S "),  eine  Summe: 

J/(0)  +  /(l)  +  /(2)  +  ---+/(r-l)+  lf{r) 


*)  Man  vergleiche  die  historischen  Notizen,  welche  unser  Ehrenmitglied,  Hr.  Malm- 
stcn,  über  die  erwähnte  Reihe  in  der  Einleitung  seiner  im  35.  Bande  des  Cre//e'schen  Journals 
abgedruckten  Abhandlung  gegeben,  sowie  auch  die  Abänderungen,  welche  er  bei  dem  Wieder- 
abdruck im  5.  Bande  der  Acta  Mathematica  angebracht  hat. 
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durch  einen  Ausdruck  mit  dem  ,,Haufttheüe": 


ff{x)dx 


dargestellt  werden,  so  enthält  diese  Aufgabe  insofern  eine  wesentliche  Unbestimmt- 
heit, als  bei  der  Summe  „  /(O)  +  /(l)  +  •  •  ■  nur  die  Werthe  der  Function  f{x)  für 

a;  =  0,  1,  .  .  .  r,  bei  dem  Integrale  jf{x)dx  aber  die  Werthe  für  alle  Ai-gumente 

0 

zwischen  x  =  0  und  a;  =  r  in  Anwendung  kommen. 

Diesem  Umstände,  welcher  offenbar  bei  jener  Frage  der  Darstellung  von 
Summen : 

i/(0)  +  /(l)  +/(2)  +  •  •  •  +  /(r-1)  +  -2 /(r) 

eine  besondere  Beachtung  verdient,  wird  in  der  allgemeinen  Summenformel  (@  )  bis 
zu  einem  gewissen  Grade  dadurch  Rechnung  getragen,  dass  in  dem  ,,Haupttheile"  des 
Ausdrucks  auf  der  rechten  Seite : 


r 

J'f{x)g^"\-x)dx 


die  Function  f{x)  mit  einer  Function  g^"^{—  x)  multiplicirt  ist,  welche  in  dem  ersten 
Intervalle  von  o;  —  0  bis  a;  =  1  ganz  willkürlich  angenommen  werden  kann,  deren 
übrige  Werthe  aber  alsdann  durch  die  Periodicitätsgleichung : 

g^'\-x)=^g"\-x-l) 
zu  bestimmen  sind. 

Um  die  hier  betonte  Willkürlichkeit  der  Function  ^"''(—  x)  genauer  darzu- 
legen, erinnere  ich  daran,  dass  den  Entwickelungen  im  art.  VII  irgend  eine  für  alle 
Werthe  von  x  =0  bis  x  =  1  endliche,  stetige  und  differentiirbare,  der  Ungleichheits- 
bedingung yi  (0)  ^  y  (1)  genügende  Function  xp  {x)  zu  Grunde  gelegt  und  dann : 

V  {^)  —  j  V  W  ^^  =  s'"""  (—  a;) 

0 
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gesetzt  worden  ist.  Geht  man  nun  von  irgend  einer  endlichen,  integrirbaren  Func- 

1 

tiongf*"'(—  x)  aus,  deren  Wahl  einzig  und  allein  durch  die  Bedmgung:Jg"\—x)dx^O 

u 

beschränkt  wird,  so  hat  man  —  um  eine  für  die  weitere  Deduction  geeignete  Func- 
tion g'"~^\—  x)  daraus  abzuleiten  —  nur^*"~'^( —  x)  durch  die  Differentialgleichung: 

g  \-x)  =  --'—^- 

und  die  Constante  der  Integration  so  zu  bestimmen,  dass: 

/^("-')(_x)da;  =  0 

0 

wird. 

XII.  Für  die  Abschätzung  des  Werthes  des  Restintegrals: 

ff"\x)g{-x)dx 

0 

in  der  Summenformel  (©')  ist  man  bei  der  Allgemeinheit  der  Function  g{—  x)  auch 
nur  auf  die  allgemeine  Untersuchung  von  Integralen  angewiesen,  deren  Integrand 
das  Product  zweier  Functionen  ist. 

Sind  nun  q){x),ip{x)  eindeutige  Functionen,  (p' (x) ,  y>' (x)  ihre  Ableitungen 
und  |o,  ^4,  .  .  .  f2,._2  die  sämmtlichen  zwischen  lo  und  f.^^  liegenden,  ihrer  Grösse 
nach  geordneten  Werthe  von  x,  wofür  (p'(x)  verschwindet,  so  lassen  sich  Werthe 
h,  h,  ■  ■  ■  iiy-i  so  bestimmen,  dass: 

wird.  Dies  erhellt  unmittelbar,  wenn  das  Integrations-Intervall  (lo.  ^s.)  ^^  die  Theil- 
intervalle  {io,  h),  {^2>  ^i)^  ■  ■  •  zerlegt  wird,  innerhalb  deren  (p  (x)  sein  Vorzeichen 
bewahrt. 

Ersetzt  man  das  Integral  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  (J)  durch: 
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und  ordnet  alsdann  die  Glieder  auf  der  rechten  Seite  nach  den  einzelnen  Functionen 
9p,  so  ergiebt  sich  die  Formel: 

in  welcher: 

ZU  nehmen  ist,  und  in  welcher  die  Argumente  der  Functionen  97  auf  der  rechten 
Seite  deren  Minimal-  oder  Maximalstellen  bezeichnen.  Man  kann  daher  die  beiden 
Formeln  (J),  (J)  auch  in  folgender  Weise  darstellen: 


(Jq)  \  cp'{x)-tp{x)dx  =  l  (p  {x)%p{x)dx 

(Jfl)  I  (p{x)f'{x)dx  =  I  q>{x)y)'{x)dx, 

WO  erstens 

(p{x)  durch  die  Bedingung: 

T{x)  =  <F{iit)    '°i  Intervalle     f 2, _ ,  <  a; <  ^2, ^ , 

für  k=0,l,2,...v  bestimmt  ist,  also  eine  Function  bedeutet,  welche 
in  gewissen,  je  eine  der  Minimal-  oder  Maximalstellen  einschliessenden 
Intervallen  den  festen  Minimal-  oder  Maximalwerth  beibehält, 

und  wo  zweitens 

y>(x)  durch  die  Bedingung: 

V{x)^f{hi-i)    im  Intervalle    L.^_i<x<^^^ 

für  k  =  1,2,3,  ...  V  definirt  ist,  also  eine  Function  bedeutet,  welche  in 
den  verschiedenen  Intervallen,  in  denen  (p'{x)  sein  Vorzeichen  nicht 
ändert,  einen  festen  (Mittel-)Werth  beibehält. 

Die  zweite  Formel  (J)  braucht  nicht  —  wie  hier  geschehen  ist  —  aus  der 
ersten  Formel  ( J)  abgeleitet  zu  werden.  Sie  resultirt  vielmehr  direct,  und  unabhängig 
von  der  Voraussetzung  der  Existenz  einer  Derivirten  (p'{x),  wenn  das  Integrations- 
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Intervall  in  Theilintervalle  (1^,  IJ,  (1^,  ^^),  ■  ■  ■  zerlegt  wird,  innerhalb  deren  nur 
ein  Maximum  oder  Minimum  von  q>  {x)  liegt.  Denn  wenn  das  Integi'al : 


J  [f{a-:)^qi^^))f{x)dx 


als  Grenzwerth  der  Summe: 

^{^2,-^2,-.)('P{'',,-i)-Vi^-^y{''-2,-i)         (*=!,. .-,.'.+1....«), 
bei  wachsendem  m  und  n  und  bei  Festhaltung  der  Werthe : 

^0  ~  ''0'    ^2»i  ~  ^2'    ^2;,  ~  ^i 

aufgef asst  und  die  auf  die  Werthe  k  =  1,2,  .  .  .m  bezügliche  Theilsumme  mittels 
der  abkürzenden  Bezeichnungen : 

in  der  Form : 

dargestellt  wird,  so  ist  für  den  Fall,  dass  die  Function  9^  {x)  bei  x  =  Ig  ein  Minimum 

hat: 

Oj  >  O2  >  •  •  •  >  a^_  >  0 . 

Nun  liegt  der  Werth  von : 

i  =  m 

—  ^,  a.h., 

o  t  =  l 

wie  bei  jener  Gierschen  Schlussweise  erhellt,  zwischen  dem  grössten  und  dem  klein- 
sten der  verschiedenen  Werthe,  welchen  die  Summe : 

für  V  —  1,2,  .  .  .m  annimmt.  Für  zwei  von  diesen  m  Summen: 

A  =  l-  h  =  l 
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die  der  Grösse  ihres  Werthes  nach  unmittelbar  auf  einander  folgen,  muss  demnach 
eine  Ungleichheit : 

1,-1  J  =  m  h  =  u 

h=l  h=\  4=1 

bestehen,  und  aus  dieser  resultirt,  wenn  man  zur  Grenze  übergeht,  eine  Gleichung: 
j  i'Pi^)  —  'P{^^)v'i^)äx  =  (p{i„)Jy>'{x)dx, 

in  welcher  li  einen  zwischen  f  o  und  Ig  liegenden  Werth  von  x  bedeutet.  Ganz  ebenso 
resultirt  eine  Gleichung : 

J  [f{x)~(p{i^)y>'{x)dx  =  (p{^^)J^\x)dx, 

in  welcher  I3  ein  zwischen  f  2  und  f  4  Hegender  Werth  von  x  ist,  und  aus  der  Ver- 
bindung dieser  beiden  Gleichungen  folgt: 

i,  «. 

J  (p{x)y)'{x)dx  =  <p{io)Jf'{x)dx  +  (p{^j\p'{x)dx  +  q}{^^j  f{x)dx, 


«0 
so  dass  in  der  That: 


l  (p[x)f' (x)dx  =  I  (p{x)y>'{x)dj 
wird. 


Die  Formel  ( J')  geht,  wenn  die  Integration  nur  von  fo  bis  I2  erstreckt  wird, 
in  jene  über,  welche  Hr.  P.  du  Bois-Reymoiid  in  seiner  im  LXIX.  Bande  des  Jour- 
nals für  Mathematik  abgedruckten  Abhandlung*)  entwickelt  und  dort  als  „Mittel- 
werthsatz"  bezeichnet  hat;  doch  tritt  ihre  eigentüche  Bedeutung  bei  dieser  Beschrän- 
kung des  Integrationsgebietes  weniger  hervor. 

Die  Formel  ( J)  lässt  sich  andererseits  auch  aus  der  specielleren  P.  du  Bois- 
Reymond' &cheB.  Gleichung  ableiten,  wenn  man  das  Integral  auf  der  Unken  Seite  von 
(J')  in  V  Theilintegrale  mit  den  Grenzen  (fo,  ^2),  (^2,  li)>  •  •  •  (^2.-2»  h')  zerlegt. 


*)  A.  a.  0.  S.  82,  Gleichung  (9). 

h.  Kronecker'i  Werke  V  37 
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Für  die  Abschätzung  des  Restintegral- Werthes  in  der  allgemeinen  Summen- 
formel (©')  braucht  man  nur  eine  der  beiden  Formeln  (J),  (J')  zu  benutzen.  Denn 

wenn  man:  .  _  . 

(p{x)=f'      '{x),     f{x)  =  g{—x) 

nimmt,  so  erhält  man  durch  die  Formel  (J)  einen  Ausdruck  für  das  Restintegral: 

0 

aus  welchem  derjenige  unmittelbar  hervorgeht,  welchen  die  Formel  (J)  für  das 
Integral : 

ff"-'\x)g'{-x)dx, 

0 

also  für  ein  Restintegral  liefert,  in  dem  die  Zahl  n  durch  die  Zahl  n  —  1  ersetzt  ist. 

Aber  man  hat,  um  das  Restintegral   I i(x)g( —  x)dx  mit  dem  Integral 
der  Formel  (J)  zu  identificiren,  nicht  nur,  wie  eben  angenommen  wurde: 

fp\x)=f"\x),  y'{x)=g{—x), 
sondern  auch  andererseits: 

(p' (x)  =  g  {— x) ,  y.'{x)=f''\x) 
zu  setzen.  Doch  kann  statt  dessen,  wenn  das  Integral: 

J'f"'''Hx)g'{-x)dx 

als  Restintegral  betrachtet  wird: 

v' (x)  =  g  {— x) ,     t^(a;)  =  /'""'' (x) 

gesetzt  werden.  Man  erhält  hiernach  mittels  der  Formel  (J)  zur  Abschätzung  des] 
Restintegral- Werthes  die  beiden  Gleichungen: 

(Kx)  /r(^)f/(-^)dx  =  2(/*"""(U-/'""''(^.*-.))5(-^.*-.). 

0  *  =  i 

(ig  Jr^'W{~^)dx  =  ^{g{-Q~g{^i:_,^,))j^"-'\s:_,^^), 
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in  denen 

C  C---  C-,  (K<K<-<^'„-,) 

alle  diejenigen  Argumentwerthe  zwischen  0  und  r  bedeuten,  für  welche  einerseits 
die  Functionswerthe : 

/'"-"(f,)./'"-"(^.)....r''(f..,_.) 
und  andererseits  die  Functionswerthe : 

abwechselnd  die  Maxima  und  Minima  sind. 

Wenn  nun  die  Summe  der  absoluten  Werthe : 

mit  V{f"~^\x))  und  in  analoger  Weise  die  Summe  der  absoluten  Werthe: 

mit  V{g{~x))  bezeichnet  wird,  wenn  ferner  M{f"~^\x)),  M(g{~  x))  Grössen  be- 
deuten, für  welche  in  dem  ganzen  Intervalle  0  <  a;  <  r : 

I  \r-'\x)  \  S  M  {f'"-'\x))  ,g{~x)<:_  M  {g{-  x)) 

bleibt,  so  ist  gemäss  der  Gleichung  (K,): 

(M)  ff"'>{x)  g  (-  x)dx  ^  M  (g{-^  x))  V  (f-^ix)), 

0 

und  gemäss  der  Gleichung  (Kj): 

ff"-'\x)g'{-x)dx^M(f''-'\x))V{g{-x)). 

0 

•  Setzt  man  in  dieser  letzteren  Ungleichheit  /'"'(x)  an  die  Stelle  von  /""''(x)  und 
g{~  x)  an  die  Stelle  von  g'{—  x),  so  kommt: 

(M')  ff''\x)g{-x)dx  ^  M  (/'"'(x))  V(jg{-x)dx). 

37* 
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Die  hier  mit  (M) ,  (M')  bezeichneten  Ungleichheiten  werden  unmittelbar  evi- 
dent, wenn  man  berücksichtigt,  dass: 

r  r 

r(f"-'\x))  =J\f^''\x)\dx,  v(^Jg{-x)dx)=J'\g{-x)\dx 

0  u 

ist ;  ihre  eigentliche  Bedeutung  aber  tritt  erst  dann  hervor,  wenn  man  die  Bedeutung 
der  mit  V  bezeichneten  Grössen  näher  in's  Auge  fasst. 

Man  kann  nämlich  V{f''~^\x))  als  den  Gesammtbetrag  der  Veräiiderungen 
charakterisiren,  welche  die  Function  /'""^^x)  in  dem  Intervalle  von  a;  =  0  bis  a;  =  r 
erfährt,  und  die  Ungleichheit  (M)  zeigt  hiermit  die  wahre  Bedeutung  der  allgemeinen 
Suramenformel  (©')  darin,  dass  der  Ausdruck  rechts  ohne  das  Restintegral  den  Werth 
der  Summe  mit  wachsendem  n  immer  genauer  darstellt,  sobald  nur  einerseits  die 
mit  g  bezeichneten  Functionen  ihrem  Werthe  nach  stets  in  gewissen  Grenzen  ein- 
geschlossen bleiben,  und  andererseits  die  durch  weitere  Differentiation  entstehenden 
Functionen  /  —  wenigstens  innerhalb  des  Suramations-Intervalls  —  immer  mehr  an 
Veränderlichkeit  verlieren  und  sich  also  immer  näher  an  eine  Constante  anschliessen. 
Wenn  zugleich  die  durch  weitere  Integration  aus  einander  entstehenden  Functionen 
g{—  x)  immer  kleinere  Werthe  erhalten,  so  wächst  auch  hiermit  die  Genauigkeit 
jener  Darstellung. 

Die  Ungleichheit  (M')  zeigt,  dass  die  Werthverminderung  des  Restintegrals 
der  Summenformel  (©')  mit  wachsendeiii  n  auch  durch  die  Verminderung  der  Werthe 
der  Ableitungen  /"'(a:)  selbst  bewirkt  wird,  vorausgesetzt,  dass  dabei  die  Veränder- 
lichkeit der  Functionen  g{—  x)  sich  ebenfalls  vermindert  oder  wenigstens  nicht  ver- 
grössert. 


Nimmt  man  in  der  Reihe : 


2- 


— -cos(2/cx -f  V,  +  „«7t, 


(2k  n) 

welche  die  Function  g{—  x)  darstellt,  n  =2m  und  die  Grössen  v  sämmtlich  gleich 
Null,  so  ist  die  Anzahl  der  Maxima  und  Minima,  durch  welche  die  Anzahl  der  Glieder 
auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (Kg)  bestimmt  wird,  für  jede  der  Functionen: 

g{x),   g"{x),  g<'\x),...9^"'-'\x), 
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d.  h.  also  für  jede  der  Reihen: 


■cos2kx7c 


nicht  grösser  als  für  die  vorhergehende.  Dies  ist  für  den  Fall  der  Poissow'schen 
Formel,  d.  h.  für  den  Fall,  dass  säinmtliche  Grössen  a^  einander  gleich  sind,  zuerst 
von  Hrn.  Malmsten  in  seiner  oben  citirten  Abhandlung  entwickelt  worden,  und  es 
ist  auch  für  den  allgemeineren  Fall  in  derselben  Weise,  wie  dort,  zu  erschliessen. 

Wenn  nämhch  ör'"*'(x)  innerhalb  des  Intervalls  von  x  =0  bis  a;  =  1  genau 
/LI  Maxima  und  Minima  hat,  so  hat  gr**'^ "''(«)  in  eben  diesem  Intervalle  genau  fi  Null- 
stellen. Die  Function  ^'"''"''(a:)  hat  also,  da  sie  auch  an  den  beiden  Grenzen  des  Inter- 
valls verschwindet,  innerhalb  dieses  Intervalls  mindestens  /<  +  1  Maxima  oder 
Minima.  Die  Derivirte  gr''*"''(a;)  hat  demzufolge  eine  gleiche  Anzahl  Nullstellen  und 
daher  wiederum  mindestens  /u  Maxima  und  Minima,  d.  h.  also  mindestens  ebenso 
viele  als  für  die  Function  g'***'(x)  vorausgesetzt  worden  sind. 

XIII.  Von  besonderem  Interesse  ist  auch  der  specielle  Fall,  wo  ausser  den 
1    Grössen  v^  noch  eine  Anzahl  von  den  ersten  Grössen  a,  z.B.  ai,a.,,  ...  a,-i  gleich 
Null  sind,  die  folgenden  Grössen  a  aber  sämmtlich  einen  und  denselben  von  Null  ver- 
schiedenen Werth  haben. 

Nimmt  man  nämlich  in  der  mit  (S')  bezeichneten  aUgemeinen  Summen- 
formel des  art.  VII : 

n  =  2m,  Vj  =  tJj  =  •  •  •  =  0 , 

a,  =  ttj  =  •  •  ■  =  a^_,=  0, 

a  =a  ^,=a  ^,  =  •••=  —2, 


80  wird : 


,  \  ,        i\i;/  +  l  "Vä  COS  2kX7l 

fl(— a;)  =  (— 1)       y^, r-— 


sin2fca;:;i         1  'X.^  Bin2fca;jt 


fr',    (2k7i) 

(2m),         N         '^        m  sin(2s  —  l)x7i 

^       ^        '       ^J  sin  X7i 
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=  ( 

-xy    2 

1 

2  ' 

=  ■■■=?, 

2* 

Vi  =  -    2  '     n  =  n  =  •  •  •   =  >'3m-l  =0,     (5=1, 

und  es  resultirt  die  speciellere  Summenformel : 

(K)    Ifi^)  +  /(l)  +  /(2)  +  •  •  •  +  f{r  -  1)  +  i/(r)  =ffi^)"^^^^^~^dx  + 

"  0 

+f (f '-"(0,  -  /'=*-"fr))||^ä  +  (-  D/f-'wl^^'^x. 

Hier  wird  nicht  nur  das  Restintegral,  sondern  auch  jedes  der  übrigen  Glieder 
auf  der  rechten  Seite,  mit  Ausnahme  des  ersten,  um  so  kleiner,  je  mehr  man  s 
wachsen  lässt;  und  die  Formel  liefert  daher  auch  eine  immer  bessere  Reihe  für  den 
Werth  der  Summe: 

1/(0)  +  /(l)  +  /C2)  +  •  •  •  +  /(r-  1)  +  |/(r), 

je  grösser  man  die  Zahl  s  annimmt.  Vor  Allem  aber  erscheint  die  Formel  {B^)  wohl 
dadurch  bemerkenswerth,  dass  sie  eine  Verbindung  zwischen  der  Pomow'schen  (oder 
Euler-Maclaurin'sehen)  Sununenformel  und  zwischen  derjenigen  herstellt,  welche 
Dirichlet  in  seiner  Abhandlung*):  ,,Sur  Vusage  des  integrales  definies  dans  la  somnm- 
tion  des  series  finies  ou  infinies"  im  XVII.  Bande  des  Crelle'schen  Journals  (S.  60) 
angegeben,  und  von  welcher  er  dort  so  interessante  Anwendungen  gemacht  hat. 
Während  nämlich  die  Formel  (®^)  einerseits  für  s  =  1  mit  der  im  art.  VIII  (S")  an- 
geführten Poisson'schen  Formel  identisch  wird,  geht  sie  andererseits  für  den  Grenz- 
werth  s  =oo,  für  welchen  sich  der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  auf 

hin  1  /  (x)  — !^. ^ —  dx 

0 

reducirt,  in  die  erwähnte  Dirichlef  sehe  Summenformel  über.'^) 

»)  Dirichlet,  Werke,  Bd.  I,  S.  257  ff.,  vgl.  besonders  S.  202. 
»)  Vgl.  Zusatz  16  am  Ende  dieses  Bandes. 
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Sitzungsberichte  der  Königlich  Preussischen  Akademie  der  Wissenschaf  ten  zu  BerUn 
vom  Jahre  1885.  S.  785-787. 


ÜBER  DEN  CAUCHY'SCHEN  SATZ. 

[Gelesen  in  der  Akademie  der  Wissenschaften  am  30.  Juli  1885.] 

In  meiner  Mittheilung  vom  29.  Juli  1880^)  habe  ich  den  Canchy' sehen  Satz, 
wonach  das  über  eine  geschlossene  Curve  erstreckte  Integral  J'df{x,  y)  unter  ge- 
wissen in  Beziehung  auf  die  Function  f{x,  y)  zu  machenden  Voraussetzungen  gleich 
Null  ist,  mittels  einer  Transformation  der  Variabein  x,  y  bewiesen,  bei  welcher  die 
Umgrenzungs-Curve  durch  die  Constanz  der  einen  von  den  beiden  neuen  Variabein 
charakterisirt  ist.  Wie  einfach  und  naturgemäss  auch  diese  Beweismethode  ist,  so 
scheint  mir  doch  —  wenigstens  in  pädagogischer  Hinsicht  —  die  folgende  vorzu- 
ziehen, welche  ich  neulich  in  meinen  Universitäts- Vorlesungen  entwickelt  habe.^) 

Ich  f ormuhre  zunächst  den  zu  beweisenden  Satz  folgendermaassen : 

,,Wenn  von  einer  Function  /(.r,  y)  vorausgesetzt  wird,  dass  ihre  ersten  und 
zweiten  Ableitungen  in  einem  von  einer  geschlossenen  Curve  umgrenzten  Gebiete 
durchweg  endhch  und  eindeutig  sind,  so  lässt  sich  erschhessen,  dass  das  über  diese 
Curve  erstreckte  Integral  fdf{x,  y)  gleich  Null,  und  dass  also  die  Function  f{x,  y) 
in  dem  bezeichneten  Gebiete  eindeutig  ist." 

Ich  bemerke  dabei,  dass  diese  Eindeutigkeit  von  f{x,  y)  selbst  in  meiner  er- 
wähnten Mittheilung  vom  Juli  1880^)  durch  ein  Versehen  an  Stelle  der  Eindeutig- 
keit der  Ableitungen  unter  die  Voraussetzungen  aufgenommen  ist.  Doch  ist  natür- 
lich beim  Beweise  kein  Gebrauch  davon  gemacht  worden. 

Da  die  zweiten  Ableitungen  von  /(x,  y)  in  dem  betrachteten  Gebiete  als  end- 
lich vorausgesetzt  sind,  so  nähern  sich  die  Werthe  der  beiden  nach  x  und  y  genom- 
menen ersten  Ableitungen  von  f{x,  y)  in  gleichmässiger  Weise  vom  Innern  her  den- 
jenigen Werthen,  die  sie  auf  der  Begrenzung  erhalten.  An  Stelle  der  Begrenzungs- 
curve  kann  daher  ein  derselben  eingeschriebenes  gradüniges  Polynom  genommen 


')  Bd.  rV,  S.  275  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 

')  Vgl.  Zusatz  17  am  Ende  dieses  Bandes.  H 
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werden,  welches  sich  der  Curve  hinreichend  nahe  anschliesst,  und  da  sich  ein  Poly- 
nom in  lauter  rechtwinklige  Dreiecke  zerlegen  lässt,  deren  Katheten  den  beiden 
Coordinatenaxen  parallel  sind,  so  genügt  es,  den  zu  beweisenden  Satz  für  die  Um- 
grenzung eines  solchen  Dreiecks  zu  entwickeln. 

Zu  diesem  Behufe  braucht  man  aber  nur  den  Werth  des  über  die  Fläche  des 
Dreiecks  zu  erstreckenden  Integrals: 


ff-^^'^y 


in  den  beiden  möghchen  Integrations-Folgen  wirklich  darzustellen  und  die  beiden 
Resultate  zu  identificiren. 

Setzt  man : 

und  bezeichnet  mit  (f ,  »y),  (l',  >?),  (l',  ?/)  die  drei  Eckpunkte  des  rechtwinkUgen 
Dreiecks,  so  kann  die  Hypotenuse  durch  die  Gleichung : 

X  =  f'+<(|  — l'),       y  =  7/+t{)^  —  n')  (0<r<l) 

dargestellt  werden.  Wenn  nun  zuerst  in  Beziehung  auf  y  von  >;  bis  >/  -f-  t{)]  —  r]')  bei 
dem  durch  die  Gleichung: 

t e' 

bestimmten  AVerthe  von  t  und  dann  in  Beziehung  auf  x  von  |  bis  f '  integrirt  wird, 
so  erhält  man  den  Ausdruck: 

—Jfi (^ >>l)dx  +J\ {x,>/+t{)]~  ri)) d X . 

Wenn  aber  zuerst  in  Beziehung  auf  x  von  |'  +  <(l  —  l')  bis  x  =  |'  und  dann  in  Be- 
ziehung auf  y  von  )/  bis  >?'  integrirt  wird,  so  kommt: 

,/MI'.  y)dy~Jh{s'+  t{i-i'),  y)dy. 
•I  n 

Subtrahirt  man  diesen  Ausdruck  von  dem  vorhergehenden,  so  resultirt  die  Gleichung:] 

Jf,{x,  ,i)dx  +fU{^',  lj)dy  +fh{x,  ,;+  t{>j  -  >/))dx  +//^(|'+  <(t  _  I'),  y^dy  =  Ü. 
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Diese  Gleichung  kann  auch  in  folgender  Form  dargestellt  werden : 

/d/(x,  y)  +fdf{x,  y)  +Jä/(x,  y)  =  0  CL^tU'^S)' 

in  welcher  sich  unmittelbar  zeigt,  dass  das  über  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  erstreckte 
Integral  jdf{x,  >/)  gleich  Xull  ist. 

Der  Zerlegung  des  Polygons  in  lauter  rechtwinkhge  Dreiecke  ist  eine  solche 
in  Rechtecke,  deren  Seiten  den  Coordinatenaxen  parallel  sind,  insofern  vorzuziehen, 
als  der  zu  beweisende  Satz  für  die  Umgrenzung  eines  solchen  Rechtecks  noch  un- 
mittelbarer erhellt  als  für  die  eines  rechtwinkHgen  Dreiecks.  Denn  der  Werth  jenes 
über  die  Fläche  eines  Rechtecks  mit  den  Endpunkten  (f ,  >;),  (l',  r/),  (|',  r/),  (|,  r/) 
erstreckten  Integrals: 

wird  sowohl  durch: 

f{ii{x,ij)y^l"Ux   als  durch  _/(/2(x,//))^:j'(Z// 

ausgedrückt,  und  die  Differenz  der  beiden  Integiale  ist  nichts  Anderes  als  das 
Integral : 

fyii^'  y)dx-^i.J,x,ll)dy), 

erstreckt  über  die  Umgrenzimg  des  Rechtecks.  —  Aber  man  muss  dann  noch  hinzu- 
fügen, dass  das  Resultat  der  Integration  über  die  den  Coordinatenaxen  parallelen 
Katheten  der  rechtwinkligen  Dreiecke,  deren  Hypotenusen  die  Polygonseiten  sind, 
sich  beUebig  wenig  von  dem  Resultate  der  Integration  über  die  Polygonseiten  selbst 
unterscheidet,  wenn  diese  hinreichend  klein  angenommen  werden. 

Es  bedarf  kaum  der  Bemerkung,  dass  das  Cauchy  sehe  Theorem  bezüglich 
der  Integrale  complexer  Variabein  ein  einfaches  CoroUar  des  hier  bewiesenen  Satzes 
ist.  Denn  auf  Grund  dieses  Satzes  ist  sowohl  der  reelle  als  der  imgaginäre  Theil  des 
über  eine  geschlossene  Curve  erstreckten  Integrals  fdF{x  +  yi)  gleich  Xull,  wenn 
die  erste  und  die  zweite  Ableitung  von  i^(a;  -f  yi)iD.  dem  umgrenzten  Gebiete  durch- 
weg endhch  und  eindeutig  ist. 
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QUELQUES  REMARQUES 

SUR  LA  DETERMINATION  DES  VALEURS 

MOYENNES 


PAE 


L.  KRONECKER. 


Comptes  rendus  des  seances  de  l'Academie  des  Sciences  de  Paris. 
T.  cm,  p.  980-987,  seance  du  22novembre  1886. 


QUELQUES  REMARQUES  SUR  LA  DETERMINATION  DES  VALEURS 

MOYENNES. 

»I.  Soit  9^1  +  9"2  +  9'3  +  ■  •  •  une  serie  convergente  ä  termes  reels;  soient, 
de  plus,  y'i ,  v'2 )  Vs )  •  •  •  des  quantites  reelles  positives,  croissant  avec  n  et  augmentant 
au  delä  de  toute  limite;  je  dis  que  la  limite  de  l'expression 

-  {<PiVi  +  ViW%  +  93W3  H h  Vn^J 

pour  des  valeurs  croissantes  de  n  est  egale  ä  zero. 

»En  effet,  designons  par  0„  le  reste  de  la  serie  <P\  -\-  (Pi  -\-  (pz  +  •  ■  • ,  c'est-ä- 

dire  la  somme 

9'„+9'„  +  i+9'„  +  2H . 

nous  aurons  alors  l'identite 

*=1  t=l  *  =  »■+! 

en  convenant  de  remplacer  Vo  par  zero.  Soit  maintenant  >;„  une  quantite  positive 
plus  grande  que  les  valeurs  absolues  de 

01,  02,  ...,  0^; 
soit,  de  plus,  ö„  une  quantite  plus  grande  en  valeur  absolue  que 

(b  (p  0 

qui,  par  suite  de  la  convergence  de  la  serie 

(Pi+9i  +  <P3-i . 

ont  pour  limite  zero.  Cela  pose,  toutes  les  dif ferences  v*  —  V*- 1  etant  positives,  la 
valeur  absolue  de  l'expression 

*  =  n 
t  =  l 

ne  depasse  pas  celle  de 
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qui  est  elle-meme  plus  petite  que  celle  de 

Donc,  etant  donnee  une  quantite  positive  t  aussi  petite  que  l'on  veut,  on  peut 
d'abord  choisir  un  nombre  m,  tel  que  ö«  soit  plus  petit  que  .^  r.  Ensuite,  on  peut 

prendre  le  nombre  n  assez  grand,  pour  que  la  valeur  de  l'expression    "'--  soit  de 

meme  plus  petite  que  g  t.  Alors  on  aura 

V,„Vm 

v>„  '" 

et,  a  fortiori,  la  valeur  absolue  de  l'expression 

yi  {<Piy'i+  <P2n-\ 'r'PnVj 

sera  plus  petite  que  r.  Comme  — ^—  decroit  lorsque  l'indice  n  augmente,  on  voit 

que  les  deux  inegalites  precedentes  subsisteront  pour  des  valeurs  plus  grandes  de  n, 
et,  par  suite,  que  la  limite  de  l'expression 


est  egale  ä  zero. 


-yrjfiri  +  V2V'2-\ l-9'„vJ 


»IL  Les  quantites  95  et  y>  etant  assujetties  aux  inemes  conditions  que  prece- 
demment,  on  peut  etablir  un  theoreme  plus  general  et  montrer  que  la  limite  de 
rexpression 

iVm  +  lfm  +  l  +  'Pm  +  2  V'm  +  2  "^ h  fnWj 


est  egale  a  zero  pour  des  valeurs  croissantes  de  m,  et  pour  des  valeurs  de  n  croissant 
d'une  maniere  convenable. 

»Comme  la  valeur  de  la  somme 

fm  +  lVm  +  l  +  Vm  +  iVm  +  i^ +  VnV« 

est  identique  ä  celle  de 

k  =  n 
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sa  valeur  absolue  est  plus  petite  que 

Ö„,(V'„-VÜ+Ö„.(V'„+V„), 
c'est-ä-dire  que 

2ö,„v„. 

»On  voit  donc  que  l'expression 
est,  en  valeur  absolue,  plus  petite  que 


v„— v„, 


»Etant  donnee,  comme  precedemment,  une  quantite  positive  t  aussi  petite 
que  ron  veut,  on  peut  d'abord  choisir  un  nombre  m  tel  que  ö„  soit  plus  petit  que  ^  t. 
Ensuite,  si  l'on  se  donne  un  nombre  d  compris  entre  zero  et  1,  on  peut  prendre  le 
nombre  n  assez  grand  pour  que  l'on  ait  l'inegalite  suivante 


II  viendra  alors 


yi„>y,„(l  +  •2t  ). 


^—  <  1  +  IT 

Vn — Vm  ^ 


donc,  ö^  etant  plus  petit  que  ^t, 

V„ — V,n         3      \  2 

et,  enfin,  en  supposant  que  r  soit  plus  petit  que  1, 


v„—  v„ 


Comme  il  est  clair  que  la  valeur  de      ^  "  decroit  lorsque  n  augmente,  on  voit  que 

l'inegalite  precedente  subsistera  a  fortiori  pour  des  valeurs  plus  grandes  de  n. 
Par  suite,  la  valeur  de  l'expression 
1 


Vn--v„ 


,  +  1  V':„  +  i  +  9'm  +  jr,«  +  2  H h  <P„f,.)> 


/  1  26  y 

etant  en  valeur  absolue  plus  petite  que  — £7^ ,  tend  vers  zero  lorsque  l'on  f ait 

croitre  en  meme  temps  m  et  n,  raais,  en  general,  non  pas  tout  ä  fait  independamraent 
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Tun  de  l'autre.  A  claaque  valeur  de  m  correspond,  en  effet,  uu  nombre  M  auquel  n 
ne  doit  pas  etre  inferieur,  et  la  liaison  qui  existe  entre  m  et  M  depend  de  la  nature 
des  quantites  ?/'. 

»III.  Si  l'on  prend  en  particulier  q?^  =-^,  y>k  =  k,  on  deduit  de  ce  qui  precede 
les  deux  theorems  suivants : 

»Lorsque  la  serie  ^  +  o  '^  ^  '^  ' ' '  ^^^  convergente,  on  a 


lim 


— ^(Cm4.1  +  C„.,,H l-Cj  =0. 


»Pour  mieux  preciser  le  sens  de  ces  equations,  j'emploie  les  memes  notations 
que  plus  haut.  Etant  donnee  une  quantite  t,  on  choisira  m  de  teile  fa9on  que  le  reste 
de  la  Serie 


1    '    2    '    3 


+  ^  +  J  + 


correspondant  au  nombre  m  +  l  et  ä  chaque  nombre  plus  grand  soit  en  valeur 
absolue  plus  petit  que  g  t. 

»Ensuite,  dans  le  premier  cas,  on  prendra  le  nombre  n  assez  grand  pour  que 
la  valeur  absolue  de  l'expression 


J'^k  +  l 


ne  surpasse  pas  -^  t  ,  lorsque  k  varie  de  1  ä  m.  On  sera  alors  certain  que 

sera  en  valeur  absolue  plus  petit  que  r. 

»Dans  le  second  cas,  apres  s'etre  donne  un  nombre  d  compris  entre  0  et  1, 
on  prendra  n  tel  que 


QUELQUES  REMARQUES  SUR  LA  DETERMINATION  DES  VALEURS  MOYENNES      307 

»On  sera  alors  certain  que  la  valeur  absolue  de 

sera  plus  petite  que  r'--^. 

»L'expression  -^;;;^ —  {Cm+i  +  c„,+  2  +  •  •  •  +  c„)  represente  la  valeur  moyenne 
des  quantites  c.  Pour  que  cette  valeur  moyeune*),  lorsque  l'on  fait  croitre  m  et  n, 
se  rapproche  autant  que  possible  de  la  valeur  elle-meme  de  ces  quantites  et  qu'elle 
soit  en  meme  temps  aussi  voisine  que  possible  de  zero,  on  peut  prendre  d  =  2^ . 

»IV.  Si  l'on  considere,  au  lieu  de  la  serie  precedente 

1  +"2  +¥  +  •■•• 


la  Serie 


et  si  Ton  suppose  que  cette  serie  soit  convergente  pour  des  valeurs  positives  de  q  et 
meme  pour  5  =  0^) ,  on  peut  se  demander  s'il  est  permis  d'intervertir  l'ordre  des  deux 
limites,  c'est-ä-dire  si  l'on  a^) 

k  =  »  k  =  n 

(A)  lim  lim    /,  — rr-  =  lim  lim    / ,  —n-  • 

»Dans  le  cas  oü  l'on  sait  que  cette  egalite  a  lieu,  il  resulte  des  theoremes 
precedents  que  la  valeur  moyenne  des  coefficients  Ct  tend  vers  zero.  Si  l'on  prend, 
par  exemple, 

c^  =  1  —  log  fc 
lorsque  /;;  est  premier,  mais 

^.  =  1. 

pour  toute  autre  valeur  de  Je,  l'expression 

lim  lim   y^,  —4- 

*)  Voir  Gauss,  Disquis.  arithm.,  art.  301i), 

»)  Gauss,  Werke,  Bd.  I,  S.  362.  H 

')  VgL  Zusatz  18  am  Ende  dieses  Bandes.  H 

')  Vgl.  Zusatz  19  am  Ende  dieses  Bandes.  H 
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a  une  valeur  finie,  comme  on  le  voit  facilement  eu  prenant  la  derivee  logarithiiiique 
des  deux  membres  de  l'equation 


n(>-,-rvr=|;^-}+^+ 


le  produit  etant  etendu  a  tous  les  nombres  premiers  p,  et  C  designant  la  constante 
d'Euler.  Si  donc  on  suppose  que  l'equation  (A)  ait  Heu'),  on  en  deduira  que 

lim  — —  (c  ^,+c  ^,H +  c)  =  0. 

^_^n  —  mV'n  +  l'       m  +  8'  '       71/ 

»Si  Ton  y  remplace  les  c  par  leurs  valeurs,  il  en  resultera  que 

la  somme  etant  etendue  ä  tous  les  nombres  premiers  p  compris  entre  m  et  n.-) 
»D'autre  part,  on  peut  montrer  que  la  limite  de  l'expression 

■^(Ci  +  Cj  +  .-.  +  CJ, 

pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  est  egale  ä  zero,  en  supposant  seulement  qu'il 
existe  une  limite. 

»En  effet,  en  introduisant  une  fonction  f(z)  definie  par  l'egalite 
pour  n^z<n  +  l,on  aura 


tnf{m) 


»Or  on  peut  remplacer  le  premier  terme  du  second  membre  par  Texpression 


')  Vgl.  Zusatz  20  am  Endes  dieses  Bandes. 
')  Vgl.  Zusatz  21  am  Endes  dieses  Bandes. 
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qui  est  egale  ä 

^  /(m)[0.  +  1)-^  -  in  +  1)-^]  +  (1  +  c)J^^'^=Jl^dz. 

m  +  l 

»Comnie  on  a  suppose  l'existence  d'une  Limite  de  l'expression 

ou  de  /(z),  on  peut  choisir  le  nombre  m  assez  grand  pour  que  la  diff erence  /  (z)  —  f{in), 
qui  entre  dans  la  deimere  integrale,  soit  aussi  petite  que  l'on  veut.  II  s'ensuit  que 

m  + 1 

et,  par  suite,  que 

lim  lim  lim  q    V  --*-  =  lim  /  (w)  =  lim    ,  {c^  +  c^-] \-  cj . 

II  couvient  de  remarquer  que  nous  avons  etabli  cette  equation  en  supposant  seule- 
ment  que  la  limite  de  f{m)  existe.  Elle  subsiste  meme  si  f{m)  devient  infinie  avec  m. 
Dans  le  cas  particulier  oü 

lim  /.-TT- 
a  une  valeur  finie,  le  premier  membre  est  nul  et  l'on  en  deduit  que  la  limite  de 

^  (Ci  +  Ca  +  •  •  •  +  c„) 
est  egale  a  zero,  comme  nous  l'avions  annonce. 

» J'ai  dejä  donne  plusieurs  fois  les  developpements  contenus  dans  ce  dernier 
paragraphe,  dans  les  le9ons  que  je  professe  ä  l'Universite  sur  l'application  de  1' Ana- 
lyse ä  la  Theorie  des  nombres ;  il  se  trouvent,  en  particulier,  dans  le  cours  du  semestre 
d'hiver  1875—1876,  qui  a  ete  redige  par  M.  Hettner,  actuellement  professeur  ä 
Berüu.  Mais  c'est  par  un  article  de  M.  Stieltjes*),  auquel  la  Science  doit  dejä  plu- 
sieurs Memoires  tres  interessants,  que  j'ai  ete  porte  ä  rediger  cette  Note,  apres  en 
avoir  communique  les  points  principaux  a  mon  ami  M.  Hermite  au  commencement 
de  septembre  1885.« 

*)  Voir  Coni'ptes  rendus  du  3  aoüt  1885,  t.  GL,  p.  368. 
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BEMERKUNGEN  ÜBER  DIE  JACOBI'SCHEN  THETAFORMELN. 

1.  Setzt  man  in  üblicher  Weise: 

1 

wo  die  Summationen  auf  alle  ganzen  Zahlen  n  von  —  oo  bis  +  oo  zu  erstrecken  sind, 
und  bezeichnet  man  zur  Abkürzung  das  Product : 

^„  (Co  +  f  i)  K  (Co  -  Ci)  h  (^2  +  Ca)  ^,  (C,  -  -Q 

mit  n  (Co ,  Ci ,  Ca ,  C3) ,  so  sind  T« (Co ,  Ci ,  C2 ,  C3) ,  ^  (Co ,  C ,  C2 ,  C3) ,  ^3  (Co ,  Ci ,  C, ,  C3)  so 
wie  das  Quadrat  von  Ti(Co,  Ci,  C2,  C3)  eindeutige  Functionen  der  vier  Variabein  C, 
welche  bei  allen  acht  Permutationen  der  durch  die  Function : 

(Co  +  CO  (C.  +  Q 
charakterisirten  Gattung  ungeändert  bleiben  und  daher  bei  den  24  Permutationen 
der  Grössen  C  nur  drei  verschiedene  (conjugirte)  Werthe  annehmen. 

Die  Functionen  T^  (Co  >  Ci ,  C2 ,  C3)  werden  gemäss  ihrer  Definitioii  als  vierfach 
unendhche  Reihen: 

(.4.)  ^(-1)-  -r  -e 

dargestellt,  wenn  die  Summation  auf  alle  ganzzahügen  Werthe  von  nia ,  nii ,  ma , »% 

von  —  00  bis  H-oo  erstreckt  wird,  welche  den  beiden  Bedingungen: 

Wo  +  '"1  ==  '"3  +  '"3  =  2  '*  ^'^  +  ^^      ^'"°^^"  '^^ ' 
oder  der  damit  gleichbedeutenden  einen  Bedingung : 

{m^  +  m,  +  1  +  2  Ä  (h  +  1))  {m^  +  ^3  +  1  +  ^  /i  (/i  +  1) )  =-  1      (mod.  '2) 

genügen.  Die  Summationsbedingung  kann  weggelassen  werden,  wenn  unter  dem 
Summenzeichen  der  Factor : 

L.  Kroneoker's  Werke  V  40 
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und  vor  dem  Summeuzeichen  der  Factor  ^  hinzugefügt  wird.  Nun  geht  offenbar 
jede  mehrfach  unendliche  Reihe: 

^        C,„„,m,,m,,...-P(OTpCo.  ^'^Ci,  niiCi,---)  (m<„,«,,m.,..,  =  0,±l,±2,...ininf.), 

in  welcher  F  eine  symmetrische  Function  der  Argumente  bedeutet,  bei  der  Vertau- 
schung von  Co  und  Ci  in  die  Reihe : 

2         Gm,,m,.„^,..  F(mgCo,    %fl'   ^Z^Z'---)  (m„,m,,,«,,...=0,±l,±2,,..mmf.) 

über,  da  ja  gleichzeitig  die  Summationsbuchstaben  r«o  und  m^  vertauscht  werden 
können.  Man  erhält  daher  die  beiden  conjugirten  Werthe  von  T,, ,  welche  mit  T,' 
und  T"  bezeichnet  werden  mögen,  und  welche  durch  die  Gleichungen : 

Tl  (C„ ,  Cr ,  C, ,  Q  =  T,  (Co  ,C„C„  Ci) ,     T"  (Co ,  C, ,  C, ,  Ca)  =  T„  (Co ,  C3 ,  Ci ,  4%) 
bestimmt  sind,  wenn  man  bei  dem  Summenausdruck  (-4.)  nur  im  Exponenten  von 
—  1  und  in  den  beiden  Summationsbedingungen  die  drei  Summationsbuchstaben 
Wi ,  mg ,  ms  cyklisch  permutirt. 

2.  Bei  der  mit  (A.)  bezeichneten  Darstellung  der  Functionen  T^  tritt  zu- 
vörderst der  Satz  in  Evidenz, 

I.  dass  T2  +  T3  eine  symmetrische  Function  der  vier  Grössen  C  ist; 
denn  T^  +  T3  wird  gleich  dem  Werthe  der  vierfach  unendlichen  Reihe : 

{B.)  2,q-  e 

wenn  nur  die  Summationsbedingung : 

^0  +  '"1  +  ^h  +  "'3  ^  0     (mod.  2) 
festgehalten  wird,  und  diese  Bedingung  bleibt  bei  allen  Permutationen  der  vier 
Summationsbuchstaben  tn  ungeändert,  folghch  auch  der  Werth  der  Reihe  bei  allen 
Permutationen  der  vier  Grössen  C- 

Wenn  man  ferner  den  Werth  der  Reihe  (B.)  bei  der  Summationsbedingung: 

(C)  {m„  +  wij)  {m^  -f  wig)  {m^  -f  m^)  {m^  -\-  m^)  ^  1     (mod.  2)  mit  R  , 

bei  der  Summationsbedingung: 

(C'.)  {m„  -\-  m^)  (?«!  -f-  »13)  {nig  +  m^)  {m.,  +  m^)  -^  1     (mod.  2)  mit  B', 
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bei  der  Summationsbedingung : 

{(/'.)  (?»(,  +  7/83)  (?«!  -r  m^)  {niQ  +  ?«,)  {m^  +  m^)  eez  1     (mocl.  2)  mit  R" 

bezeichnet,  so  ist: 

R'=R  {C„,  f„  C3,  ^1,)     R"  =  R  Co,  I3.  fi,  Q  , 

und  da  bei  allen  Permutationen  der  Summationsbuchstaben  nio ,  mi ,  m., ,  m^  die  drei 
Bedingungen  (C),  (C),  (C.)  nur  in  einander  übergehen,  so  sind  es  auch  nur  die  drei 
conjugirten  Werthe  R,  R',  R",  welche  die  Function  R{Co,  Ci,  C2,  C3)  bei  irgend  wel- 
chen Permutationen  der  Grössen  C  annehmen  kann. 

Gemäss  der  mit  (A.)  bezeichneten  Darstellung  von  T^  wird  nun: 
(D.)  T  =  R~  R',    und  folglich    T\  =  R'  -  R" ,     T'^=  R"—R; 

es  tritt  daher  bei  jener  Darstellung  auch  der  Satz, 

II.  dass  die  Summe  der  drei  conjugirten  Werthe  von  T^  gleich  Null  ist, 
in  vollkommene  Evidenz. 

3.  Jener  erste  Satz,  dass  T^  +  T3  eine  symmetrische  Function  der  vier 
Grössen  C  ist,  besagt  nichts  Anderes  als  die  berühmte  Jacofti'sche  Thetaformel,  welche 
das  Fundament  der  vor  einem  halben  Jahrhundert  von  Jacobi  in  Königsberg  ge- 
haltenen und  durch  die  Ausarbeitungen  seiner  Schüler  seit  langer  Zeit  in  weiteren 
Kreisen  verbreiteten  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  bil- 
dete. Denn  aus  der  Gleichung: 

(^'•)  r,-fr3=r;+T; 

oder: 

T,(f„,  Ci,  f^.  C3)  +  T.iCo,  Ci,  c„  Cs)  =  r,(c„,  c„  Ci,  g -f-  'i\{c„  z„  Ci,  g, 

welche  ausdrückt,  dass  die  conjugirten  Werthe  der  Function  T2  +  T3  einander  gleich 
sind,  geht  die  Jacobi'sche  Formel  in  der  Gestalt,  wie  sie  sich  auf  S.  506  des  ersten 
Bandes  von  Jacobi's  gesammelten  Werken  unter  No.  11  angegeben  findet,  hervor, 
wenn  man: 

2C(,7t  =  10  -}-  X ,     2fi7t  =  M)  —  X,     2^2^  =  y  -\-  z ,     2^371  =  1/  —  z 

setzt.  Andererseits  folgt  aber  auch  aus  der  Gleichung  T2  +  T3  =  T'.2  +  T[,  dass 
^'2  +  T3  eine  symmetrische  Function  der  Grössen  C  ist. 

40* 
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Der  zweite  Satz  wird  durch  die  Formel : 
(F.)     '  T,+  T[-{-  T';^  Ü 

^'^^'■-  1\  (Co,  Ci,  C„  Ca)  +  T, (C„,  C„  C3,  Q  +  T,  (Co,  C3,  C„  C)  =  0 

ausgedrückt.  Sie  ist  nichts  Anderes  als  jene  schon  vor  25  Jahren  von  Herrn  Weier- 
strass  gefundene  und  in  seinen  Vorlesungen  mitgetheilte  Formel*),  und  sie  wird  mit 
der  Formel  (I.)  des  VII.  Buches  der  ,, Theorie  des  fonctions  eUiptiques"  von  Briot 
und  Bouquet**),  welche  dort  als  Fundamentalformel  bezeichnet  wird,  identisch, 
wenn: 

2Co  =  a  — 6,    2Ci  =  2x  +  a  +  &,    l'C^^-ly  +  a  +h,    2C3  =  22  +  a  +  b 

gesetzt  wird.  In  Herrn  i7a?2^7/ew's  ,,Traite  des  fonctions  eUiptiques"  wird  die  Formel 
[F.)  als  ,,die  dreigliedrige  Gleichung"  (equation  ä  trois  termes)  bezeichnet,  und  sie 
ist  schon  dort  auf  S.  244  bis  246  durch  directe  MultipHcation  der  vier  «? -Reihen  be- 
wiesen worden. 

4.  Ebenso  wie  die  Formel  {D.):  T^  =  R—  R'  ergeben  sich  die  Formeln: 

unmittelbar  aus  der  mit  (A.)  bezeichneten  Darstellung  der  Functionen  T.  Aus  der- 
selben resultirt  ferner,  dass  Tq  +  T3  durch  die  Reihe  (B.)  dargestellt  wird,  wenn  man 
die  Summation  auf  alle  diejenigen  Werthsysteme  Mq  ,  fn^ ,  m2 ,  m^  beschränkt,  bei 
welchen  alle  vier  Zalden  zugleich  grade  oder  zugleich  ungrade  sind,  und  daraus,  dass 
diese  Summationsbedingung  in  Beziehimg  auf  die  vier  Zahlen  m  symmetrisch  ist, 
folgt  unmittelbar,  dass  T^  +  T3  eine  symmetrische  Function  der  vier  Grössen  C  ist. 
Bezeichnet  man  dieselbe  mit  S,  so  werden  die  vier  Functionen  T  durch  die  vier 
Functionen  R,  R',  R",  S  in  folgender  Weise  ausgedrückt: 

{(J.)  T„  =  S  -  R",    T,  =  R-~R',     T^  =  R  +  R',     T^  =  S  +  B", 

und  die  vier  Functionen  R,  R',  R",  S,  welche  sich  hier  als  geeignete  Elemente  zur 
Herleitung  der  Thetaformeln  erweisen,  werden  sämmthch  durch  die  Reihe  {B.)  dar- 
gestellt, nur  dass : 


*)  Vergl.  die  Weierstrass' sehe  Abhandhing  in  den  Sitzungsberichten  der  Berliner] 
Akademie  der  Wissenschaften  1882.  I.  S.  505.*) 
**)  Deuxieme  edition.  Paris  1875.  S.  486. 

»)  Weierstrass,  Werke,  Bd.  III,  S.  155. 
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für  R  entweder  m^  =  0,  m^  =  1 ,  mg  =  0,  Wg  =  1 , 

oder  ?«„  =  1 ,  mj  =  0,  wig  =  1 ,  Wj  =  0 , 
für  R  entweder  m„  =  0,  TOj  =  1 ,  m^  =  1 ,  m^  =  0, 

oder  m^  =  1 ,  m^  =  0,  m^^O,  mg  =  1, 
für  i?"  entweder  nig  =  0,  Wj  =  0,  wig  =  1 ,  mj  =  1 , 

oder  iHj  =  1 ,  wij  =  1 ,  Wg  =  0 ,  Wj  =  0 , 
für  S  entweder  ?/(„  ^0,  mj  =  0,  m^  =  0,  mg  =  0, 

oder  ?»o  =  1 ,  Wi  =  1 ,  OTa  =  1 ,  OT3  =  1 

nach  dem  Modul  2  sein  muss. 

Der  Inhalt  der  Grundgleichungen  {G.)  kann  in  folgendem  Satze  formulirt 
werden : 

die    Function    Tq  +  T3    ist   eine   symmetrische   Function   von 
Co,  Ci,  C2,  Ca,  und  die  drei  Functionen:  T,  +  T^,  ~  T,  +  T^,  —  To  +  T^ 
(III.)         sind  mit  einander  conjugirt  und  gehören  beziehungsweise  den  durch  die 
Functionen:  Co  Ca  +  C1C3,  C0C3  +  C1C2,  CoCi  +  C2C3  repräsentirten  Gattun- 
gen an. 

Aus  diesem  Satze  gehen  wiederum  die  Gleichungen  (G.)  hervor,  wenn  man 
die  symmetrische  Function  T^  +  T3  mit  S  und  die  Function  T^  +  T^  mit  2R,  also 
dann  —  T^  +  T^  mit  2Ä'  und  —  Tg  +  T3  mit  2R"  bezeichnet. 

Mit  Hülfe  der  Grundgleichungen  (G.)  oder  des  Satzes  (III.)  erkennt  man  un- 
mittelbar die  folgenden  Eigenschaften  der  Summen  und  Differenzen  je  zweier  Func- 
'tionen  T: 

Tj  +  T3,       Tg—T^,  Tg  +  ^3  sind  symmetrische  Functionen, 

T^+T^,       T^+T,„  —T^  +  T,  sind  Functionen  der  Gattung  C0C2  +  C1C3, 

T^—T^,—T^+T^,  Tj  +  T3  sind  Functionen  der  Gattung  C0C3  +  C1C2, 

—  T2  +  Tg,  —  To  +  Tj,  Tg+  T^  sind  Functionen  der  Gattung  CoCi  +  C2C3, 

und  je  drei  in  derselben  Columne  stehende  Functionen  der  letzten  drei  Zeilen  sind 
mit  einander  conjugirt. 

Der  Satz  (III.)  schliesst  den  Inhalt  der  mit  (I.)  und  (II.)  bezeichneten  beiden 
Sätze  ein,  und 
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es  gehen  überhaupt  die  sämmtlichen  Relationen,  welche  zwischen 
den  Functionen  T^,  T^,  T^,  T^  und  ihren  conjugirten  bestehen,  aus  ad- 
ditiven Verbindungen  der  Grundgleichungen  (6-'.)  und  der  mit  ihnen  ,, con- 
jugirten" Gleichungen  hervor,  nämlich  in  der  Weise,  dass  jene  Relationen 
identisch  erfüllt  sind,  wenn  darin  für  die  Functionen  T  ihre  Ausdrücke 
durch  die  Functionen  R,  R',  R",S  substituirt  werden;  alle  Relationen 
zwischen  den  zwölf  Functionen : 

'^A^O'    ^1'    ?2'    y>         ^*(fo>    ^2'    ^3'    ^l)'         ^aC^O'    ^Z'    ^1'    ^2)'  (»  =  0,1,2,S) 

entspringen  somit  nur  daraus,  dass  diese  zwölf  Functionen  sämmtlich  ge- 
mäss den  Gleichungen  iß.)  als  lineare  Verbindungen  der  vier  Functionen 
R,  R',  R",  S  darstellbar  sind. 

Der  Satz  (III.)  oder  das  System  der  Gleichungen: 

wo  JfcEEE  0,  1,  2  (mod.  3)  zu  nehmen  und  T"^  =  T,,  Tl"  =  T[,  Tf  =  T"  zu  setzen 
ist,  kann  hiernach  als  das  einfachste  ausreichende  Fundament  aller  jener  Relationen 
angesehen  werden. 


-|^ (ml  +  ,,q  +  ml  +mi)    2(m^:^  +  r. 


5.  Substituirt  man  in  der  vierfach  unendlichen  Reihe: 

für  Co ,  ?i .  C2 ,  C3  beziehungsweise : 

Co  +  2  ('"o^"  +  *") '     ^1+2  (''i'"  +  *i^ '     ^2  +  2'  ^^■'^  +  ^2^ '     ^3+2  {r^w  +  S3) , 

WO  Tf, ,  j'i ,  r-i. ,^3,  So,  Si,  S2,  S3  irgend  welche  ganzen  Zahlen  bedeuten  und  w  durch  die 
Gleichung  e"''"  =  q  bestimmt  ist,  so  resultirt  die  Reihe: 

nio ,  ni, ,  70  j ,  7/(3  °         *  * ' 

multiphcirt  mit  dem  Factor: 
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Hieraus  folgt,  dass  die  Functionen: 

T        T       T       T 
-'o'     -'i»     -^2»     -'s 

beziehungsweise  in: 

T       T       T       T 
-'s»     -^2»     ■'i'     -'o 

übergehen,  wenn  man: 

Co  +  "2    für   Co   und   C,  +  ^   für  Ca 
setzt,  und  dass  sie,  wenn: 

Co  +  2  "^    für   Co    und    C.,  +  ^  w   für  Cg 

substituirt  wird,  beziehungsweise  in: 

T       T       T       T 

■^1'         ■'0>         -'S'        -^2» 

multiplicirt  mit  dem  Factor  q-^e-^'-'>+^^'"  transformirt  werden. 

Es  ergiebt  sich  ferner,  dass  die  mit  {B.)  bezeichnete  vierfach  unendliche 
Reihe : 

'«Ol"!,,;/!,  ,m, 

mit  den  Summations-Bedingungen : 

OTj  =  to.     '"i ~  'i>     ^h  —  h'     ^3  —  's     (mod. 2), 
wenn: 

^k  +    2    ^'"t"'  +  **^     ^^   ^*  (i  =  0. 1,8,8) 

substituirt  wird,  wiederum  in  eine  Reihe  {B.)  mit  den  Summationsbedingungen : 

Wo^ro  +  ^o,     mi  =  r^  +  ti,    m^sr^  +  t^,     m^^r^  +  t^     (mod.  2) 
übergeht,  dabei  aber  die  Grösse: 

/         j  yro  + 'o)  »o +  (r. +  (,)»,+('■,  +  /,)>, +  (r. +  (.)  f.     -  i  ('■S +  '■?  +  '•»  + --i) 

als  Factor  hinzutritt.  Die  16  Reihen  (B.),  welche  den  16  mögHchen  Werthsystemen : 

^0-0,1;     <,  =  0,1;     f,  =  0,1;     «3  =  0,1     (mod»  2) 

entsprechen,  gehen  also  bei  allen  jenen  Substitutionen,  abgesehen  von  dem  ange- 
gebenen Factor,  nur  in  einander  über.  Sie  gehen  ferner  auch  bei  jeder  Vertauschung 
von  zwei  Grössen  C  nur  in  einander  über,  da  z.  B.  bei  der  Vertauschung  von  Co  mit 
Ci  nur  das  Werthsystem  {t^,  t^,  L,  t^)  in  (<, ,  ^o,  h,  h)  übergeht.  Da  nun  jede  der 
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Functionen  R,  R',  R",  S  die  Summe  zweier  Reihen  (5.)  mit  zwei  zugehörigen  Wertli- 
systemen  (<o ,  ^i ,  ^2  >  4) ,  und  jede  der  Functionen  Tq,  Ti,  T^,  T^  die  Summe  oder  Diffe- 
renz von  je  zwei  Functionen  R,  R',  R",  S  ist,  so  ist  jede  der  Functionen  T  ein  Aggre- 
gat von  vier  Reihen  (B.)  mit  vier  zugehörigen  Werthsystemen  (<o,  ^i,  ^2,  '3))  und  es 
ist  folglich  auch  jede  derjenigen  Functionen  von  Co,  Ci,  C2,  fs  ein  solches  Aggregat, 
welche  aus  To ,  T^,  T, ,  T3  hervorgehen,  wenn  man : 

Ci  +  2  (»"i*«  +  «*)    für    C^  (i=u,i,2,s) 

substituirt,  oder  wenn  man  die  vier  Grössen  C  in  irgend  einer  Weise  mit  einander 
permutirt.  Bei  Benutzung  der  Ausdrücke  aller  auf  diese  Weise  gebildeten  Functionen 
vonCo,  Ci,  C2,  C3  durch  die  16  Reihen  (B.)  werden  die  sämmtlichen  Relationen,  welche 
zwischen  diesen  Functionen  bestehen,  zu  Identitäten. 

So  entsteht  aus  der  mit  ,,  {T^  +  T3)  identischen  Function  S,  welche  das 
Aggregat  zweier  Reihen  (jS.)  mit  den  Werthsystemen: 

ta  =  0,     «1  =  0,      «2  =  0,      «3  =  0;     <o  =  l'      ^  =  1.     <2=1.     <3  =  ] 

ist,  durch  Hinzufügung  von  ,,  w  zu  C»,  eine  Reihe  (B.)  mit  den  Werthsystemen: 

to=0,      <i  =  0,       <2=1,       ^3  =  0;      «0=1.      *1=1,      «2  =  0,      <3=], 

und  durch  Hinzufügung  von  ,^iv  zu  Ca,  eine  Reihe  {B.)  mit  den  Werthsystemen: 

tg  =  o,    <i  =  0 ,     <2  =  0 ,     fg  =  1 ;     <o  =  1 .     ^  =  1 .     '2  =  1  >     '3  =  l^- 
Dadurch  geht  aber  die  Function  To  +  T^  in  die  Function : 

^3  (Co  +  Ci)  '^  (C„  -  Ci)  »!^2  (^2  +  Q  ^2  (C2  -  f 3)  +  ''^0  (Co  +  Ci)  ^0  (Co  -  Ci)  '9i  (C2  +  Ca)  ^,  (C,  -  C3) 

abgesehen  von  einem  Factor  über,  und  hierbei  ist  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu 
nehmen,  je  nachdem  ^^w  zu  C3  oder  zu  C2  hinzugefügt  war.  Die  hier  erlangte  Dar- 
stellung jener  beiden  Aggregate  von  Thetaproducten  durch  die  Reihen  (B.)  setzt 
es  nun  in  Evidenz,*  dass  die  Summe  der  beiden  Thetaproducte  in  Beziehung  auf 
Co)Ci,C2,  die  Differenz  aber  in  Beziehung  auf  Co,Ci,C3  symmetrisch  ist,  und  die 
Gleichsetzung  zweier  durch  Permutation  der  Grössen  C  entstehenden  Ausdrücke 
führt  zu  den  Jaco6i'schen  Formeln,  welche  auf  S.  507  des  I.  Bandes  von  Jacobi's 
Werken  bei  (A.)  No.  9  und  10  angegeben  sind. 
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6.  Bezeiclinet  man  die  Reihe  {B.)  bei  den  Summationsbedingungen  m^  =  tu 
(mod.  2),  welche  auch  als  Product  von  vier  Thetafunctionen : 

^3_J2fo.  2')^»-,,(2C,,  5^)^3-J2^,  q')&,_,ß^„  q') 

dargestellt  werden  kann,  mit:  B{to,ti,ti,ti),  so  sind  es  nach  obigen  Entwicke- 
Ivmgen  die  16  den  verschiedenen  Werthsystemen  <  =0,  1  entsprechenden  Reihen 
B{to,  ti,  t^yta),  durch  deren  Einführung  die  a.  a.  0.  mit  No.  1  bis  10  bezeichneten 
Jacoöi'schen  Thetaformeln  als  Identitäten  erkannt  werden.  Dies  resultirt  aber  auch 
direct,  da  man,  ausgehend  von  der  Definition : 


für  i?A  (Co  +  Ci)«?»  (Co  —  Ci)^i  (C2  +  Ca)»?«:  (C2  —  Cs)  unmittelbar  die  vierfach  unendliche 
Reihe :  , 


mg  +  7ni  =  -^h{h  +  -i),     m^  +  «13=  ^-^(A;  +  1)     (mod.  2) 


mit  den  Summationsbedingungen: 

2 
erhält.  Hiernach  wird: 

^/-  (Co  +  Ci)  i?*  (Co  -  Ci)  &,  {C,  +  C3)  1?.  (C2  -  Ca) 

wo  die  Summation  auf  die  vier  Werthsysteme :  ^=0,  l;(5'  =  0,lzu  erstrecken  ist. 
Dieses  Aggregat  von  vier  Reihen  (B.)  ist 

iÜTh  =  0,k  =  0:B (0000)  +  ß (1111)  -  J5 (0011)  -  B (1100) , 
für  Ä  =  0,  fc  =  1  :ß(0001)  +  ß(lllO)  —  ß (0010)  —  ß(llOl), 
für  Ä  =  0 ,  fc  =  2 :  ß  (0001)  +  B  (0010)  —  B  (1101)  —  B  (1110) , 
für  Ä  =  0,  fc  =  3  :  B(OOOO)  +  B (0011)  —  ß (1100)  —  ß  (1111) , 
für  Ä  =  1 ,  fc  =  1 :  ß  (0101)  +  ß  (1010)  —  ß  (0110)  —  ß  (1001) , 
für  Ä  =  l,  fc  =  2:ß(0101)  +  ß (0110)  — ß (1001)  — ß (1010), 
für  Ä  =  1 ,  fc  =  3  :  ß  (0100)  +  ß  (Olli)  —  ß  (1000)  —  ß  (101 1) , 
fürÄ  =  2,fc  =  2:B  (0101)  +  ß  (0110)  +  ß  (1001)  +  B  (1010) , 
fürÄ  =  2,Ä;  =  3:ß  (0100)  +  ß  (Olli)  +  ß  (1000)  +  B  (1011) , 
für  7i  =  3 ,  A;  =  3  :  ß  (0000)  +  ß  (0011)  +  ß  (1100)  +  ß  (1111) , 

L.  Kronecker's  Werke  V  41 
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und  wie  sich  bei  Einsetzung  dieser  Ausdrücke  die  Jacobi'schen  Formeln  gestalten, 
möge  an  einem  Beispiel  gezeigt  werden. 

In  der  Jacobi'schen,  a.  a.  0.  mit  No.7  bezeichneten  Thetaformel  ist  der  Aus- 
druck auf  der  linken  Seite  die  Summe  der  beiden,  den  Werthsystemen  h  =0,  k  =2 
und  h  =  1,  k  =3  entsprechenden  Thetaproducte,  also  gleich: 

J?(0001)  +  5(0010)  +  B(OIOO)  +  ß(Oni)  —  J5(1110)  —  ß  (1101)  —  ß  (1011)  —  5(1 000). 

Dieses  Aggregat  von  Reihen  B(to,  <i,  <2,  ^s)  ist  offenbar  in  Beziehung  auf  <i,  <2,  <s 
symmetrisch,  und  die  hierdurch  dargestellte  Function  von  Co,  fi,  C2,  C3  ist  deshalb 
in  Beziehung  auf  Ci,  C2,  Ca  symmetrisch.  Der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  jener 
Jacobi'schen  Thetaformel  entsteht  aber  aus  demjenigen  auf  der  linken  Seite  durch 
Vertauschung  von  Ci  und  C2 ,  und  er  ist  daher  mit  demselben  identisch. 

7.  Herr  Scheibner  hat  gezeigt*),  wie  aus  der  Jacobi'schen  Fundamental- 
gleichung : 

r,  +  Tg  =  r;  +  r; 

die  Weierstrass'sche  Formel: 

T^+T[+  T';  =  0 

erhalten  werden  kann.  Die  bezügliche  Dedüction  lässt  sich  bei  den  hier  gebrauchten 
Bezeichnungen  dahin  fassen,  dass  die  Jaco6i'sche  Gleichung,  wenn  darin  die  Argu- 
mente Co  und  C2  um  -^  vermehrt,  in  die  Gleichung : 

T,  +  T,  =  -  t;  +  r; 

übergeht,  welche  bei  Vertauschung  von  C2  und  C3  die  fernere  Relation : 

T„-T,=  -  t;  +  r;' 

ergiebt,  und  dass  daher  Ti  sich  als  Differenz  zweier  conjugirten  Werthe  einer  drei- 
werthigen  Function  von  Co ,  Ci ,  C2  >  Cs  darstellen  lässt. 

Dass  andererseits  auch  die  Jacohi'sche  Formel  aus  der  Weierstrass' sehen  ab- 
geleitet werden  kann,  ist  schon  in  dem  oben  angeführten  Werke  von  Briot  und 

*)  Vergl.  S.  258  dieses  Bandes  i). 

')  W.  Scheibner,  Ueber  die  Produote  von  drei  und  vier  Tlietafunttionpn,  Crelle's  Journal  Bd.  102, 
S.  255—259.  H 
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Bouqitet  dargelegt  worden*),  und  es  zeigt  sich  unmittelbar,  wenn  man  die  drei  Glei- 
chungen : 

t,  +  t[+t';  =  o,    r,-r;-T;  =  o,    r3+r;-T;  =  o 

zu  einander  addirt,  von  denen  die  zweite  aus  der  ersten  hervorgeht,  indem  fo  und  C» 
um  2  vermehrt  wird,  die  dritte  aus  der  zweiten,  indem  °--?  zu  Co  und  C2  hinzugefügt 
wird  (vgl.  die  Ausführungen  in  No.  5). 

8.  In  der  Abhandlung:  ,,Formulae  novae  in  theoria  transcendentium  ellipti- 
carum  fundamentales"  hat  Jacohi  unter  No.  12**)  eine  Formel  entwickelt,  welche 
bei  Anwendung  der  obigen  Bezeichnungen  folgendermaassen  lautet: 

Ifj  ^  roa'i.C8,Ci.C3)  +  ri(Ci ,^2.^1,  Ca)  _  1 

und  welche  aus  jener  schon  in  No.  2  citirten  Jacobi'schen  Thetarelation  (E.): 

TjCo,  C2,  Ci,  g  +  T,{c„  c,,  Cx,  Q  =  r,(Co,  c„  c^,  g  +  T.ic,,  c„  :„  g 

hervorgeht,  wenn  man  Co  =Ci  +  2  (1  +  '*)  setzt.  Für  Jacohi  bildete  die  speciellere 
Formel  {H.)  gewiss  eine  nützliche  Vorstufe  bei  der  Auffindung  jener  allgemeineren, 
welche  ihm  nachher  als  Fundament  für  seine  Vorlesungen  über  elliptischen  Func- 
tionen diente***);  merkwürdiger  Weise  bildet  aber  auch  die  speciellere  Formel  {H.) 
eine  nothwendige  Vorstufe  bei  der  Herleitung  der  allgemeineren,  wenn  man,  anstatt 
von  den  Theta-/?eiÄew  auszugehen,  die  Entwickelung  der  Thetafunetionen  in  un- 
endliche Producte  zu  Grimde  legt. 

Um  diese  Herleitung  auseinanderzusetzen,  betrachte  ich  zuvörderst  den  Aus- 
druck auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  {H.)  als  Function  von  e'".  Die  Product- 
entwickelung  der  Functionen  T  lässt  nun  unmittelbar  erkennen,  dass,  wenn  qe'^"' 
an  die  Stelle  von  e  '"'  gesetzt  wird,  im  Zähler  und  Nenner  jenes  Ausdrucks  nur  der- 
selbe Factor  hinzutritt,  der  Ausdruck  selbst  also  ungeändert  bleibt.  Zur  Ermittelung 
seines  Werthes  kann  man  sich  demnach  auf  diejenigen  Werthe  des  Argumentes  e'" 


*)  Vergl.  Briot  und  Bouquet,  Theorie  des  fonctions  elliptiques.  Deuxieme  edition. 
Paris  1875.  S.  495  sqq. 

**)  Band  XV  S.  203  dieses  Journals  und  Band  I,  S.  340  von  Jacobi'a  gesammelten 
Werken. 

♦**)  Vergl.  die  Bemerkung  3.  S.  31 P). 

')   Vgl.  Zusatz  22  am  Ende  dieses  Bandes.  H 
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beschränken,  welche  in  dem  Ring- Gebiete  zwischen  den  beiden  Kreisen  mit  den  Ra- 
dien \q\  und  1  liegen.  In  diesem  Gebiete  Hegen,  wie  ebenfalls  durch  die  Product- 
entwickelung  der  Functionen  T  evident  wird,  nur  zwei  Werthe  von  e''"',  für  w^elche 
der  Nenner  T^iCi,  ?i,  C2,  C3)  gleich  Null  wird'  und  zwar  von  der  ersten  Ordnung. 
Diese  beiden  Werthe  sind  durch  die  Gleichungen : 

^2  =  ^3+  2  -""^ '  ^2  =  ~  ^3  +  2  ''"■ 
bestimmt,  in  welchen  /<  und  v  ungerade  Zahlen  bedeuten.  Für  diese  beiden  Werthe 
von  C2  werden  aber  die  beiden  Functionen  Tq  und  T^  im  Zähler  des  Ausdrucks  auf 
der  linken  Seite  der  Gleichung  (H.)  einander  entgegengesetzt  gleich.  Der  Ausdruck 
selbst  bleibt  daher  für  alle  Werthe  von  e"'"'  endlich,  er  hat  also  nach  dem  Cauchy- 
schen  Satze  einen  von  C2  unabhängigen  Werth,  und  aus  der  Annahme  Ca  =  d  er- 
giebt  sich  sofort,  dass  dieser  Werth  gleich  1  ist. 

Nachdem  somit  die  Richtigkeit  der  specielleren  Jaco&i'schen  Formel  {H.) 
dargethan  ist,  betrachte  ich  zur  Herleitung  der  allgemeineren  mit  [E.)  bezeichneten 
Formel  den  Quotienten: 

l.^  s.  TaCCo.  Ca,  ^1,  C3)  +  r3(Co,  C2  ,  Ci  ■  tz)-T^(^o>  Ci.  Ca,  C3) 

^        '  T3(Co,Cl,C2,C3) 

dessen  Werth  sich  gleich  1  erweisen  soll,  als  Function  von  e""".  Man  sieht  nun  zu- 
vörderst wieder,  dass  der  Werth  des  Quotienten  ungeändert  bleibt,  wenn  qe""'  an 
die  Stelle  von  e""'  gesetzt  wird,  dass  man  sich  also  auf  diejenigen  Werthe  beschrän- 
ken kann,  deren  absoluter  Betrag  zwischen  |  q  \  und  1  hegt.  Unter  diesen  giebt  es 
aber  nur  zwei,  durch  Gleichungen : 

C„=Ci+    2  /<(1   +«)),       Co=  —  Ci+    2-''(l   +«')  (/-..  ungerade) 

bestimmte  Werthe  von  e'""' ,  für  welche  der  Nenner  T^  gleich  Null  wird,  und  zwar 
von  der  ersten  Ordnung;  und  für  eben  diese  Werthe  wird  der  Zähler,  abgesehen  von 
einem  Factor,  durch  den  Ausdruck: 

ToCCi.  C2>  fi.  Q  +  r,(C„  C2.  fx.  ^3)  -  T,U  C„  Ca,  Ca) 
dargestellt,  welcher  gemäss  eben  jener  specielleren  Jaco6i'schen  Formel  {H.)  ver- 
schwindet. Vermöge  dieser  Formel  erkennt  man  also,  dass  der  Werth  von  {K.)  für 
alle  Werthe  von  Co  endlich  und  daher  von  Co  unabhängig  ist.  Setzt  man  nunmehr 
Co  =  Ci  +  -o",  so  wird  der  Ausdruck  {K.)  mit  dem  Ausdrucke  auf  der  Unken  Seite  der 
Gleichung  (H.)  übereinstimmend  und  erweist  sich  also  in  der  That  gleich  Eim. 
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9.  Während  sich  in  der  von  den  Theta-Reihen  ausgehenden  Entwickelung 
die  Jaco&i'sche  Thetaformel  noch  unmittelbarer  als  die  Weierstrass' sehe  ergiebt,  ge- 
staltet sich  bei  dieser  letzteren,  vermöge  desjenigen  Vorzugs,  welcher  in  der  oben  er- 
wähnten*) Bezeichnung  als  „dreigliedrige  Gleichung"  hervorgehoben  ist,  die  Her- 
leitung aus  der  Product-Entwickelnng  der  Thetafunctionen  wesenthch  einfacher. 

Betrachtet  man  nämlich  den  Quotienten 

ri(C3.gi.C3,Co)-Ti(C3.^o.:2.?i) 

riCCo.fi.Ca.Cs) 

dessen  Werth  sich  gleich  1  erweisen  soll,  als  Function  von  e''"',  so  zeigt  sich  zu- 
vörderst wie  oben,  dass  sein  Werth  sich  nicht  ändert,  wenn  man  dem  Argumente 
e'°"'  den  Factor  q  hinzufügt,  dass  man  sich  also  auf  diejenigen  Argumente  beschrän- 
ken kann,  deren  absoluter  Betrag  zwischen  Yq  und  Yq-  ^  hegt.  Nun  sind  die 
Argumente,  für  welche  der  Nenner  gleich  Null  wird,  durch  die  Bedingungen : 

Co  =  si +  »•«?,    Co  =  —Ci  +  sw 

gegeben,  in  welchen  r  und  s  ganze  Zahlen  bedeuten,  und  die  Werthe  des  Quotienten 
sind  für  diese  Argumente  beziehungsweise  dieselben  wie  für  Co  =  Ci  und  Co  =  —  Ci . 
Hierfür  wird  aber  nicht  nur  der  Nenner  Null,  und  zwar  von  der  ersten  Ordnung, 
sondern  auch  der  Zähler.  Jener  Quotient  bleibt  also  für  alle  Werthe  von  Co  endhch, 
und  sein  demgemäss  von  Co  unabhängiger  Werth  erweist  sich,  weim  man  Co  =  fs 
setzt,  in  der  That  gleich  Eitis. 

")  Vergl.  den  Schlusssatz  in  No.  3. 
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Nach  Dirichlet  nähert  sich  unter  gewissen  über  die  Function  F  (z)  zu  machen- 
den Voraussetzungen  die  Summe : 

^  jF{z)cos1k{z-v)7idz    oder    ^  fF{z)e^''^'-''^'"dz 

k  =  -n  (/  k  =  -n  n 

mit  wachsendem  n  einem  der  beiden  Werthe : 

l-  lim {F{v  +  Ö)+F{v-  d)) ,     A  lim  {F^Q  ^S)+F{o  +  l-d))  (^^o), 

^    d=0  ^  d  =0 

je  nachdem  v  innerhalb  des  Intervalles  {q,  q  +  1)  oder  in  einem  der  beiden  End- 
punkte desselben  liegt.  Nimmt  man  q  =0  und  F{v)  =6'°""',  wo  w  eine  behebige 
(complexe)  Grösse  bedeutet,  so  kommt: 

m    >  e  /  *  dz  =  e  oaer        (j  -j_  e        ) , 

je  nachdem  v  innerhalb  des  Intervalles  (0,1)  oder  an  einer  der  Grenzen  liegt.  Nach 
Ausführung  der  Integration  ergiebt  sich  hieraus  im  letzteren  Falle  die  Partialbruch- 
zerlegung  von  cotwn,  im  ersteren  die  Formel: 


t=  -t-n 

(^•)  ,8..i      ,    =hm^ 


welche  also  nichts  Anderes  als  diei^owrier'sche  Reihenentwickelung  von  e'"""'  oder 
von  008  2vw7t  und  sin  2vwn  enthält.*) 

Diese  Bedeutung  der  Formel  {A.),  aus  welcher  sich  ihre  Ableitung  unmittel- 
bar ergiebt,  habe  ich  im  art.  I  meines  Aufsatzes:  ,,Zur  Theorie  der  elliptischen  Func- 


*)  Die  Gleichung  {A.)  gilt,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  mite"""' — 1  multiplicirt, 
auch  noch  für  ganzzahlige  Werte  von  jv. 

h.  Kronecker's  Werke  V  42 
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tionen"*),  wo  ich  von  derselben  Gebrauch  zu  machen  hatte,  hervorgehoben,  aber 
verabsäumt  hinzuzufügen,  dass  sie  sich  bereits  in  einer  Abhandlung**)  des  Herrn 
Lipschitz  findet,  wo  sie  als  Resultat  der  Öpecialisirung  allgemeinerer  Gleichungen  er- 
scheint. Dass  dieselbe  Formel  aus  Gleichungen  zu  erschhessen  ist,  welche  in  der 
Pomow'schen  Abhandlung :  ,,Sur  le  calcul  numerique  des  Integrales  definies"  vor- 
kommen, und  dass  sie  endlich  auch  aus  der  Darstellung  der  wtenPotenz  einer  Variabein 
durch  das  Cauchy'sch.e  Integral  hervorgeht,  habe  ich  im  art.X  meines  Aufsatzes***) 
,,Ueber  eine  bei  Anwendung  der  partiellen  Integration  nützliche  Formel'"  dargelegt. 

Herr  Lifschit.z  hat  in  der  citirten  Abhandlung  die  allgemeinere  Reihe: 

Hm  ^  (w  — /c)~"e""*'""  (o<i.<i), 

welche  für  den  speciellen  Fall  er  =  1  in  die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung 
(A.)  übergeht,  durch  ein  Integral  dargestellt.  Eine  andere  IntegraldarsteUung  erhält 
man  (für  nicht  reelle  Werthe  von  w),  wenn  man  den  Factor  {w  —  lc)~"  durch  das 
Cauchy' sehe  Integral  ausdrückt  und  alsdann  die  Gleichung  (A.)  zur  Summirung 
unter  dem  Integralzeichen  benutzt.  Denn  wenn  f(z)  irgend  eine  Function  der  com- 
plexen  Variabein  z  =  x  +  yi  bedeutet,  welche  nebst  ihrer  Ableitung  in  einem  die 
x-Axe  einschhessenden  Streifen  eindeutig  und  endlich  ist  und  sich  bei  wachsenden 
Werthen  von  x  der  Null  nähert,  so  ist: 

lim  Sme'''"'  =  ^^Aimf  ^^  '^fi.)dz, 

vorausgesetzt,  dass  die  Reihe  auf  der  linken  Seite  convergirt,  und  dass  die  Integra- 
tion auf  der  rechten  Seite  über  die  Umgrenzung  jenes  Streifens  erstreckt  wird.  Bei 
Anwendung  der  Formel  (A.)  wird  also: 

lim  ^f{k)e'"-'  =  f-^^f(z)dz, 

*)  Sitzungsberichte  der  Akademie  der  Wissenschaften  von  1883^). 
**)  „Untersuchmig  einer  aus  vier  Elementen   gebildeten  Eeihe."   Grelles  Journal, 
Bd.  54,  S.  320,  Formel  (12). 

***)  Sitzungsberichte  der  Akademie  der  Wissenschaften  von  1885^). 

')  Bd.  IV  S.  347  dieser  Ausgabe  von  L. Kronecker' s  Werken.  H 

^;   Bd.  V  S.  267  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker'a  Werken.  H 
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oder: 

lim  ^f{k)e'"""  =  ., -.  fe^"-'^""7c  cosec  znf{z)  dz. 

Diese  letztere  Gleichung  folgt  aber  auch  unmittelbar  daraus,  dass  die  Un- 
endlichkeitsstellen der  Function  unter  dem  Integralzeichen  auf  der  rechten  Seite 
einzig  und  allein  durch  die  ganzzahhgen  Werthe  von  z  repräsentirt  werden,  und  in 
derselben  Weise  ergibt  sich  überhaupt  eine  Darstellung  von  Reihen  durch  Integrale 
mittels  der  Gleichung: 

{B.)  ^fQc)  =  ^IJ  ^  cot  zn  f  (z)  dz, 

Avelche,  wenn  f  {x  +  yi)  in  dem  von  den  geraden  Linien  y  =  —  »;  und  y  =  f  /?  um- 
grenzten Streifen  die  obigen  Voraussetzungen  erfüllt,  und  daher  das  Resultat  der 
Integration  von  ^  —  -qi  bis  |  4-  ?/ i  für  unendhch  grosse  (nicht  ganzzahhge)  Werthe 
von  I  verschwindet,  auf  die  Form^): 

*  =  »  +00 

(ß'.)  F(0)  +  I^FQi)  =  i  sgti.rjfPix  +  Tji)  cot  {x  +  rfi)  ndx 

t  =  l  -oo 

gebracht  werden  kann,  in  welcher  zur  Vereinfachung  /(z)  -f  /(— 2)  =2F{z)  ge- 
setzt ist. 

Wird  in  dem  Ausdruck : 

in  welchem  für  /(z)  die  obigen  Voraussetzungen  festgehalten  werden,  die  Integra- 
tion über  die  Umgrenzung  eines  die  ganze  x-Axe  und  auch  den  Punkt  Zq  enthalten- 
den Gebiets  erstreckt,  so  ist  sein  Werth  gleich : 


71  cot  z^nf{z„)—^ 

»  =  -«   - 

Falls  nun  cot  ZTcfiz)  für  unendhch  grosse  Werthe  von  z  —  etwa  einzelne  Punkte  aus- 
genommen —  verschwindet,  kann  die  Integration  in  (C)  über  einen  Kreis  mit  un- 

')  Vgl.  Zusatz  23  am  Ende  dieses  Bandes.  H 

42» 
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endlich  grossem  Radius  erstreckt  werden,  und  da  alsdann  der  Werth  des  Integrals 
sich  der  Null  nähert,  so  resultirt  die  Gleichung: 

[ 

z  —  k  ' 


(D.)  :^cotz7zf(z)=y^''^ 


welche  nichts  Anderes  als  die  Zerlegung  von  .t  cot27r/(z)  in  Partialbrüche  darstellt. 
Sie  enthält  aber  zugleich  jene  zuerst  von  Herrn  Lipschitz  aufgestellte  Gleichung  (A.) 
als  speciellen  Fall,  da  sie  in  diese  übergeht,  wenn: 

f{z)=^l — 

'  ^   '  2COS2Ä 

gesetzt  wird.  Hierbei  erfüllt  j{z)  die  obigen  Voraussetzungen,  sobald  v  zwischen  Null 
und  Eins  liegt. 

Auch  die  Integration  der  Function  n  cot  znf{z)  längs  zweier  der  Ordinaten- 
axe  parallelen  Linien  ergiebt,  wie  oben  in  der  Gleichung  {B.)  die  Integration  längs 
zweier  der  Abscissenaxe  parallelen  Linien,  eine  Darstellung  von  Reihen  durch  Inte- 
grale. Aber  die  beiden  Darstellungen  sind  von  wesentlich  verschiedener  Art. 

Um  die  andere  Darstellungsweise  auseinanderzusetzen,  bezeichne  ich  mit 
«0 ,  Xi  zwei  beliebige  Abscissenwerthe,  mit  ?/o ,  «/i  zwei  positive  Ordinatenwerthe  und 
nehme  an,  dass  Xo  <  x^  und  t/o  <  yi  sei.  Ich  nehme  ferner  an,  dass  das  Rechteck 
mit  den  Eckpunkten : 

K-^i),    K.  —  2/1).    (-1^1.— J/i).    K.2/1) 

innerhalb  der  ,, natürlichen  Begrenzung"  des  Integrationsbereichs  der  Function/ (2) 
liegt,  so  dass  gemäss  der  Bedeutung,  in  welcher  ich  diesen  Ausdruck  eingeführt 
habe*),  das  längs  jenes  Rechtecks  erstreckte  Integral  j'f{z)dz  gleich  Null  wird. 
Dies  vorausgeschickt,  ist : 

{E.)  2^^^^="  ^Iti  ß  ''^^  -""^ ^'^'^' ' 

wenn  die  Summation  links  auf  alle  zwischen  Xq  und  Xi  liegenden  ganzen  Zahlen  k 
und  die  Integration  rechts  in  folgender  Weise  erstreckt  wird : 


*)  „lieber  Systeme  von  Functionen  mehrer  Variabehi"  art.  XII.  (Monatsbericht  der 
BerHner  Akademie  der  Wissenschaften  vom  März  1869^)). 

'}  Bd.  I  S.  205  dieser  Ausgabe  von  L.  Krunedcer's  Werken.  H 
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von  {Xo,  yi)  bis  (x«,  yo)  in  gerader  Linie,  von  {xo,  yo)  über  {xo  +  yo,0)  hin- 
weg im  Halbkreise  bis  {xq,  —  y^),  von  {x^,  —  y^  bis  {xo,  —  y^),  von 
{Xa,  —  yi)  bis  {x^,  —  yi),  von  (a;,,  —  yi)  bis  {x^,  —  y^)  in  gerader  Linie, 
von  (xi,  —  yo)  über  (Xi~  yo,  0)  himveg  im  Halbkreise  bis  {x^,  «/„),  von 
{xi,  yo)bis  {xi,  yi),  von  (xj,  yi)  bis  {xo,  y^)  in  gerader  Linie. 

Dabei  ist  noch  vorausgesetzt,  dass  weder  zwischen  x^  und  x^  -^  yo,  noch  zwischen 
^\  —  yo  und  Xi  eine  ganze  Zahl  liege. 

Mit  abnehmendem  yo  nähert  sich,  wenn  Xq  eine  ganze  Zahl  ist,  das  Resultat 
der  Integration  über  den  ersteren  Halbkreis  dem  Werthe  \f{xo),  andernfalls  der 
Null.  Ebenso  ergiebt  dann  die  Integration  über  den  letzteren  Halbki'eis  den  Werth 
\f{xi)  oder  Null,  je  nachdem  Xj  eine  ganze  Zahl  ist  oder  nicht.  Es  wird  daher: 


jSi'Sx,), 


iE'.)  \^f  w  +  ^2  /  (''')  =  i^i  I  "^  ^^*  ^'^/  (^)  ^^      (-o<*<> 

wenn  die  Integration  rechts  nur  über  die  oben  angegebenen  sechs  geraden  Ijinien 
erstreckt  und  dann  yo  der  Null  genähert  wird. 

Der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (ß' .)  kann  in  folgender 
Weise  dargestellt  werden: 

{F.}jJ  ^eicot{x  +  Ey^i)nf{x  +  ey^i)dx — ^lim J  ^e'"" cot {x^-\- eyi)jif{x^+eyi)dy, 

(a  =  0,l;t=+l,-l) 

und  es  resultirt  daher,  wenn : 

(ß)  Um     I  y\£ cot  {x  +  Ey^i)nf{x -{•  Eyii)dx  =  0  (£-+i,-i) 

ist,  die  Summenformel: 

(^•)        -a-^/W  +  22/('^')  =  -  2-  f2^-  ^)"^ot{x^+eyi)7tf{x^^+eyi)dy. 
t  t'  0       «.« 

(■■•o<*<-fi;  loSi'Sj-,)  (a  =  0,I;  .  =  +  1,-1) 

Bezeichnet  man  zur  Abkürzung  den  ersten  Theil  des  Ausdrucks  (F.)  mit  P,  so  ist: 


p-f2§^^^l+iffi^^^^ 


(.=+1,-1), 
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WO  die  Integration  in  Beziehung  auf  2  oder  z  +  y%  in  gerader  Linie  von  {x^,  y^)  nach 
{xi,  yi)  und  von  {xo,  —  ^i)  nach  {Xi,  —  yi)  zu  erstrecken  ist.  Die  Integration  in  ge- 
rader Linie  von  {Xo,  eyi)  nach  {xi,eyi)  kann  aber  nach  dem CaMc% 'sehen  Theorem 
durch  die  Integration  in  geraden  Linien  von  {Xo,syi)  nach  (Xo,eyo),  von  da  nach 
(Xi ,  e  yo)  und  von  da  nach  (xi ,  e  y^)  ersetzt  werden,  und  wenn  dies  sowohl  für  £  =  +  1 
als  auch  für  e  =  —  1  geschieht,  so  wird  P  gleich : 

(f,  =  0,t;  f  =  +  l.-l) 

Setzt  man  diesen  Ausdruck  in  (F.)  an  Stelle  von: 

"2"  /  ^£i  cot  {x  +  Eyii)nf{x  +  £y^i)dx  (e  =  +  i,-i) 

ein,  so  verwandelt  sich  derselbe  in  folgenden: 

und  durch  dieses  Aggregat  von  Integralen  findet  sich  also  der  Werth  der  Summe : 

2^2/W  +    2"^/('^')  (■r«<*<:^.;    ^r.Si'Sx.) 

k  k' 

dargestellt. 

Hieraus  resultirt  erstens  unter  der  Voraussetzung,  dass: 

ist,  die  Summenformel: 


(l„<*<x,;  a-„Si'S:i-,)  («  =  0,1;   f  =  +l,-l) 


welche,  wenn  Um/(a;  +  yi)  =f(x)  ist,  in  folgender  einfacheren  Weise  dargestellt 

«=  0 

werden  kann : 
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(//'.)  J  (ar„<*<a:.;  XoSr^i,) 

=  i  /'/     /(^0+yt) fJXQ—yi) /(i^  +  yt)  f(Xi—yi)      \j 

u 

und  welche,  wenn  überdies  x^  und  x^  ganze,  beziehungsweise  mit  in  und  n  zu  be- 
zeichnende Zahlen  sind,  die  noch  einfachere  Gestalt  annimmt: 

{/H  +  /('«  +  1)  +  /(»t  +  2)  +  •  •  •  +  /(n-  1)  +  -i-/(n)  -Jf{x)dx 

=  i  r(/(?rt  +  yi)—f {m  —  yi)  —  f{n  +  yi)+f{n  —  yi)) ^^j • 


{H".) 


Wenn  zweitens  der  Werth  von  yi  demjenigen  von  t/o  genähret  wird,  so  dass 
der  erste  der  drei  Theile  des  Ausdrucks  {F' .)  gleich  Null  wird,  so  ergiebt  sich  die 
Summenformel : 

vorausgesetzt,  dass  wie  oben  lim  f{x  +  yi)  =  f{x)  ist. 

y  =  0 
Einige  Anwendungen  der  obigen  Siimmenformeln. 

Um  eine  Anwendung  von  der  Summenformel  {G.)  zu  geben,  nehme  ich: 

...  26"'"'" 

WO  V  eine  reelle  Größe  bedeutet.  Die  Bedingungsgleichung  (6V)  wird  alsdann: 

und  da  der  absolute  Werth  der  Function  unter  dem  Integralzeichen  kleiner  ist  als: 

80  ist  die  Bedingungsgleichung  erfüllt,  sobald : 

0  ^  Xj  <  Xj  ^  -^ 
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ist.  Unter  dieser  Voraussetzung  wird  also  gemäss  der  Formel  (ö.) : 

A  *  0        "'' 

(x„<*<x,j  ar„SiSij)  (0  =  0,1;  t=  +  l,-l) 

und  der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  kann  auch  in  folgender  Weise  dargestellt  werden : 

5  ,     .    /''cos2{w^x   — l)yni  —  e'^'^""' cos  2v^ xyTii    _t,i„i;,,- , 


i2:i-^yv''''"f 


cos  2y7ii  —  cos  2x^7i 
«  0 

Nimmt  man  jetzt  Xo  =  0  und  Xj  =   „,  so  wird  dieser  Ausdruck  gleich: 

V 

%[1  +e      )  je     "     dtj  +  e       sin  -^  / ^, 

j/  '^     0       cos  22/711  —  008 —s^ 

V 

und  wenn  man  hierin  für  das  erste  Integral  seinen  bekannten  Werth  einsetzt,  im  zweiten 
aber  die  Substitution  y=  "  anbringt,  so  verwandelt  sich  die  Formel  (i.)  in  folgende: 

h  k  V  V    ^     ßoa oos-5- 

/  1  1  \  V  V 

WO  V  die  positive  Quadratwurzel  von  v^  bedeutet. 

Ist  n  eine  positive  ganze  Zahl,  und  setzt  man  v**  =  ^ ,  so  resultirt  aus  der 
Formel  (L' .)  unmittelbar  die  Werthbestimmung  der  öawss'schen  Reihen: 

A  k  ' 

Setzt  man  ferner  v^  =  ^"' ,  wo  m  und  «  positive  ganze  Zahlen  bedeuten,  so  kommt: 

'  li  k 

=  «^     (l+e     '")  + 


iL".) 


0<*<-    ;     0S*§  — 


2n;i 


./ 


e-""'"du 


cos  2 


— 


2nn 


*)  Vergl.  meine  auf  S.  267  abgedruckte  Notiz.^) 
')  Summirung  der  Gawss'sohen  Reihen,  Bd.  IV  S.  295  dieser  Ausgabe. 
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und  also,  wenn  m  =  4  und  n  ungerade  ist : 

(-1„<.<1.) 
Hieraus  ergeben  sich  die  bemerkenswerthen  Formeln: 


+  e- 


(M.; 


+  00  !■      VI. 


+  0C     .  l      Jl 

C        li' .,       /  ■    n  +  1       ,      .    2n  +  l    \|,/-i       „NT! 

1    — 7-.d«=   sin  — '     .t:  +  sm — r^-:^    Vn   —  2  > 

^     cos  1 71 1  \  4  4  /  -^J 


n        4r\ 


in  denen  sich  die  Summation  rechts  auf  alle  ganzzahligen  zwischen  —  ^  n  und 
+   .  n  hegenden  Werthe  von  h  bezieht  und  die  Zahl  n  als  ungerade  vorausgesetzt  ist. 

Um  die  mit  {E.)  bezeichnete  Summenforniel  anzuwenden,  nehme  ich: 

i(z)  =  e 

und  hierbei  für  w  eine  complexe  Grösse,  deren  reeller  Theil  seinem  absoluten  Werthe 
nach  kleiner  als  1  ist.  Die  Bedinguugsgleichung  (Ho.)  ist  alsdann  erfüllt,  und  es  wird 
also  gemäss  der  Formel  {H.): 

Der  erste  Theil  des  Ausdrucks  auf  der  rechten  Seite  verwandelt  sich,  wenn  man  unter 
dem  Integral-  und  Summenzeichen  nach  Potenzen  von  e'''-'"  entwickelt,  in  folgenden : 


"  =  *«,(  o'      *  =  i 

welcher  ferner,  wenn  die  Integration  ausgeführt  wird,  in : 


(a  =  Ö,l;  f=+l,-lj. 


L.  Kroneoker't  Werke  Y 


43 
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übergeht.  Die  Gleichung  (N.)  nimmt  liiernach,  wenn  w  von  Null  verschieden  ist, 
folgende  einfache  Gestalt  an : 


iN'.)  i2e^^*'"  +  i2e--'  =  ^lim 


*  =  +  j 


{.r„<i<x.;XoSrfii,) 

in  welcher  sie  offenbar  eine  Darstellung  der  unendlichen  Reihen : 

h=  +  n 

w-{-h 


hm  2j 


in  endlicher  Form  hefert.  Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  die  Gleichung  {N'.)  zwar 
unter  der  Voraussetzung,  dass  w  von  Null  verschieden  sei  und  dass  der  reelle  Theil 
von  w  zwischen  —  1  und  +  1  liege,  abgeleitet  worden  ist,  aber  da  die  Ausdrücke  auf 
beiden  Seiten  der  Gleichung  ungeändert  bleiben,  wenn  w  +  1  an  Stelle  von  w  ge- 
setzt wird,  so  folgt,  dass  die  Gleichung  {N'.)  für  alle  complexen  Werthe  von  w,  nur 
reelle  ganzzahhge  ausgenommen,  gültig  ist. 

Setzt  man  in  der  Formel  {N'.)  Xo  =  0  und  lässt  dann  den  Index  von  Xi  fort, 
so  wird  der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite : 

1  1  *  ^"g2  («,  +  ;,)  X«.- 

^  i  cot  WTi  +  =    .  lim     ^  - 


2jii  _        .^^        wA-h 


und  die  Formel  {N'.)  geht  alsdann,  wenn  x  nicht  einen  ganzen  ganzzahligen  Werth 
hat,  in  folgende  über: 


A=  +  a 


'h  =  -n 


wo  [x]  in  üblicher  Weise  die  grösste  ganze  Zahl  bedeutet,  welche  kleiner  als  x  ist. 
Diese  Formel  stimmt  vollständig  mit  derjenigen  überein,  welche  oben  (S.  329)  mit 
{A.)  bezeichnet  ist;  sie  wird  mit  derselben  identisch,  weim  man  x  —  [x]=  v  und  —  i 
an  Stelle  von  i  setzt. 


Die  erwähnte  Formel  (A. 

2 


i (0<f<l), 
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welche  ich  mehrfach  angewendet  habe,  und  welche  Herr  Li/pscJiitz  bei  Gelegenheit 
seiner  Untersuchungen  über  die  allgemeinere  Reihe : 

*=  +  - 
lim   2 


entwickelt  hat,  kommt,  wie  ich  erst  jetzt  bemerkt  habe,  schon  früher  in  der  Litera- 
tur vor.  Die  von  Herrn  Schlömilch  in  seinem  Aufsatz:  ,,Developpement  de  deux 
formules  sommatoires"  benutzten  beiden  Gleichungen*): 

lim      >.    —. ^  =  71 ^ (näjau), 


(■P-) 


^ 


fc'  +  t" 


lim 


"VI    fc sin fc a; 


e(" 

-x)l 

+ 

e 

(«- 

-x)t 

e"' 

— 

e~ 

ni 

e'» 

-x]t 



e~ 

{«- 

x)t 

führen,  wenn  man  sie  addirt  und  x  =  2vn,  t=~wi  setzt,  unmittelbar  zu  jener 
Formel  {A.).  Freihch  erscheint  hierbei  der  Geltungsbereich  der  Formel  {A.)  zu  eng; 
denn  v  wird  dabei  als  zwischen  0  und  ^  liegend  und,  da  in  dem  citirten  Aufsatze  t 
eine  reelle  Grösse  bedeutet,  w  als  rein  imaginär  angenommen ;  aber  die  allgemeinere 
Gültigkeit  der  Formel  {A.)  ist  eine  Folge  jener  speciellen. 

Herr  Schlömilch  bezeichnet  a.  a.  0.  die  angeführten  Gleichungen  als  ,, be- 
kannte Formeln";  und  sie  finden  sich  in  der  That  schon  bei  Cauchy,  nach  einer  ge- 
legentUchen  Bemerkung  von  Dirichlet**)  auch  schon  bei  Euler.  Auf  S.  367  seiner 
Exercices  de  Mathematiques  von  1827  (Seconde  annee)  entwickelt  Cauchy  in  den 
zwei  Gleichungen  (126.)  und  (127.)  e'  einerseits  nach  cosinus  und  andrerseits  nach 
sinus  ganzer  Vielfacher  von  x.  Nun  stellt,  wie  gleich  im  Anfange  dieses  Aufsatzes 
S.  329  gezeigt  worden  ist,  die  Formel  (A.)  nicht  Anderes  dar  als  die  Entwickelung 
von  e"  nach  cosinus  imd  sinus  ganzer  Vielfacher  von  x;  aber  auch  aus  jenen  beiden 
Cauchy' sehen  Gleichungen  resultirt  die  Formel  (A.)  fast  unmittelbar.  Addirt  man  sie 
nämlich  und  setzt  s  =  2wi,  x  =  vtt,  so  kommt: 

^— ,   „ikcni  •^-i     J2k  +  l)vni 

{Q.)  2me  =  (e         -  l) ^ ^^^^^^  +  (e         +  1  )Z 2^<7^F-^ • 

k  k 
(*  =  0,±1,±S,±3,...) 


•=)  Bd.  XLII  des  Creiie 'sehen  Journals,  S.  130. 

")  Grelles  Journal,  Bd.  XXIV,  S.365  und  G.  Lejeuwe-DmcWet 's  Werke,  Bd.  I,  S.  612. 
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Wenn  man  ferner  eine  der  beiden  Canchy'schen  Gleichungen  von  der  andern  sub- 
trahirt  und  s  =  —  2wi,  x  —vn  setzt,  so  ergiebt  sich  eine  Relation,  welche  zeigt, 
dass  die  beiden  Theile  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  {Q.)  einander  gleich  sind, 
und  hieraus  folgt  offenbar  jene  Formel  {A.). 

Nimmt  man  in  der  oben  mit  {N . )  bezeichneten  Gleichung  m;  =  0 ,  so  erh  alt  man : 

2^1  —  ^0  +  ^  h^ 

*  =  i 

als  einheitlichen  Ausdruck  für  die  Anzahl  aller  in  dem  Intervalle  (xq,  Xj)  liegenden 
ganzen  Zahlen,  vorausgesetzt,  dass  man  jede  etwa  in  einer  der  Grenzen  des  Inter- 
valls liegende  ganze  Zahl  als  nur  einhalb  mal  vorkommend  rechnet. 

Literarische  Notizen  über  obige  Summenfomieln. ') 

Die  Summenformel  {E' .),  welche  die  Grundlage  der  vorstehenden  Entwicke- 
lungen  bildet,  geht  unmittelbar  aus  einer  allgemeinen  CoMCÄ?/'schen  Formel  hervor. 
Man  braucht  nämhch  nur  in  jener  Gleichung,  welche  auf  S.  98  der  Exercices  de 
Mathematiques  vom  Jahre  1826  mit  (11.)  bezeichnet  ist,  an  Stelle  von  i[x  +  yi) 

das  Product: 

cot  {x  -\-  yi)n-j{x  -\-  yi) 

zu  setzen,  um  sogleich  die  obige  Summenformel  {E'.)  zu  erhalten. 

Die  Summenformel  (G.)  geht,  wenn: 

x^  =  0,     Xj  =  oo,     cos  znf(z)  =  q>{z) 

gesetzt  wird,  in  folgende  über: 

*  =  1  0  « 

welche  sich  schon  in  einer  Gierschen  Abhandlung  vom  Jahre  1823  (Bd.  I  S.  27  der 
zweiten  Ausgabe  von  AbeVs  Werken)  findet.*)  Doch  ist  a.  a.  0.  die  Bedingung: 

*)  Der  betreffende  letzte  Theil  der  citirten  Abhandlung  fehlt  in  der  ersten  Ausgabe 
von  AbeVs  Werken.  Die  Formel  kommt  übrigens  auch  in  einer  .46eZ'schen  Abhandlung  vom 
Jahre  1825  auf  S.50  des  zweiten  Bandes  der  ersten  Ausgabe  vor,  jedoch  nur  als  ein  , .vielleicht 
einem  übersehen  Manuscript  entnommener  Zusatz  des  Herausgebers  Ho?/n6oe".  Vergl.  die  Be- 
merkung auf  S.  '291  des  zweiten  Bandes  der  zweiten  Ausgabe. 

*)  Vgl.  Zusatz  24  am  Ende  dieses  Bandes.  H 
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—  lim    ry-^-^i-i-^l^  +  ilim    r  Vg  £(5±iliill£  =  0 


(e  =  +  l,-l), 


an  welche  die  Gültigkeit  der  Gleichung  (G'.)  gemäss  den  obigen  Entwickelungen  ge- 
knüpft ist,  nicht  angegeben. 

Die  beiden  Summeuformeln,  welche  Herr  Schlömilch  in  dem  schon  citirten 
Aufsatze  hergeleitet  hat*),  gehen  aus  jener  -46erschen  Formel  (G'.)  hervor,  wenn 
man  für  qj  (z)  beziehungsweise : 

cos  {x  +  n)z-f{z),     sin  (x  +  tt) 2 •  / (z) 

setzt.  Herr  Schlömilch  hat  aber  Gültigkeitsbedingungen  hinzugefügt,  welche  frei- 
lich enger  als  die  oben  angegebenen  sind. 

Nimmt  man  in  der  mit  (H.)  bezeichneten  Summenformel  für  Xi  eine  ganze 
Zahl  und  setzt: 

F{v  —  hXj^-\-hz)  =  f{z),     V  —  /t^i  + /la;^  =  u,, 

wo  V  und  h  beliebige  Grössen  bedeuten,  so  erhält  man,  je  nachdem  der  Werth  von 
Xf,  ganzzahhg  ist  oder  nicht,  für  die  erste  oder  die  zweite  der  beiden  Summen: 

^F{v,)+^F{v~hk),    ^F{v-hk)  (<'<*<4^°) 

einen  Ausdruck  0{v)  +  ^{v),  in  welchem: 

0{v)  =  --If{v)  +  ^jFlv)dv  +  \J^eF{v  +  ehyi)j^^      (.  =  +  1.-.). 

und,  wenn  zur  Abkürzung  z  =  "^  +  eyi  gesetzt  wird: 

ist.  Für  das  Aggregat  0{v)  +  ^  (v)  besteht  daher  die  Relation : 
0{v  +  h)-^  0{v)  +  Wiv  +  h)  —  V{v)  =  F{v), 
und  da  offenbar  W{v  +  h)  =  W{v)  ist,  so  genügt  0{v)  der  Differenzengleichung: 

0{v  +  }i)  —  0{v)=F{v). 

*)  Vergl.  die  Formeln  (12)  mid  (13)  auf  S.  130  des  42.  Bandes  des  CreHe'schen  Journals. 
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Wird  demgemäss  ^{v),  als  summatorische  Function  von  F{v),  in  üblicher 
Weise  durch  ^aJ'(v)  bezeichnet,  so  ist  diese,  abgesehen  von  einer  Constanten,  durch 
die  Gleichung: 

2/ (^)  =  -If (v)  +  Ifp {v)dv  + 1/2^-^ ('^  +  '''y'^^~i  *' = ^ ' • " " 

0  * 

bestimmt.  Dieses  Resultat  findet  sich  schon  in  einer  1820  im  25.  Bande  der  ,,]\Ieraorie 
della  reale  Accademia  delle  scienze  di  Torino"  erschienenen  Abhandlung  von  Plana, 
welche  den  Titel  hat:  ,,Note  sur  une  nouvelle  expression  analytique  des  nombres 
BernoulUens,  propre  ä  exprimer  en  termes  finis  la  formule  generale  pour  la  somma- 
tion  des  suites".*)  Dasselbe  Resultat  findet  sich  ferner  in  einer  1823  von  Abel  pu- 
blicirten  Abhandlung  mit  der  Bemerkung:  ,,Cette  expression  de  l'integrale  finie  d'une 
fonction  quelconque  me  parait  tres  remarquable,  et  je  ne  crois  pas  qu'elle  ait  ete 
trouvee  auparavaut".**)  Es  scheint  mir  deshalb  von  Interesse,  dass  sich  oben  das 
Cauchy  sehe  Theorem  als  die  unmittelbare  allgemeine  Quelle  aller  dieser  Residtate 
erwiesen  hat,  und  da  dieses  Theorem  nur  in  seiner  ursprüngüchen  einfachsten  Fas- 
sung, in  welcher  es  schon  in  der  Abhandlung  vom  Jahre  1814  „Memoire  sur  les 
integrales  definies"  vorkommt,  bei  der  Ableitung  jener  Resultate  gebraucht  wird***), 
so  zeigt  sich,  dass  Catichy  schon  lange,  bevor  Plana  und  Abel  aus  der  Euler'' s,c\iei\ 
Summenformel  ihre  erwähnten  Resultate  abgeleitet  haben,  im  Besitze  der  natur- 
gemässen  Hülfsmittel  zu  deren  Erlangung  gewesen  ist. 

*)  Die  bezügliche  Formel  steht  a.  a.  0.  auf  S.  407  und  ist  mit  (a)  bezeichnet.  Herr 
Bertrand  hat  darauf  hingewiesen,  dass  diese  Formel  vor  Abel  von  Plana  entwickelt  worden  ist 
(S.  290  des  II.  Bandes  der  zweiten  Ausgabe  von  Abel'si  Werken). 

**)  Bd.  II,  S.227  der  ersten  und  Bd.  I,  S.23  der  zweiten  Ausgabe  von  Abel's  Werken. 
Auf  die  angeführte  Stelle  der  ersten  Ausgabe  hat  mich  Herr  Lipschitz,  als  ich  ihm  meine  im 
III.  Heft  abgedruckten  Bemerkungen  mittheilte,  aufmerksam  gemacht,  und  dadurch  zur 
obigen  Fortsetzung  jener  Bemerkungen  angeregt. 

***)  In  jener  ursprünglichen  Fassung  besagt  das  CaucJuf  sehe  Theorem  nur,  dass 
lf{x+  yi)d{x  +  yi)  =  0  ist,  wenn  die  Integration  längs  der  vier  Seiten  eines  innerhalb  der 
natürUchen  Begrenzung  liegenden  Eechtecks  erstreckt  wird;  das  allgemeinere  Cauchy'sche 
Theorem  kann  aber  aus  diesem  specielleren  erschlossen  werden.  (Vergl.  meine  Notiz  „Ueber  den 
Cauchy'schen  Satz"  im  Stück  XXXVIII  des  Jahrgangs  1885  der  Sitzungsberichte  der  Berliner 
Akademie  der  Wissenschaften.)') 

')  Band  V,  S.  295  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 
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ÜBER  EINE  SUMMATORISCHE  FUNCTION. 

[Gelesen  in  der  Akademie  der  Wissenschaften  am  31.  Oktober  1889.] 

I.  Im  Art.V  meines  Aufsatzes*)  ,,Über  eine  bei  Anwendung  der  partiellen 
Integration  nützliche  Formel"  bin  ich  von  der  einfachen  Bemerkung  ausgegangen, 
daß  die  Integralformel: 

*n  X  b=n      X 

(S)  ff"'\x)9{-  x)dx  -fi{x)g'-\-  x)dx  ^^fd{f-'\x)g"'-"\-  x)) 


h  =  ii 


sich  unmittelbar  in  eine  „ganz  allgemeine  Summenformel"  verwandelt,  wenn  man 
für /(«)  eine  Function  nimmt,  deren  n-te  Ableitung  f"\x)  in  dem  ganzen  Intervalle 
(jCo,  icj  endlich  ist,  für  g{x)  aber  eine  solche,  deren  (n—  l)te  Ableitung  g"~^\x)  an 
einzelnen  durch  die  Werthe : 

—  x  =  x^,  x^,  .  .  .  a;^_j  {xo<i.<x,...<Xr_i<ir) 

bezeichneten  Stellen  des  Intervalls  (xo,  x^)  unstetig,  dabei  jedoch  durchweg  end- 
üch  ist.  Wenn  nämhch  die  Function  gr'''~''(a)  innerhalb  jedes  einzelnen  Intervalls: 

(-^..    -^*+,)  (*  =  0.1,8....r-l), 

in  welchem  sie  stetig  ist,  zugleich  Ableitungen  (/'"'(x)  mit  endhchen  Werthen  hat, 
so  folgt  aus  jener  Integralformel  (3)  in  der  That  die  ganz  allgemeine  Summenformel: 

-  /K)  Um  g'-'^i-e'  -  x,)  +2/^)  lin^  io""''  (^'  "  ^J  -  s'"""  i~  '"  "  ^*)] 

X,  x^ 

+  f  i^r)  lim  3'" " "  («'  -  ^r)  =  /)'"'  (^) 9i-^)dx~ff  {X) g^" {-x)dx 

(1)  _         *  =  0  x„  x„ 

+  2V'-"  W?"-^-  Xo)  -r'\x)g"'-''\-x;)]. 

A  =  ä 

Bei  der  Anwendung,  welche  ich  dann  von  dieser  Summenformel  im  Ait.  VII 
des  citirten  Aufsatzes  auf  den  besonderen  Fall  gemacht  habe,  wo  je  zwei  der  auf- 

*)  Sitzungsberichte  von  1885.^) 

')  Bd.  V,  S.  267 ff.  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken,  vgl.  besonders  S.  273  ff.  H 

L.  Kronocker'e  Werke  V  44 
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einanderf olgenden  Unstetigkeitsstellen  cci,  Xg,  .  .  .  aj,._i  gleich  weit  von  einander  ab- 
stehen, habe  ich  zugleich  angenommen,  dass  das  Anfangsintervall  (xq,  Xi)  und  das 
Endintervall  (x,_i,  x.)  ebenso  gross  wie  jedes  der  übrigen  Intervalle  sei.  Aber  diese 
beschränkende  Annahme  ist  nicht  nur  unnöthig,  sondern  deren  Beseitigung  führt 
gerade,  wie  hier  gezeigt  werden  soll,  zu  beraerkenswerthen  Ergebnissen,  namenthch 
zu  naturgemässen  Bedingungen  für  eine  summatorische  Function.*) 

II.  Um  dies  darzulegen,  gehe  ich  von  irgend  einer  reellen  F'unction  y>  (er)  aus, 
welche  nebst  ihrer  Ableitung  y>'{x)  in  dem  ganzen  Intervalle  (0,  t)  endlich  bleibt,  und 
für  welche  ^(0)  und  ^p(t)  verschiedene  Werthe  haben.  Ich  denke  mir  ferner  f{x) 
(für  0  <  X  <  t)  in  eine  (Fourier'sche)  Reihe : 


2kxn 
COS  —  — 


entwickelt,  so  dass  eine  Gleichung: 

(2)  y>{x)=^^    y){x)dx+  "^k^^ cos  (^  +  v^  +  J-jji 

resultirt,  in  welcher  die  Grössen  a^  und  %  durch  die  Relation : 

711  2,k7i 

mit  den  Coefficienten  a^,  /5i  verbunden  sind.**)  Alsdann  setze  ich: 

(8)  ^"'-^--)=2(^7.cos(Mf_,,,+|,).  ,  =  ,,...„,, 

so  dass  gr'"~*'(a;)  die  {n—h)te  Ableitung  von  j/""(»)  wird,  und  bestimme  endlich 
^"''(—  x)  für  0  ^  X  <  t  durch  die  Gleichung: 

(3')  !/"\-x)  =  ^y,'{x) 

und  für  alle  übrigen  Werthe  von  x  durch  die  Periodicitätsgleichung : 

(3")  g''-\x)=y"'\x  +  t). 

*)  Vergl.  Art.IVundArt.VI. 
**)  Vergl.  die  Ausführungen  im  Art.  V. 
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Hiernach  sind  die  (in  der  Summenformel  (1)  mit  —  Xj,  —  x^,  .  .  .  —  x^_i 
bezeichneten)  Unstetigkeitsstellen  von  g^"~^\x)  in  irgend  einem  Intervalle  (xg,  x), 
wobei  Xf,  <  X  angenommen  wird,  durch  die  darin  liegenden  ganzzahligen  Viel- 
fachen von  t  gegeben,  und  der  Ausdruck  auf  der  ersten  Seite  der  Summenformel  (1) 
verwandelt  sich  in  folgenden : 

(4)  -  fix,)  \img^''-'\-s'-Xo)  +  f{x)limg'"-'\e'-x)  +  {fit)--wm  ^f^''^^' 

in  welchem  die  Summation  auf  alle  zwischen  "  und  hegenden  ganzen  Zahlen  k  zu 
erstrecken  ist.  Dieser  Ausdruck  kann  aber  auch  in  der  Form : 

(5)  -i{x,)9"'-'\-  X,)  -\-i{x)g^"-'\~x)  +  {f(t)-wm^im  (t^^^t) 

dargestellt  werden,  in  welcher  das  überstrichene  Summenzeichen  ähnlich  wie  in 
meiner  Abhandlung  über  das  Dirichlet' sehe  Integral*)  die  durch  die  Gleichung: 

(6)  ^fm  =  2- 2/("^*)  +  1 2/("«)  iL'    X 

definirte  Bedeutung  hat. 

Da  nämlich  die  Differenz  der  in  den  beiden  Ausdrücken  (4)  und  (5)  vor- 
kommenden Summen: 

k  k 

die  Werthe: 

0.    l/(x„),    -y(x),   lf(x,)  +  ^fix) 

hat,  je  nachdem  weder  x,  noch  x,  oder  nur  x,,  oder  nur  x,  oder  sowohl  Xq  als  auch  x 
ein  ganzes  Vielfaches  von  t  ist,  so  ist  für  den  Nachweis  der  Übereinstimmung  der  bei- 
den Ausdrücke  (4)  und  (5)  nur  erforderhch  zu  zeigen,  dass  der  Werth  von: 

-f{x„)\img'"-\-e'~x,)+f{x)\img"'-'\e'-x)  +  f{x,)g^"-\-x,)-f{x)r/"-'H~x), 

f=0  (=0 

je  nach  den  vier  unterschiedenen  Fällen,  gleich: 

0,   ^{f(t)-f{0))f{x,),    |(y(«)-v(0))/(a;),    ^{y>(t)-y>{0)){f(.x„)  +  f{x)) 

*)  Sitzungberichte  von  1885,  Art.  IV.^) 

*)  Bd.  V,  S.  235  ff.  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 

.  44* 
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wird.  Dies  geht  aber  in  der  That  daraus  hervor,  dass,  wenn  weder  Xq  noch  x  ein 
ganzes  Vielfaches  von  t  ist : 

1=0  t =0 

wird,  während,  wenn  Xa  ein  ganzes  Vielfaches  von  t  ist,  die  Relationen: 

\im(J"-'\-e'-x,)  =  y>{0)-jJrp{x)dx,    9^"''^- x,)  =   ^^iy,{0)  +  y,it))-\J y>{x)dx 

0  0 

bestehen,  und  falls  x  ein  ganzes  Vielfaches  von  /-  ist,  die  Gleichungen : 

lim5f*"~'*(e'''—  x)  =  y){t) I  y){x)dx,  </'""''(— x)  =  ^-(v'^O)  +  v«))  —  y  /  y>ix)dx 

'""  0  0 

statthaben. 

Ersetzt  man  nunmehr  die  Ausdrücke  auf  der  ersten  Seite  der  Gleichung  (1) 
durch  denjenigen,  welcher  oben  mit  (5)  bezeichnet  ist,  so  resultirt  die  elegante  „all- 
gemeine Summenformel": 

(7)  (fit)  -  v(0))^f{kt)  =2(/'"""W?*"~"(-  ^0^  -  /"'~"(^)3"'"*'(-  ^)) 

in  welcher  'S^f{kt)  in  dem  durch  die  Gleichung  (6)  dargelegten  Sinne  zu  nehmen  ist 

k 

und  die  Functionen  g{x),g'{x),  .  .  .^'"'(a;)  die  durch  die  obigen  Gleichungen  (3), 
(3') ,  (3")  gegebene  Bedeutung  haben.*) 

III.  Man  kann  zu  der  Summenformel  (7)  auch  direct  in  sehr  einfacher  Weise 
gelangen,  indem  man  die  Eigenschaften  der  Function  von  x  untersucht,  welche  die 
rechte  Seite  jener  Formel  bildet. 

Es  ist  nämlich  zuvörderst  klar,  dass  in  dem  Ausdruck: 

(8)  V/("-»(,;)^('-")(_  ;,)  +  /[/(x)9<"'(-  x)  -  f"\x)g{-  x)]dx 

*)  Bei  der  Function  g'-'''{x)  ist  der  Einfachheit  halber  der  obere  Index  weggelassen 
worden. 
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vermöge  der  über  die  Functionen  f{x)  und  g{x)  gemachten  Voraussetzungen  alle 
einzelnen  Theile,  mit  Ausnahme  des  ersten,  durchweg  stetige  Functionen  von  x  sind, 
und  dass  dieser  erste  Theil : 

ebenfalls  innerhalb  jedes  von  zwei  aufeinanderfolgenden  ganzen  Vielfachen  von  t  ein- 
geschlossenen Intervalls  stetig  bleibt,  während  derselbe,  wenn  x  wachsend  ein  ganzes 
n-faches  von  t  erreicht,  plötzlich  um  den  Betrag  von: 

^{f{0)-y>{t))f{nt) 

zunimmt,  und  dann,  wenn  x  weiter  wächst,  nochmals  plötzlich  um  denselben  Be- 
trag vermehrt  wird.  Dass  dies  in  der  That  der  Fall  ist,  erhellt  unmittelbar  aus  den 
Gleichungen:  , 

lim  g^''~^\ —  £"  —  nt)  =  y(0) ~  f  y){x)dx 


g^"-'\-  nt)  =4(v(0)  +  V«))  -  jfy>(x)dx 

0 

( 
lim  gf*"~    (e"  —  nt)  =  y>{t)  —  -r  j  ii>{x)dx. 


Ferner  ist  leicht  zu  sehen,  dass  die  mit  (8)  bezeichnete  Function  von  x,  ver- 
möge der  über  die  Functionen  f{x)  und  g(x)  gemachten  Voraussetzungen,  innerhalb 
jedes  von  zwei  aufeinanderfolgenden  ganzen  Vielfachen  von  t  eingeschlosenenen  Inter- 
valls eine  Ableitung  hat.  Dass  aber  deren  Werth  gleich  Null  ist,  ergiebt  sich  sofort, 
wenn  man  die  n  Identitäten : 

d(f-'\x)g^-'-\-  X))  +  f-'\x)g'-'*'\-  X)  -  f\x)g^''-'\-  x)  =  0      (*  =  i.V..«) 

ZU  einander  addirt. 

Die  mit  (8)  bezeichnete  Function  von  x  hat  daher  die  Eigenschaft, 

dass  sie  innerhalb  jedes  von  zwei  aufeinanderfolgenden  ganzen  Vielfachen 

von«:  ,    ,     ,   ,,. 

7it,  (n  +  l)t 

begrenzten  Intervalls  constant  bleibt,  aber  am  Anfange  um : 

i{y>iO)-y>{t))f{nt), 
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am  Ende  um : 


-|-(V)(0.)  -  y^«)/((n  +  Dt) 


zunimmt, 


und  es  leuchtet  ein,  dass  die  Hummenformel  (7)  unmittelbar  hieraus  erschlossen 
werden  kann. 

IV.  Bezeichnet  man  jeneii  Ausdruck  (8)  mit  (v(0)—  y>{t))  x//(x),  so  dass 
hierfür  die  Definitionsgleichung:  ' 

(10)     (v(0)  -  f{t))^f{x)  =^f"~'\x)<f-"{-  X)  +  f[f{x)g''-\-  x)-f"\x)g{-x)]dx 

gilt,  so  ist  ^f{x),  da  auf  der  rechten  Seite  die  untere  Grenze  des  Integrals  fehlt, 
nur  abgesehen  von  einer  beliebigen  additiven  Constanten  bestimmt. 

Die  Function  ^f{x)  kann  aber  andererseits  auf  Grund  der  Simimenformel 
(7)  durch  die  Relation: 

(11)  2/(^)  -2/(^«)  =  ¥2/(^')  +  -i-^/^"*)         ft-"'<T\ 

definirt  werden,  welche  sich  bei  Benutzung  der  Gleichung  (6)  auch  in  folgender 
Weise  darstellen  lässt: 

(11')  ^f{x)  -2/(^o)  =2f^^^^  (T^*^f). 

und  hierbei  kann  der  Argumentwerth  Xq  so  wie  der  entsprechende  Functionswerth 
^/(^o)  g^iiz  willkürlich  genommen  werden. 

Auf  Grund  dieser  letzteren  Definition  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  die  charakte- 
ristischen Eigenschaften  der  Function  ^f{x)  in  folgenden  Relationen  enthalten 

i 
sind: 

(12)  ^f{dt)  -2/(0)  =  2^^^^  '"<'<"' 

(  t 

(12')  2/(^  +  *)  -^z^^)  =  2  f("'^^  + 1/(''')' 
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WO  X  eine  beliebige  reelle  Grösse  bedeutet  und  die  ganzen  Zahlen  m ,  n  durch  die  Un- 
gleichheitsbedingungen : 

X  ^mt  <C  X  -^  t,     X  <,  n  t  <ix  -\-  t 
bestimmt  werden. 

Ist  nämhch  d  t  der  Rest  der  Division  von  x  durch  t,  so  folgt  aus  der  Relation 
(12')  die  Gleichung: 

(13)  ^i{x)  -  ^f{dt)  =  ~2f{mt)  +  ^^fint), 

t  t  „i  n 

in  welcher  die  beiden  Summationen  auf  alle  den  Ungleichheitsbedingungen : 

dt  ^  nit  <  X,     dt  <C  nt  ^  x 

genügenden  ganzen  Zahlen  m  und  n  zu  erstrecken  sind.  Nimmt  man  ferner  unter  der 
Voraussetzung,  dass  6  nicht  Null  ist,  die  Relation  (12)  hinzu,  so  ergiebt  sich  die  Glei- 
chung : 

(14)  2'^(x)  -2/(0) = l2/(»^')  +  a-^/^"')  c<:',i:)' 

t  t  m  n 

und  für  den  Fall  6=0  stimmt  die  Gleichung  (13)  selbst  mit  dieser  überein. 

Die  Gleichung  (14)  definirt  nun  offenbar  die  Function2/(a;)  für  alle  reellen 

t 
Grössen  x  in  genauer  Übereinstimmung  mit  jener  Definitionsgleichung  (11),  wenn 

darin  a;o  =  0  genommen  wird.  Es  zeigt  sich  also,  dass  die  beiden  mit  (12)  und  (12') 

bezeichneten  Relationen  die  Function  xJ(^)  in  der  That  richtig  und  vollständig 
Charakter  isiren. 

Der  Inhalt  dieser  beiden  Relationen  kann  auch  in  folgenden  Sätzen  formu- 
lirt  werden : 

wenn  x  kein  ganzes  Vielfaches  von  t,  und  n  t  das  dem  Werthe  von  x  nächste 
kleinere  ganze  Vielfache  von  t  ist,  so  ist  die  Differenz : 

2/(^)  -2/("') 

gleich  ^f{nt),  d.  h.  also  gleich  dem  halben  Functionswerthe  von  /  für  das 
unter  dem  Argumente  x  zunächst  liegende  ganze  Vielfache  von  t ;  aber  die 
Differenz : 
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ist  im  Allgemeinen  gleich  dem  Functionswerthe  von  /  für  dasjenige  zwi- 
schen X  und  X  +  t  liegende  Argument,  welches  ein  ganzzahliges  Viel- 
faches von  t  ist,  und  nur  in  dem  besonderen  Falle,  wo  jedes  der  beiden 
Grenzargumente  x  und  x  +  t  selbst,  und  daher  keines  der  zwischen  x  und 
X  +  t  liegenden  Argumente,  ein  ganzzahliges  Vielfaches  von  t  ist,  gleich: 

^{fix}  +  fix  +  t)), 

d.  h.  gleich  dem  arithmetischen  Mittel  der  Functionswerthe  für  die  beiden 
Grenzargumente. 

Für  die  hierdurch  vollständig  charakterisirte 

„summatorische  Function"  ^  f  (x) 
ergiebt  nun  die  obige  Gleichung  (10): 


(10) 


*  =  n  ?• 

(V;(0)  -  y,{t))^f(x)=^f-'\x)g'''-"\-x)+f[f{x)g^"\-x)-f''\x)g(-x)]dx 


eine  elegante  Darstellung,  in  welcher  die  Functionen  g{x),  g'{x),  .  .  .  (/"'(a;)  auf  fol- 
gende Weise  aus  einer  beliebig  anzunehmenden  reellen,  im  Intervalle  (0,  t)  nebst 
ihrer  Ableitung  endlich  bleibenden  Function  y»  {x)  zw  bilden  sind : 

Man  entwickele  zuvörderst  y)(x)   (für  0  <  x  <  t)  in  eine  nach 
sinus  und  cosinur.  ganzer  Vielfacher  von  -|^  fortschreitende  Reihe: 


V  (•'k)  =  ^  «A.  Sin     j      +2j  ßk  cos  —^  -  , 


bestimme  ferner  die  Grössen  a^ ,  v^  so,  dass : 


u/k" '  =   _  ^A^  («^  +  ß^  i)  (J.  =  1.  S,  S  . . .) 


wird,  und  alsdann  g(x),  g'{x),  .  .  .  gr'"    ''(a;)  durch  die  Gleichungen: 

g  (_  X)  =2^  cos  (—  +  V,  +    ^^h)^ 


(A-  1,2,3,...«); 
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endlich  nehme  mau  g''{—  x)  im  Intervalle  0  ^  x  <  t  gleich: 

dtp{x) 
dx 

an  und  ausserhalb  des  Intervalles  so,  dass  stets : 

wird. 

V.  Man  kann  das  angegebene  Resultat  formal  modificiren  und  generalisiren, 
indem  man:  ^ 

I  f{x)dx  =  F{x  +  z) 

und  sowohl: 

gix)  =  (v'iO)  —  y)it))G{x) 
als  auch  für  Ä  =  1 ,  2,  .  .  .  ri: 

g^''\x)  =  (v'(O)  —  f{ti)G"'\x) 
setzt.  Die  obige  Gleichung  (10)  nimmt  alsdann  folgende  Gestalt  an: 

(15)  ^F'{x  +z)=  2f^"\x  +  z)&"  - '■'(-  X) 

+  f[F'{x  +  z)G^''\-x)—F^"-''\x  +  z)G{-  x)]dx, 
wo  gemäss  der  Relation  (11): 

(16)  Vl/(a;  +  z)  -^F'{x,  -\-z)=  \^F'{mt  +  z)  +  ^^F' {nt  +  z) 

t  t  m  n 

(t  =  "'<T'      T<'"^f) 

ist,  und  der  Ausdruck : 

(17)  2^"'' (^)^"' '  ''* i^-^)  +  fi^'  (^) ^"" (^  -  ^)  —  P^"  ^  " i^)G  [^  —  x)]dx 
h=\  'J 

stellt  also  eine  Function  von  x  dar,  deren  Werth  sich  bei  wachsendem  Argument,  so 
lange  es  innerhalb  eines  durch  zwei  aufeinanderfolgende  Glieder  der  arithmetischen 
Reihe : 

nt-^    Z  (n= 2,  -l,0,l,l',..  ) 

eingeschlossenen  Intervalls  bleibt,  nicht  verändert,  dagegen  plötzhch  um  den  Be- 
trag von : 

\F\nt  +  z) 

L.  Krouecker'a  Werke  V  45 


354  ÜBER  EINE  SUMMATORISCHE  FUNCTION 

zunimmt,  sobald  das  Argument  x  den  Werth  nt  ^-  z  eines  der  Glieder  der  arithme- 
tischen Reihe  erreicht,  und  sobald  es  ihn  wieder  verlässt. 

VI.  Bezeichnet  man  in  übHcher  Weise  mit^J'(z)  eine  der  gewöhnlichen 
Differenzengleichung : 

(18)  2^'(2  +  t)  - ^F'iz)  =  F'{z) 

t  I 

genügende  Function  von  x*),  so  genügt  der  Differenzengleichung: 

(19)  0{z  +  t)~<P{z)=  A  {F\z)  +  F'{z  +  t)) 
die  Function:  . 

0(.)=|f>)+2^'(2). 

Die  eine  Differenzengleichung  ist  somit  unmittelbar  auf  die  andere  zurückführbar. 

Nun  ist  vermöge  der  Relation  (16),  wenn  darin  x^  =nt,  x  =  {n  +  l)t  und 
für  n  eine  beUebige  ganze  Zahl  genommen  wird : 

^F'{z  +  nt  +  t)  -^F'{z  +  nt)  =  -^  (F'iz  +  nt)  +  F\z  +  nt  +  t)); 

t  t  "  

der  Differenzengleichung  (19)  genügt  also  jener  mit  ^i^'(a;  +  z)  bezeichnete  Aus- 
druck : 

2^'V  +  2)G'"-'''(-  X)  +  ijXF\x  +  2)G'"'(-  x)  -F^"  +  '\x  +  z)G{-  x)]dx, 

wenn  darin  für  x  irgend  ein  ganzes  Vielfaches  von  t  gesetzt  wird.  Aber  dieser  Aus- 
druck findet  gemäss  den  obigen  Relationen  (12) ,  (12')  noch  seine  weitere  Bestimmung 
darin,  dass,  wenn  x  kein  ganzes  Vielfaches  von  t  ist : 

(20)  ^F'{x  +  z  +  t)  -^F'{x  +  z)=  F\z  +  nt) 

t  t 

wird,  wo  nt  das  zwischen  x  und  x  +  t  liegende  ganze  Vielfache  von  t  bedeutet,  und 
dass  ferner  für  jeden  positiven  echten  Bruch  ö  die  Relation: 

(21)  ^F'{z  +  dt)  - ^F'{z)  =  ^F'iz) 
(  ( 

*)  Euler  bezeichnet  im  Cap.  I,  25  des  ersten  Theils  seiner  Institutiones  calculi  differev- 
tialis  eine  solche  summatorische  Function  ^F' [z)  einfach  als  „summa". 
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besteht.  Es  treten  also  zu  der  Differenzengleichung  (19),  welche  mit  der  bisher  immer 
allein  behandelten  Differenzengleichung  (18)  im  Wesentlichen  aequivalent  ist,  noch 
die  beiden  neuen  Differenzenrelationen  (20)  und  (21)  als  naturgemässe  Bestimmun- 
gen hinzu,  und  es  zeigt  sich  demnach  hier,  wie  in  so  vielen  Fällen,  dass  man  erst  durch 
die  Darstelhing  einer  Function  zu  einer  sachgemässen  Fixirung  der  Forderungen, 
denen  sie  entsprechen  soll,  und  überhaupt  erst  durch  die  allgemeine  und  vollständige 
Lösung  zu  einer  richtigen  Stellung  der  Aufgabe  geleitet  wird. 

VII.  Ein  besonderes  Interesse  bietet  der  specielle  Fall  dar,  wo  tp  (x)  —-^t—  x 
genommen  wird,  weil  dies  zu  einer  bemerkenswerthen  Erweiterung  und  Verände- 
rung der  Euler  -  Poisson' sehen  Summenformel  führt. 

In  dem  bezeichneten  Falle  ist : 


also: 

und  folglich : 


2,       V.=0  (i  =  l,2,3,...), 


(*  =  l,2,...n), 


^"■'(-x)  =  l,     y>{0)- y,{t)  =  t, 
SO  dass  sich  die  Functionen  G^''\x)  durch  die  Gleichungen: 

bestimmen.  Die  Formeln  (10)  und  (15)  specialisiren  sich  demnach  in  folgender 
Weise : 

(loo      2m = \fmä^  -  2B"'-'(-)  2|-;.,  cos  (^ + \ny 

(15')   2f\x  +  .)  =  \f{x  +  .)-22^<^x  +  ^}2i^>  °°^(^  +  \^y 

+  2  />'"  +  ''(x  +  z)  y-*"-^  cos  (^--  +  -n)  7t  dx . 


45* 
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Dabei  ist  hervorzuheben,  dass  die  hier  auftretenden  Reihen: 

■tT      1  /2kx    ,     1  ,  \ 

(2-2)  2(^^''°Kt-  +  ¥'^)"  '*  =  '•-'••■•' 

sich  bekannthch  allgemein  durch  ganze  Fuiictionen  der  Differenz : 

t      L  t  J' 

d.  h.  desjenigen  Restes  ausdrücken  lassen,  welcher  verbleibt,  wenn  man  von  ^  die 
nächst  kleinere  ganze  Zahl  subtrahiert.  Die  bezüglichen  Ausdrücke  erhält  man  un- 
mittelbar durch  Yergleichung  der  Coefficienten  von  [wi)''  in  der  Gleichung: 

(23)      1-2^  y-ü)   »^0«  (,2  fct'  +  2  'V  '^  =  ^  (2m)!n! (^^')  ' 

welche  aus  der  Formel : 


durch  Entwickelung  nach  steigenden  Potenzen  von  w  hervorgeht.*)  Für  v  ist  in  der 
Gleichung  (23)  die  Differenz: 

t~"LtJ 

ZU  nehmen,  um  den  Werth  der  Reihen  (22)  zu  erhalten,  und  es  ist  ferner  darin : 

0!  =  1,     ßo  =  — 1 

zu  setzen,  während  B^,  B^,  B^,. . .,  wie  gewöhnlich,  die  BernoulW sehen  Zahlen  be- 
deuten. 

Bei  der  angegebenen  Specialisation  der  Functionen  G^"~''\x)  ist  es,  gemäss 
der  Formel  (15  ),  die  durch  den  Ausdruck: 

(24)  1f(.)  -  2>;>'(.)  2-"  cos  C-^'-'^  +  U\n 

X  t  =  00 

*)  Vergl.  Art.  IX  meines  schon  oben  citirten  Aufsatzes:  ,,Über  eine  bei  Anwendung 
der  partiellen  Integration  nützliche  Formel"^). 

')   Bd.  V,  S.  280  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker'a  Werken.  H 
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dargestellte  Function  von  x,  deren  Werth,  so  lange  das  Argument  innerhalb  eines 
durch  zwei  benachbarte  Glieder  der  arithmetischen  Reihe : 

nt  +  z  ('.  = 2,-1,0,1,3,...) 

eingeschlossenen  Intervalles  bleibt,  constant  ist,  aber  wenn  das  Argument  x  wachsend 
einen  Werth  nt  -\-  z  erreicht,  und  auch  wenn  es  denselben  Werth  wieder  verlässt, 
um  den  Betrag  von : 

iF'(n<  +  z) 

zunimmt.  Es  wird  demnach  der  Werth  der  Summe : 


^-^F' {nü  +  z)  ^  ^^F' {:nt  +  z) 


.T„<,./+=S.I 


wenn  man  jenen  Ausdruck  (24)  zur  Abkürzung  mit  V  {x)  bezeichnet,  durch  die 
Differenz : 

V{x)  -  V{x,) 
dargestellt. 

Wenn  nun  die  Differenz  der  Argumente: 
gleich  einem  ganzen  Vielfachen  von  t  und  also : 

ßk{x—z)     ,     1  ,\                    i2k(x.—z)      ,     1  ,  \ 
COS( ^— +  li'ljTt  =   COS  (       -^ +  '^hJTt 

ist,  so  erhält  man  für  die  Differenz  V(x) —  V{Xo)  und  also  für  den  Werth  der 
Summe : 

i2^'i>nt  +  z)  +  i^F\nt  +  z)  ^X^:^) 

den  einfacheren  Ausdruck : 

(25)      I  {Fix)  -  Fix,))  -  i%F''\x)  -  F'\x,))^^^\^  cos  i^-^-^  +  i  ;A^ 


-'  kTii'ikTt-)  \        i  '     2    / 


Wenn  ferner  x—  z  und  daher  auch  x,  —  z  ein  ganzes  Vielfaches  von  t  ist, 
d.h.  also,  wenn  beide  Argumente,  x,  und  x,  Gheder  jener  arithmetischen  Reihe: 

nt   +   Z  (n  = 2,-1,0,1,2,...) 
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sind,  so  wird: 

2^-"*^.  «o^  {^^^^^  +  i^)--  0    oder    (-  1)^  ,,       , 

je  nachdem  h  ungrade  oder  grade  ist,  und  der  Werth  der  Summe : 

12^' (m«  +  z)  +  ^^F'int  +  z)  (HT^lT) 

wird  daher  in  diesem  Falle  durch  den  noch  einfacheren  Ausdruck : 

(OSvS  —  n;  JJ„  =  -li  01=1) 

dargestellt.  Dieser  Ausdruck  ist  bereits  von  Poisson  gefunden  und  in  seiner  be- 
rühmten, am  11.  December  1826  in  der  Pariser  Akademie  gelesenen  Abhandlung 
,,Sur  le  calcul  niimerique  des  Integrales  definies"  veröffentlicht  worden.  Der  erste 
Theil  des  Ausdrucks,  nämUch  die  in's  Unbestimmte  fortgesetzte  Reihe : 

2(-  1)""'  -(27)!-'  (-^""(^)  -  -^""'(^0))  (-CM.,,...) 

ohne  das  durch  ein  Integral  dargestellte  ,,Restghed"  ist  schon  von  Euler  zur  Dar- 
stellung einer  summatorischen  Function  ^F'(x)  benutzt  worden.*)  Aber  während 
so  jener  merkwürdige  Ausdruck  einer  summatorischen  Function  seit  etwa  150  Jahren 
in  unvollständiger  Weise  und  seit  mehr  als  60  Jahren  ganz  vollständig  bekannt  und 
vielfach  behandelt  worden  ist,  blieb  seine  eigentliche  Quelle,  nämlich  der  oben  mit 
(24)  bezeichnete  allgemeinere  Ausdruck  mit  den  Eigenschaften,  welche  ihn  als  eine 
,,siimmatorische  Function"  in  anderer  naturgemässer  Weise  charakterisiren,  bisher 
gänzlich  verborgen. 

VIII.  Ich  will  schliesshch  noch  zwei  bemerkenswerthe  SpeciaUsationen  der 
Function  f  (x)  hervorheben,  nämlich  erstens  diejenige,  wobei : 


y>{x)  = 


")  Institutiones  calcuU  differentialis,  Pars  posterior,  Cap.  V. 
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genommen  wird,  und  zweitens  diejenige,  wobei  ebenso  wie  im  Schlussartikel  meines 
schon  oben  citirten  Aufsatzes  ,,Über  eine  bei  Anwendung  der  partiellen  Integration 
nützhche  Formel" : 

/  ^        I '^  1  2kxji         1,  . 'SZ^  1      ■   '2kxji 

v(^)  =  ^Zk^  ^"^  -T-  =  2*  -  ^  -  ^2rn  ^"^-1- 

gesetzt  wird. 

Im  ersteren  Falle,  wo  w  eine  beliebige  (complexe)  Grösse  bedeutet,  wird: 


,"-"(- a;):=^(.)=^l.  lim  2 


k  —  w 


also: 


und: 


so  wie  ferner: 


^"-*>(_ X)  =  lim  y-' ^."^ 


v(0)-v(<)  =  i. 

Im  letzteren  Falle  ist : 

r-\-  X)  =  '2t"%-^.  cos  f-^  +  lh)n  ("  =  >.v...,, 


^(2/c.t)' 

r-    '    -  ^ 


'^  '{—  X)   =   1    +  2^003   —j- 


X7l 

t  =  1  sm  — - 

und: 

v(o)-v(0  =  «- 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (7)  des  Art.  II  ein  und  lässt  dann  s  in's  Un- 
eudhche  wachsen,  so  resultirt  die  Summenformel : 

Diese  wird,  wenn  Xq  und  x  ganze  Vielfache  von  t  sind,  mit  der  Dir ichlet' sehen 
Summenformel  identisch;  sie  lässt  sich  aber  auch  für  beliebige  Werthe  von  Xo  und 
X  nach  derselben  Methode  herleiten,  welche  Dirichlet  bei  seiner  specielleren  Formel 
benutzt  hat. 


sin 

C2s 

-1) 

tji 

sin 

d 

X 

ÜBER  DIE  ZEIT  UND  DIE  ART  DER  ENTSTEHUNG 
DER  JACOBI'SCHEN  THETAFORMELN 


VON 


L.  KRONECKER. 


Sitzungsberichte  der  Königlich  Preussischen  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin 

vom  Jahre  1891.  S.  653-659. 
Abgedruckt  in  Crelle,  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  108, 

8.  325—831. 

L.  Kronecker' 8  Werke  V  46 


ÜBER  DIE  ZEIT  UND  DIE  ART  DER  ENTSTEHUNG  DER 
JACOBI'SCHEN  THETAFORMELN. 

[Gelesen  in  der  Akademie  der  Wisaensohaften  am  9.  Juli  1891.] 

Die  Entdeckung  der  zwischen  Producten  von  vier  Thetareihen  bestehenden 
Relation,  welche  durch  die  Formel  (11)  auf  S.  506  des  I.  Bandes  von  Jacobi's  ge- 
sammelten Werken : 

(A)     &s{^o)Mx){f,{y)&,{z)  +  {>.,[w)U^)dMd,(z) 

=  d,{w')&,{x)&^{y')d,{z)  +  &,{iv)U^')Uij)h{~') 

(u.'  =  y(u.  +  r  +  y  +  j),    x'=y  (>-'  +  !- ;/-:),    j/' =  ^- (u,  -  i- +  y  -  =).     z' =  ~  {w  ^  x  ~  y  +  ■.)^ 

dargestellt  wird,  bezeichnet  eine  Epoche  in  der  Geschichte  der  Theorie  der  eUiptischen 
Functionen;  denn  es  ist  damit  füi-  diese  Theorie  ein  ganz  neues  Fundament  gewonnen 
worden.  Welche  Bedeutung  Jacobi  selbst  seiner  Entdeckung  beigemessen  hat,  er- 
hellt schon  aus  der  Überschrift  des  der  Entwickelung  jener  Thetaformel*)  ge- 
widmeten Abschnittes  in  den  von  Rosenhain  ausgearbeiteten  Universitätsvorlesun- 
gen, und  noch  deuthcher  aus  den  Worten,  mit  welchen  diese  Entwickelung  einge- 
leitet wird.  Die  Überschrift  lautet:  „Neues  Fundamentaltheorem  unserer  Transcen- 
denten",  und  es  heißt  dann: 

,,Wir  hatten: 

C(5,2)  =2?"^'=2^*"'°''^"°''"  =  «    ''"""^'S^       *'"'''         ' 

oder  l.{q,z),  multiplicirt  mit  e*^"«''  wurde  dargestellt  als  die  Summe 
von  Potenzen  von  e,  deren  Exponenten  die  Quadrate  der  Glieder  einer 
nach  beiden  Seiten  in's  UnendUche  sich  erstreckenden  arithmetischen 


*)  Jacobi  hat,  so  viel  ich  weiss,  die  Formel  in  keiner  der  von  ihm  veröffentlichten 
Abhandlungen,  sondern  nur  in  seinen  Universitätsvorlesungen  mitgetheilt. 
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Progression  sind.  Multipliciren  wir  solche  Ausdrücke,  welche  denselben 
log  q,  aber  verschiedene  log  z  haben,  so  werden  die  Exponenten  unter 
dem  Summen  zeichen  die  Summen  mehrerer  Quadrate  sein. 

Multiplicirt  man  daher  vier  solche  C,  die  denselben  log  q,  aber  ver- 
schiedene log  z  haben,  mit  einander,  so  wird  der  Exponent  die  Summe  von 
vier  Quadraten.  Diese  Summe  kann  man  bekanntlich  auch  auf  andere 
Ai't  als  Summe  von  vier  Quadraten  darstellen,  und  wir  erhalten  durch 
diese  einfache  Operation  ein  allgemeines  Theorem,  aus  dem  als  specielle 
Fälle  sowohl  die  Verbindung  unserer  Transcendenten  mit  den  elliptischen 
Functionen  als  auch  alle  Fundamentaltheoreme  über  die  Addition  der 
elliptischen  Integrale  der  drei  verschiedenen  Gattungen  folgen,  auf  die 
man  durch  künstliche  und  schwierige  Integrationen  gekommen  war." 

Es  erscheint  hiernach  von  besonderem  Interesse,  dass  sich  der  Gedankengang, 
welcher  Jacobi  zur  Auffindung  der  Thetaformel  geführt  hat,  verfolgen  und  auch  der 
Zeitpunkt  dieser  Auffindung  genau  bestimmen  lässt. 

Ich  habe  schon  in  meinen  ,, Bemerkungen  über  die  «7aco&*'schen  Theta- 
formeln"*)  auf  die  Beziehungen  hingewiesen,  welche  zwischen  der  oben  citirten 
Thetaformel  und  den  Formeln  in  Jaco6i's  Aufsatz**)  ,,Formulae  novae  in  theoria 
transcendentium  ellipticarum  fundamentales"  bestehen.  Unter  diesen  sind  zwei  als 
die  wichtigsten  herauszuheben,  erstens  die  in  dem  citirten  Aufsatz  mit  (4)  bezeich- 
nete Formel: 

(B)     sin  am  a  sin  am  b  +  sin  am  u  sin  am  {u  -{-  a  -\-  b)  —  sin  am  {u  +  a)  sin  am  (w  -\-  b) 
=  k^  sin  am  a  sin  am  b  sin  am  u  sin  am  {u  +  a)  sin  am  (w  +  b)  sin  am  [u  +  a  -\-  b). 

und  zweitens  die  mit  (12)  bezeichnete: 

(<-')  ?&^^r^T?-.,  nV./ — r — ^,-Tr~-  =  1  -f  ''■'  sni  am  a  sin  am  b  sni  am  u  sm  am  (u  -\-  a  +  b). 

Jacobi  sagt  von  der  ersteren  Formel :  ,,Quae  est  formula  nova,  maximi  momenti  per 
totam  theoriam  functionum  ellipticarum",  und  er  leitet  daraus  zuvörderst  eine  mit 


*)  Journal  für  Mathematik,  Bd.  102,  S.  269.i) 
**)  .Journal  für  Mathematik,  Bd.  15,  S.  199—202.  Jacobi'^  Werke,  Bd.  I,  S.  335-341. 

•)  Bd.  V,  S.  323  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 
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der  letzteren  inhaltlich  übereinstimmende  Formel  (9)  ab,  welche  er  als  „formula  nova 
fundamentalis"  charakterisirt.  Erst  dann  gelangt  er  durch  Veränderung  der  Bezeich- 
nungen zu  der  Formel  (C)  selbst.  Nun  geht  aber  auch  umgekehrt  die  erstere  Formel 

(B)  aus  der  letzteren  (C)  hervor.  Denn  wenn  man  die  Function  von  a,b,u,  welche 
durch  Subtraction  des  Ausdrucks  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (B)  von  dem 
auf  der  linken  Seite  entsteht,  mit  F{a,h,u)  bezeichnet  und  diejenige  Function  von 
a,h,u,  welche  durch  Subtraction  des  Ausdrucks  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung 

(C)  von  dem  auf  der  linken  Seite  entsteht,  mit  0{a,b,  u),  so  findet  die  Identität 
statt : 

F{a,b,u)  =  sin  am  {u-{-a)  sin  am  {u-\-b)0{a,b,u)  —  smamusmam{u -{- a -\-  b)0 {a,h,u -\- iK  ). 
Die  beiden  Formeln  (B)  und  (C)  sind  daher  vollständig  aequivalent. 

Bei  Anwendung  der  Bezeichnungen  der  Fundamenta  nimmt  die  Gleichung 
(C)  folgende  Getalt  an : 

(C')  H{a)H{b)H{u)H{u  +  a  +  b)  +  0{a)0{b)0{u)0{u  +  a  +  b) 

=  0{O)0{u  +  a)0{u  +  b)0{a  +  b). 
Nun  ist  es  die  Reihe : 

welche,  je  nachdem  man  für  n  alle  positiven  und  negativen  ungeraden  Zahlen  oder 
alle  geraden  Zahlen  nimmt,  die  Function  // (v)  oder  0  (v)  darstellt.  Die  Gleichung  (C') 
erscheint  demnach  bei  Einsetzung  der  bezüglichen  Reihen  in  der  Form : 

(ra„,i«,,m,,m„n„,„„7,„n,  =  0,  ±  1,  ±  2,. . . ;  n.-n,-  n,  -ti,  (n)od.2))  , 

und  Jacobi  hat  gewiß  auch  in  dieser  Form  die  Gleichung  (C)  sehr  bald,  nachdem  er 
sie  aus  der  Gleichung  (A)  abgeleitet  hatte,  direct  verificirt.  Die  einfachste  und  natür- 
lichste Methode,  welche  sich  hierfür  darbietet,  besteht  in  der  Vergleichung  der  Ex- 
ponenten von : 

ani        1,71!        u  n  i 

—  \,q,  e'^,e'^,e^ 
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auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  (C").  Hiernach  müssen  die  Relationen  erfüllt  sein: 

*^o  +  "i  +  «2  +  «3  =  2(w„  +  m^  +  m^  +  m^)  (mod  4) 
«0  +  nl  +  nl  +  nl  =  4(m*  +  ml  +  m;  +  m;) 
«0  +  «1  =  2(m2  +  mg),  Uo  +  n^  =  2{mi  +  m^),   n^  +  rig  =  2{m^  +  m^), 
oder  also  die  folgenden: 

2-(—  «0  +  ^1  +  «2  +  W3)  =  2  Wo, 

yK  —  Wj  +  "2  +  «3)       =  2OTi, 
(D) 

2  K  +  n^--n^  +  n^)       =  Sm^, 

"2  K  +  ^1  +  n^  —  W3)       =  2?w,. 

in  welchen  die  vier  Ausdrücke  links,  wegen  der  Bedingung: 

Wj  ^  nj  ^  «-2  ^  «3  (mod.  2) 

entweder  sämmtlich  gerade  oder  sämmtlich  ungerade  sind.  Es  muss  deshalb  ferner 
für  je  zwei  zu  festen  Werthen  von: 

«0    +   ^1    +   "2    +   ^3'        "0   +   "1.        «0   +   ^2.        W„   +   "3 

gehörige  Systeme  von  Zahlen  «0  >  '>h  >  *^2  >  th  >  welchen  keine  ganzzahligen  Werthe 
nio,  Ml,  nii ,  ms  entsprechen,  der  Exponent  von  —  1  auf  der  linken  Seite  der  Glei- 
chimg  (C"),  nämlich: 

~2-("-o  +  "1  +  «2  +  "3)' 

das  eine  Mal  gerade  und  das  andere  Mal  ungerade  sein.  Dies  ist  nun  in  der  That  der 
Fall;  denn  je  zwei  dieser  Systeme: 

(?io,  Wj,  n^,  W3),     (»v  n[,  ?i2,  «3) 
sind  durch  die  Relationen : 

-2-K  +  «1  +  "2  +  «s)  =  K> 
-9K  +  «1  — «2  — "3)  =  "1. 

(E)  l 

-2  («0  —   «1    +    "2   —  W3)    =   «2  • 

9  ("0  —  "1  —  «2  +  11^)  =  n3, 
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mit  einander  verbunden.  Die  Differenz : 


^2-(«o  +  »H  +  ^2  +  "'3)  —  -2"('^o  +  K  +  K  +  »»3) 


ist  hiernach  gleich: 


0-(—   »0   +    »1   +   'f^i   +   "3) 


und  also  ungerade,  sobald  die  Relationen  (D)  nicht  durch  ganzzahlige  Werthe  von 
mo ,  Wi ,  ma ,  mg  befriedigt  werden. 

Die  durch  die  Relationen  (D)  oder  (E)  gegebene  Transformation  der  Summa- 
tionsbuchstaben  Uq  ,  n^ ,  n^ ,  ih ,  welche  sich  bei  der  hier  dargelegten  Verification  der 
Formel  (C)  mit  Nothwendigkeit  ergiebt,  legte  Jacobi  die  oben  angeführte,  die  Multi- 
pHcation  von  vier  Thetareihen  betreffende  Bemerkung,  mit  welcher  er  die  Entwicke- 
lung  des  ,, neuen  Fundamentaltheorems"  in  seinen  Vorlesungen  eingeleitet  hat,  sehr 
nahe.  Denn  die  Transformation : 

«0  =  -2  (~  ^0  +  "1  +  K  +  "3) . 
"1  =  -^(%  —  K  +  K  +  K^' 

«2  =   2-("o  +  K  —  "2  +  »^3) . 

"3  =  oK'  +  K  +  "2  — "3) 

bewirkt,  dass  der  Ausdruck  auf  der  ersten  Seite  der  Gleichung  (C"),  wenn  darin 
für  u  +  a  +  h  eine  neue  Variable  v  gesetzt  wird,  in  einen  Ausdruck  von  genau  der- 
selben Form  verwandelt  wird,  in  welchem  aber  die  hnearen  Verbindungen: 

-^{—  a  +  b  +  u  +  v),     2  (a  —  b  +  u  +  v) ,    -^{a  +  b  —  u  +  v) ,    -^^(a  +  b  +  u  —  v) 

an  Stelle  der  Variabein  a,b,u,  v  selbst  erscheinen.  Die  hierbei  resultierende  Formel 
geht,  wenn  die  Bezeichnungen : 

a,    b,   u,   V 
mit: 

—  w,   X,    y,    z 

vertauscht  werden,  in  die  Formel  (4)  auf  S.  507  des  I.  Bandes  von  Jacobi' s  Werken 
über,  nämlich: 
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(F)      .9  (w)  § (X) &  {y) d  {z)  -  ^1  (»)) d,  {x)  ß,  iy) ß,  (z) 

=  &{w')ß{x')ß{y')ß{z')  —  &i{iv)ßi{x')&^{y)ß^{z') 

und  diese  Formel  specialisirt  sich  wiederum  für  z'  =0  (oder  v  =u  +  a  +  b)  zn  der- 
jenigen (C'),  welche  in  der  mehrfach  citirten  Jacobi' sehen  Arbeit  im  XV.  Bande  des 
Cre^^e'schen  Journals  hergeleitet  ist.  Aber  eben  weil  die  zur  Verification  der  specielle- 
ren  Formel  nothwendige  Transformations-Methode  zugleich  für  die  allgemeinere  atis- 
reicliend  ist,  bildete  iüx  Jacobi,  wie  ich  schon  in  Nr.  8  meiner  „Bemerkungen  über  die 
Jo^o&i'schen  Thetaformeln"  hervorgehoben  habe*),  die  speciellere  ,, Fundamental- 
formel" (C)  gewiss  eine  nützhche  Vorstufe  bei  Auffindimg  des  allgemeinereu ,, Funda- 
mentaltheorems", welches  durch  die  Gleichung  (F)  dargestellt  wird.  Dabei  mag  viel- 
leicht noch  der  äußerliche  Umstand,  dass  drei  von  den  vier  linearen  Verbindungen 
der  Argumente  w,  x,  y,z,  welche  für  die  Transformation  des  Ausdrucks  auf  der 
Unken  Seite  der  Gleichung  (F)  einzuführen  waren,  nämhch : 

-^{w  +  X  —  y  —  z),    -^(w  —  X  +  y  —  z),    -^{w  —  x  ~  y  -{-  z), 

schon  bei  der  von  Jacobi  mitgetheilten  RicheloV s,c\\eo.  Herleittmg  der  specielleren 
Fimdamentalformel  auftraten,  zur  Auffindung  der  allgemeineren  Formel  (F)  mit- 
gewirkt haben.  Einigen  Anhalt  hierfür  bieten  nämlich  die  Argument-Bezeichnungen 
{w,x,  y,z)a.n  der  Stelle,  wo  die  allgemeinen  Thetaformeln  abgeleitet  werden,  in  den 
Jocofci'schen  Vorlesungen,  welche  ßorc/iar(Z/  gehört  hat**),  vorausgesetzt  dass,  wie 
ich  annehmen  möchte,  die  Wahl  dieser  Bezeichnungen  schon  aus  der  Zeit  der  ersten 
Auffindung  der  Thetaformeln  stammt.*  **) 

Die  vorstehenden  Erwägungen  führten  mich  schon  vor  vier  Jahren,  bei  Ab- 
fassung meiner  ,, Bemerkungen  über  die  Jacofci'schen  Thetaformeln"  auf  die  Ver- 
muthung,  dass  Jacobi  sehr  bald  nach  Vollendung  seines  der  specielleren  Fundamen- 

*)  Journal  für  Mathematik  Bd.  102,  S.  270.») 
**)  Vergl.  die  schon  im  Anfang  citirte  Stelle  S.  SOG  des  I.Bandes  von  Jacobi'a  gesammel- 
ten Werken. 

***)  Daß  die  Bezeichnungen  in  den  früheren  Vorlesungen,  welche  Roseyihain  gehört  hat, 
andere  sind,  spricht  nicht  gegen  jene  Annahme.  Denn  in  diesen  Vorlesungen  entwickeln  sich 
die  Bezeichnungen  in  ganz  natürlicher  Weise  aus  einander,  während  in  den  späteren,  von 
Borchardt  ausgearbeiteten  Vorlesungen  bei  Einführung  der  Bezeichnungen  w,  x,  y,  z  gar  kein 
Zusammenhang  mit  den  vorhergehenden  erkennbar  ist. 

')  Bd.  V,  S.  323  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker'a  Werlten.  H 
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talformel  gewidmeten,  vom  21.  September  1835  datirten  Aufsatzes*)  die  allge- 
meinere gefunden  haben  möchte.  Um  darüber  Gewissheit  zu  erlangen,  wandte  ich 
mich  damals  an  Hrn.  Lindemann  in  Königsberg  mit  der  Bitte,  mir  aus  den  Akten 
der  dortigen  Universität  ein  Verzeichniss  der  von  Jacobi  gehaltenen  Vorlesungen  so 
wie  Abschriften  der  Abgangszeugnisse  von  Rosenhain  und  Borchardt  zu  verschaffen. 
Hr.  Lindemann  erfüllte  meine  Bitte  mit  höchst  dankenswerther  Bereitwilligkeit,  und 
es  ergab  sich  nun : 

dass  Jacobi  die  Vorlesungen  über  elliptische  Functionen,  welche  Rosenhain 
ausgearbeitet  hat,  bereits  im  Wintersemester  1835/6,  diejenigen,  welche 
Borchardt  gehört  hat,  erst  im  Wintersemester  1839/40  gehalten  hat. 

Da  Jacobi  schon  beim  Beginn  der  ersteren  Vorlesungen,  wie  aus  der  Rosenhain' sehen 
Ausarbeitung  deutlich  zu  ersehen  ist,  das  in  dem  obigen  Citat  besprochene  ,,neue 
Fundamentaltheorem  der  Transcendenten  ö"  gehabt  hat,  so  fällt  dessen  Entdeckung 
nothwendig  in  die  Zeit  zwischen  dem  21.  September  1835,  welches  Datum  jener  mehr- 
fach erwähnte  Jaco6i'sche  Aufsatz  trägt,  und  dem  Anfang  der  Wintervorlesungen. 
Man  kann  daher  mit  voller  Sicherheit  den  Beginn  der  neuen,  durch  die  Entdeckung  der 
Thetafonnel  bezeichneten  Epoche  in  der  Entwickelung  der  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen vom  Ende  September  oder  Anfang  October  1835  datiren. 

Dabei  ist  noch  hervorzuheben,  dass  auch  die  Einführung  der  vier  Theta- 
reihen  und  ihre  Bezeichnung  {d ,■&!,  -^z,  »^3)  aus  den  letzten  Monaten  des  Jahres  1835 
stammt.  Bis  dahin  hatte  Jacobi  stets  die  Functionen  0 ,  H  der  Fundamenta  bei- 
behalten. Aber  in  den  ersten  Vorlesungen  1835/6  geht  er  von  der  Reihe  aus: 

^fz*  =1+25  cos  X  +  1q  cos  ix  +  ^Iq   cos  8a-  H G  =  «'V~i), 

welche  aus  dem  6  der  Fundamenta  entsteht,  wenn  man  darin  —  q  für  q  setzt. 
Jacobi  bezeichnet  diese  Reihe  mit  C{q,z),  definirt  bald  darauf  eine  Function  r,  {q,  z) 
durch  die  Gleichung :  ,    ^ 

ri{z)  =  g*2*C(</,^) 

und  führt  erst  nach  Herleitung  des  ,, neuen  Fundamentaltheorems",  in  der  26sten 
von  den  im  Ganzen  75  Vorlesungen,  die  vier  Thetareihen  &,{^i,&2,  ^3  ein,  welche 
seitdem  fast  allgemein  beibehalten  worden  sind. 

*)  Crelle's  Journal,  Bd.  XV,  S.  199— 204;  Jacobi's  Werke,  Bd.  I.,  S.  335— 341. 

L  Kponecker'8  Werke  V  47 
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Auf  Grund  der  oben  erwähnten  aus  Königsberg  erhaltenen  Schriftstücke 
habe  ich  auch  genau  ermitteln  können,  zu  welcher  Zeit  Jacobi  die  verschiedenen,  von 
Rosenham  ausgearbeiteten  Vorlesungen  gehalten  hat.  Da  die  Akademie  diese  Aus- 
arbeitungen im  Original  aus  dem  Rosenhain' sehen  Nachlass  erworben  hat,  so  führe 
ich  dieselben  hier  mit  den  nunmehr  üxirten  Daten  an : 

1.  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  Sommersemester  1835.') 

2.  Theorie  der  elUptischen  Functionen.  Wintersemester  1835/6. 

3.  Allgemeine  Theorie  der  krummen  Linien  und  Oberflächen.  Sommer- 
semester 1836. 

4.  Theorie  der  Zahlen.  Wintersemester  1836/7. 

5.  Transformation  und  Integration  der  Grundgleichungen  der  Dynamik. 
Wintersemester  1837/8. 

6.  Variationsrechnung.  Wintersemester  1837/8. 

Von  den  in  der  Bibliothek  der  Akademie  befindlichen,  ebenfalls  aus  Rosen- 
hain's  Nachlass  stammenden  zwei  Heften  Jacobi'schei  Vorlesungen  über  die  eUip- 
tischen  Transcendenten,  welche  von  J.  Th.  Sanio  ausgearbeitet  sind,  stammt  das 
eine  aus  dem  Wintersemester  1829/30,  das  andere  wahrscheinlich  aus  dem  Sommer- 
semster  1831. ^ 


')  Vgl.  Zusatz  25  am  Endes  dieses  Bandes.  H 

•)  Vgl.  Zusatz  2G  am  Ende  dieses  Bandes.  H 
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DIE  CLAUSIÜS'SCHEN  COORDINATEN. 

[Gelesen  in  der  Akademie  der  Wissenschaften  am  30.  Juli  1891.] 

Gegenüber  der  GaUrSs'schen  Methode  der  Herleitung  der  Poisson'schen  Po- 
tentialgleichung hat,  wie  ich  bereits  am  Schlüsse  meiner  im  Monatsbericht  vom 
März  1869  abgedruckten  Mittheilvmg^)  hervorgehoben  habe,  diejenige,  welche  von 
Clausius  angegeben  worden  ist,  den  wesentUchen  Vorzug,  dass  sie  geringerer  Voraus- 
setzungen bezüglich  der  Dichtigkeits-Function  bedarf.*)  Sie  hat  überdies  den  for- 
malen Vorzug,  dass  sie  sich  besonderer  Coordinaten  bedient,  welche  der  Natur  der 
Aufgabe  besser  angepasst  erscheinen  als  die  gewöhnhchen  rechtwinkligen  Raum- 
coordinaten.  Ich  habe  diese  Clausius' sehen  Coordinaten,  aber  etwas  modificirt, 
schon  bei  meinen  Untersuchungen  im  Winter  1868/9  auf  die  Behandhmg  von  Poten- 
tialen %-facher  Mannigfaltigkeiten  und  seitdem  auch  bei  anderen  Entwickelungen, 
z.  B.  bei  meinem  im  Monatsbericht  vom  Juli  1880^)  gegebenen  Beweise  des  Canchy- 
schen  Satzes,  mit  Erfolg  angewendet,  imd  ich  will  nun  hier  zeigen,  wie  einfach  und 
natürhch  sich  bei  Einführung  der  Clausius' sehen  Coordinaten  die  Herleitung  der 
Pomon'schen  Gleichung  für  Potentiale  w-facher  Mamiigfaltigkeiten  gestaltet.  Die 
Übertragung  von  den  gewöhnhchen  Potentialen  räumlicher  Massen  auf  solche 
n-facher  Mannigfaltigkeiten  bietet  nämlich  einerseits  keinerlei  Schwierigkeiten, 
andererseits  den  Vortheil  des  Zwanges  zu  formalen  Vereinfachungen,  und  dass  dabei 
die  räumUche  Interpretation  der  analytischen  Entwickelungen  wegfällt,  ist  kein 
Nachtheil.  Denn  die  Anschauhchkeit  ist  wohl  höchst  werthvoU  beim  Erforschen  und 
beim  Erlernen,  nicht  aber  beim  Erklären  und  beim  Erweisen;  ihr  subjectives  Ele- 
ment beeinträchtigt  zuweilen  die  Gründlichkeit  der  Erklärungen  und  die  Strenge 
der  Beweise. 


*)  Clausius  selbst  hat  bei  seiner  Herleitung  der  Poisson'schen  Potentialgleichung 
keinerlei  Bemerkung  über  den  erwähnten  Vorzug  gemacht. 

')   Bd.  I,  S.  175 ff.  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker'e,  Werken.  Vgl.  bes.  S.  211—212.  H 

»)  Bd.  IV,  S.  275 ff.  dieser  Ausgabe.  H 
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I. 

Ich  bezeichne,  wie  in  meinem  Aufsatze  „über  Potentiale  n-facher  Mannig- 
faltigkeiten"*) zur  Abkürzung  mit: 

^{z„  z„  .  .  .  z„;   f,'c„...CJ 
oder  noch  einfacher  mit :  ^ 

das  „elementare  Potential"  der  Punkte  (2)  und  (C)  einer  ?i  -  fachen  Mannigfaltigkeit, 
imd  es  ist  hiernach : 

Es  ist  ferner  das  über  ein  Gebiet  Fo{zi,  Z2,  .  .  .  z„)  <  0  erstreckte  Ji- fache  Integral: 

J%(z„z„...z„)^{z,:)dv 

das  Potential  der  mit  der  Dichtigkeit  g  erfüllten  n- fachen  Mannigfaltigkeit  Fg  <  0 
in  Beziehung  auf  den  Punkt  (C),  wenn  —  wie  in  meinem  oben  erwähnten  Aufsatze 
vom  März  1869')  —  das  Element  der  w-fachen  Mannigfaltigkeit  dzidz^  .  .  .  dz„  mit 
dv  bezeichnet  wird. 

Dabei  kann  unbeschadet  der  Allgemeinheit  angenommen  werden,  dass  der 
Punkt  (C)  innerhalb  des  Gebietes  Fo  <  0  hegt,  dass  also  die  Ungleichheit  statt- 
findet : 

denn  anderenfalls  könnte  das  Gebiet  weiter  ausgedehnt  und  die  Dichtigkeitsfunc- 
tion  (5  in  dem  hinzugenommenen  Gebiete  gleich  Null  angenommen  werden. 


Setzt  man  nun  noch: 

3?  (0.0 


=   ^j(2,C)  (t  =  l,S,...H), 


dzk 

SO  ist:  -J  ;, 

^*(2.  a  =  -  (^;.  -  Q  (^('*  ~  ^^^')  '  '*■'='•'■•  •"> 

*)  In  memoriam  Doiuinici  Chelini.  Collectanea  Mathematica  1881,  p.  224.-) 

')  Bd.  I,  S.  190  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 

•)  Bd.  V,  S.  203  dieser  Ausgabe.  H 
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und: 

Die  Integrale,  welche  den  Attractionscomponenten  entsprechen,  sind  hiernach: 

—  I  %{Zi,  ^2'  •  •  -^J  %i^y  C)du    (über-FoC^i,  z„,  .  .  .  zj  <  0  erstreckt)      (t  =  i,2,...n), 
und  sie  sollen  zur  Abkürzung  mit: 

Pot.,(C„  c„...  C„) 

oder  auch  einfach  mit  Pot*  bezeichnet  werden.  Die  Poisson'sche  Potentialgleichung 
lässt  sich  alsdann  f olgendermaassen  darstellen : 

(A)  2'w  =  -^^(f-^'----^")' 

wo  Poti  durch  die  Gleichung: 

(B)  Pot»  =   —J%{Zi,  Z.^,...  2j^t(2,  C)£iw  (t  =  l,2,...n) 

(Fo(j„».,-.-i„)<0) 

definirt  ist  und  ~' ,  wie  in  meinem  citirten  Aufsatz  vom  März  1869^),  den  Inhalt 
der  («—  1) -fachen,  aus  der  n- fachen  Mannigfaltigkeit  (Zj,  Za,  .  .  .  z„)  ausgeschiede- 
nen sphaerischen  Mannigfaltigkeit: 

%\  =  1 
bedeutet. 

II.2) 
Die  Grösse  a  ist  schon  von  Jacobi  bestimmt  worden;*)  sie  ergiebt  sich  aber 
auch  in  einfacher  Weise  aus  der  Dirichlet'sch.en  Integralformel:**) 

*)  De  binis  quibuslibet  functionibus  homogeneis  secundi  ordinis  per  substitiitiones 
lineares  in  alias  biuas  transformandis,  quae  solis  quadratis  variabilium  constaut ;  una  cum  variis 
theorematis  de  transformatione  et  determinatione  integralium  multiplicium.  Creüe's  Journal, 
Bd.  XII,  S.  60.  Jacobi's  gesammelte  Werke,  Bd.  III,  S.  257,  258. 

**)  Über  eine  neue  Methode  zur  Bestimmung  vielfacher  Integrale.  Abhandlungen  der 
Akademie  von  1839.  G.  Lejeune-Dirichlet's  Werke,  Bd.  I,  S.  393.  Die  Formel  findet  sich  auf 
S.  399;  ich  habe  aber  die  Bezeichnungen  hier  etwas  verändert.  ■ 

')  Bd.  I,S.187  dieser  Ausgabe,  vgl.  auch  lironec/cer's  Vorlesungen  über  Integrale,  S.  234  und  266.  H 
'1  Vgl.  Zusatz  27  am  Ende  dieses  Bandes.  H 
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in  welcher  die  Integration  über  alle  positiven,  der  Bedingung : 

2©"<' 

genügenden  Wertlie  von  Zj ,  Zj ,  .  .  .  2„  zu  erstrecken  ist. 

Nimmt  man  näniHch  für  alle  n  Wertlie  des  Index  k: 

«*  =  !.    %  =  1.    P*  =  2> 
SO  resultirt  für  das  über  die  gesammte  ?i- fache  Mannigfaltigkeit  ^z^,  <  1  erstreckte 
Integral  Jdv  einerseits  aus  der  angeführten  Dirichlet' sehen  Formel  der  Werth: 

1     ' 

nr^n 

andererseits  ergiebt  sich  dafür  mit  Hülfe  von  Polarcoordinaten: 

h  =  ''"t.    2"*  =   ^  (*  =  l.S,...n) 

Je 

der  Werth : 

oder  also,  nach  der  obigen  Bezeichnungsweise: 

ffl 

n 

Man  erhält  also  zur  Bestimmung  des  Werthes  der  Grösse  sr  die  Gleichung : 


und  die  Jocofei'sche  Bestimmung  geht  hieraus  hervor,  wenn  man  für  rln  seinen 
Werth  einsetzt. 
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III. 

Bezeichnet  man  die  der  Gleichung  F^  =0  genügenden  Werthsysteme  von 

Zi,Zi,  .  .  .z„  mit : 

0        0  0 

2, ,  2j,  .   .  .  2„ 

und  mit  t  eine  unabhängige  reelle  Variable,  so  kann  man  mittels  der  n  Gleichungen : 

(C)  ,^  =  ,l^t{zl-Q  (.  =  M.....) 
an  Stelle  der  n  Variabein  Zi,  z^,  .  .  .  z„  die  n  +  1  Variabein : 

.00  0 

t,  z^,  z^,  .  .  .  z^ 
einführen,  von  denen  die  letzten  n  wegen  der  Gleichung: 

F„(zl  zl  .  .  .  zl)  =  0 
nur  die  Stelle  von  n—  1  Variabein  vertreten.  Die  n  +  1  Variabein: 

,00  0 

t,  Z^,  Z,'  .  .  .  Z^ 

können  also  auf  Grund  der  Gleichungen  (C)  als  Coordinaten  des  bezüglichen  Punktes 
{zi,  Zi,  .  .  .z„)  aufgefaßt  und  nach  dem,  was  ich  in  der  Einleitung  angeführt  habe, 
als  „Clausius'sche  Coordinaten"  bezeichnet  werden. 

Irgend  ein  n-faches  Integral: 

I  0iz^,  z^,  .  .  .  zjdv    (erstreckt  über  F^iz^,  z^,  .  .  .  z^)  <  0) 
geht  bei  Einführung  der  Clausitcs' sehen  Coordinaten  in  folgendes  über : 

(D)  J{1  -  tT-'0{z\  -  t{z\  -  fi),  .  .  .)dtj^{^1  -  QF„,  I"    (Fj.-,y„...  x°,.0), 

0  k  =  l 

und  hier  bedeutet  —  wie  in  meinem  mehrfach  erwähnten  Aufsatz  vom  März  1869  — 
Fok  die  Ableitung  von  Fo  nach  z^,  ferner  (5  den  absoluten  Werth  der  Quadrat- 
wurzel aus  der  Summe : 

und  endhch  dw  das  durch  die  Gleichung: 

\F^^\dw  =  (B-dz1dzl  ...dzl_^ 

h.  Eronecker'i  Werke  T  48 


378  DIE  CLAUSIUS'SCHEN  COORDINATEN 

definirte  Element  der  (n—  1) -fachen  Mannigfaltigkeit  Fg.  Dieses  Element  erhält 
man,  wenn  man  für  den  Punkt  (zj ,  2° ,  .  .  .  z] )  und  n  —  1  unendHch  benachbarte 
Punkte  der  Mannigfaltigkeit  -F«  =  0  irgend  einen  Punkt  (21,22,  .  .  .  z„)  wählt,  dessen 
,, Entfernung"  vom  Punkte  (2"): 

t  =  1 
dieselbe  ist  wie  die  von  jedem  der  n  —  1  benachbarten  Punkte,  und  wenn  man  als- 
dann den  ,, Inhalt"  des  durch  die  n  +  1  Punkte  bestimmten  Prismatoids  durch  jene 
Entfernung  dividiert.*) 

IV. 
Führt  man  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (B)  an  Stelle  der  Integi-a- 
tionsvariabeln  2  die  Claus  ins' sehen  Coordinaten  ein,  so  erhält  man  mit  Hülfe  der  all- 
gemeinen Transformationsformel  (D)  und  der  aus  (C)  resultirenden  Gleichung: 

das  Resultat : 

(E)  Pot,  =  -ßi<  -  <(~^  -  C,\  .  .  .)ätj%{z\  C)2(^"  -  C..)F„/^    (nu?,...,°„)  =  o), 

welches  sich,  wenn  zur  Abkürzung: 

und:  , 

(F)  JW,  +  th,  ■  ■  ■)dt  =  2)(t,  äi,  .  .  .  ä„;   ~:,  .  .  .  -^l) 

ö 

gesetzt  wird,  in  folgender  Weise  darstellen  lässt: 

(E')  Pot,(Ci,  .  .  .  CJ  =/25(l,  äi,  •  •  .  h.ö  ^l  ■  ■  ■  ^")^*(^".  f)^ä.n,¥  (^»(^"-  O  =  0). 


1=  1 


Nun  besteht  für  die  mit  2)  bezeichnete  Function  die  Relation : 

(G)  2)(t,  äi,  .  .  .ä„;  zl...  zl)  -  tS)(l,  täi,  .  .  .  tä„;  z\,...  zl) 

und  also  auch  die  folgende : 

*)  Vergl.  art.V  meines  im  Monatsbericht  vom  März  1869  abgedruckten  Aufsatzes*). 
Dass  dort  der  Punkt  (2)  in's  Unendliche  rückend  angenommen  wird,  ist  überflüssig. 

»)  Bd.  I,  S.  186  dieser  Ausgabe.  H 


(G') 
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k  =  n 


vorausgesetzt,  dass  partielle  Ableitungen  der  Function  5)  (t,äi,  .  .  .j,,;  .  .  .)  nach  jeder 
der  Variabein  j  existiren,  und  dass  der  nach  t  genommene  Differentialquotient  des 
Ausdrucks  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (G)  auf  die  in  (G')  angegebene  Weise 
gebildet  werden  kami,  d.  h.  also  imter  der  Voraussetzung: 

(H)  amik.-.fcl  =%k%iU,., . . .  tä„; . . .), 

wo  die  Function  %  durch  die  Gleichung : 


definirt  ist. 


^^ -S,(U„...3„,...) 


Unter  derselben  Voraussetzung  kommt,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  der 
Gleichung  (G)  einerseits  nach  t,  andererseits  nachä^  differentiirt: 

(H')  ®,(t,3i...-ä„;---)  =  t^®,(l,täi,...tä„;...). 

i  =n 

und  mit  Benutzung  der  drei  Relationen  (H),  (H'),  (H")  lässt  sich  die  Gleichung  (G') 
in  folgende  transformiren : 

(K)  2^ä,D,(t,  äi,  .  •  .  hnl  •  •  •)  =  t^-M^L^ihL:,^^  _  55(t,  ä^,  .  .  .  3„;  .  .  .). 

Um  den  nach  Ck  genommenen  partiellen  Differentialquotienten  der  mit  Potj 
bezeichneten  Function  der  Grössen  C  zu  bilden,  kann  man  auf  der  rechten  Seite  der 
Gleichung  (E')  unter  dem  Integralzeichen  differentiiren,  da  die  Elemente  des  über 
eine  nur  {n—  1) -fache,  den  Punkt  (Ci,...Ch)  umschliessende  Mannigfaltigkeit 
Fo  =0  erstreckten  Integrals  durchweg  endlich  sind.  Der  Differentialquotient: 

apotfc 

setzt  sich  hiernach  aus  folgenden  drei  Theilen  zusammen : 

48* 
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(Ji)  f^ih  h,---  ä,;  ^:,  ■  •  •  ^'n)  $.(^",  0%,fJ-^  , 

(J,)  /S)  (1,  3„  .  .  .  3„,;  2?,  .  .  .  zl)  ^iz",  Oi^o/g". 

fT\  A>n    '  '  •  -"  ^ova$fc(z",e)  ^,  p    dw 

(Jj)  J  ^(1'  öl-  ■  •  •  ä„.  -i-  •  •  -^J^aj^ — ^h^oi  (g  > 

in  welchen  die  Integrationen  über  die  Mannigfaltigkeit  jF'o  (2" ,  .  .  .  2° )  =  0  zu  er- 
strecken sind. 

Summirt  man  über  alle  Werthe  k  =  l  ,2, . .  .n,so  fällt  wegen  der  Gleichung: 

*  =  1  * 

das  Aggregat  der  n  Integrale  (J3)  fort.  Das  Aggregat  der  n  Integrale  (Ji)  lässt  sich, 
mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  von  jt ,  d.  h.  also  auf  die  Gleichung: 

h   =    ^k~2l  (*=1.2....„) 

und  die  daraus  hervorgehende  Relation: 
zuvörderst  in  folgender  Weise  darstellen: 

und  dann,  bei  Anwendung  der  obigen  Gleichung  (K),  als  Differenz  zweier  Integrale 
J'  —  J",  wo: 

/'  =  /"»(!,  a„ . . .  a.; . .  .)2*.(^'-  0^«. ¥  ('...!.  .:.-.). 

Das  Aggregat  der  n  Integrale  (J2)  ist  mit  dem  Integrale  (J")  identisch.  Somit  ergiebt 
sich  das  einfache  Resultat : 


(L) 
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welches  sich,  wegen  der  in  der  Gleichung  (F)  enthaltenen  Definition  der  Function  S> 
auch  so  darstellen  lässt : 

(L')  2"^^  =  5(C,.  . .  .  C„)/2^.(/,  C)F,,  f  (.o(.V..4.  =  o). 

Da  bei  dieser  letzten  Schlussfolgerung  der  nach  t  genommene  Differential- 
quotient des  Integrals : 
t 
A^dl  -  <)2'+'<Ci,  ...  (1  -  t)zl  +  tQdt, 

0 

für  t  =  1 ,  durch  den  Werth,  welchen  die  zu  integrirende  Function  für  t  =  l  an- 
nimmt, ersetzt  worden  ist,  so  muss  die  Dichtigkeitsfunction  ^  in  dem  Punkte  (C) 
nach  den  verschiedenen  Richtungen  hin  als  stetig  vorausgesetzt  werden,  wenigstens 
insoweit,  dass  die  Ausnahmen  auf  das  Resultat  der  {n—  1) -fachen  Integration  auf 
der  rechten  Seite  der  Gleichung  (L)  keinen  Einfluß  haben. 

V. 

Um  nunmehr  noch  die  Übereinstimmung  der  Gleichung  (L')  mit  der  zu  be- 
weisenden Potentialgleichung  (A)  darzuthun,  kann  man  das  Gebiet  Fq  <  0,  auf 
welches  die  mit  Pot^  bezeichneten  Integrale : 

zu  erstrecken  sind,  in  zwei,  durch  die  beiden  Ungleichheiten : 

*=n  *=n 

*=i  * = 1 

charakterisirte  Gebiete  theilen  und  aber  dabei  g  so  klein  wählen,  dass  für  alle  der 
Ungleichheit: 

k  =  n 

genügenden  Grössen  z  auch  die  Ungleichheit  Fo(zi,  .  .  .  z„)  <  0  besteht. 

Gemäss  einer  solchen  Theilung  des  Gebietes  Fo  <  0  sondert  sich  jedes  Inte- 
gral Pott  in  zwei  andere: 
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von  denen  das  erstere  sich  über  das  Gebiet: 

*= 1 

das  letztere  über  das  durch  die  beiden  Ungleichheiten : 

2(^*  -  ^*)'  -  e'  >  0,    F,{z,  ,...z„)<0 

k  =  1 

definirte  Gebiet  erstreckt.  Da  nun  offenbar  diö  Summe : 

gleich  Null  ist,  so  kann  in  der  Gleichung  (L')  die  Summe  auf  der  linken  Seite  durch 
die  Summe:  ^_^^ 

'y'apoti-' 

ersetzt  werden.  Deren Werth  ist  aber  gemäss  eben  derselben  Gleichung  (L),  wenn 
darin  an  Stelle  der  Begrenzungsfunction  F^  die  Function : 

k=  n 

^{h  -  ^kf  -  Q 

genommen  wird,  gleich  5(^1,  •  •  •  C«),  multiplicirt  mit  dem  über  die  («—  1) -fache 
sphaerische  Mannigfaltigkeit : 

k  =  n 

erstreckten  Integral: 

und  hier  ist:  ^ 

%s^{/,  C)  =  -  "^-^K    n,  =  2(.:  -  Q,    (B  =  2e. 

Der  Werth  des  mit5(Ci,  ■  ■  ■  C„)  multiphcirten  Integrals  ist  also  gleich  —  st,  und  es 
ergiebt  sich  daher  in  der  That  die  Gleichung : 

welche  hergeleitet  werden  sollte. 
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Die  Function  S)  (1 ,  3i ,  .  .  .  §„ ;  2° ,  .  .  .  z" )  oder : 


1 

ß 


deren  Differentiirbarkeit  nach  den  verschiedenen  Variabehi  C  vorausgesetzt  worden 
ist,  kann  —  gemäss  ihrer  Bedeutung  für  den  Fall  «  =  3  —  als  „die  mittlere  Dichtig- 
keit der  vom  Punkte  (;)  nach  dem  Punkte  (Zg)  gezogenen  geraden  Linie"  bezeichnet 
werden.  Da  das  Gebiet  i^o  <  0  nur  so,  dass  es  den  Punkt  (C)  enthält,  im  Übrigen  aber 
ganz  behebig  anzunehmen  ist,  so  besteht  die  angegebene  Voraussetzung  nur  darin, 
dass  mindestens  für  eine  Art  der  Umgebung  des  Punktes  (C)  die  mittlere  Dichtigkeit 
in  den  vom  Punkte  ausgehenden,  bis  zur  Begrenzung  der  Umgebung  gezogenen 
Strahlen  differentiirbar  sei,  und  diese  Voraussetzung  erscheint  wesentUch  geringer 
als  die  Gauss' sehe,  dass  die  Dichtigkeit  im  Punkte  (C)  selbst  nach  allen  n  Variabein 
differentiirbar  sein  soU. 
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ANTRITTSREDE  VON  L.  KRONECKER. 

Die  hohe  Auszeichnung,  welche  Sie  mir  haben  zu  Theil  werden  lassen,  in- 
dem Sie  mich  aus  ganz  privaten  Verhältnissen  in  Ihre  Mitte  beriefen,  und  die  mathe- 
matische Forschung,  welche  ich  bis  dahin  nur  der  eignen  Neigung  folgend  gepflegt 
hatte,  mir  als  akademische  Pfhcht  auferlegten,  erregt  in  mir  den  lebhaften  Wunsch, 
daß  die  weiteren  Ergebnisse  meiner  wissenschaftUchen  Thätigkeit  der  hohen  Auctori- 
tät  dieser  Akademie,  unter  welcher  sie  fortan  erscheinen  sollen,  nicht  unwerth  sein 
möchten.  Die  Ehre,  welche  Sie  mir  durch  Ihre  Wahl  erwiesen  haben,  und  welche 
mich  den  hervorragendsten  Männern  der  Wissenschaft,  hochgeschätzten  Lehrern 
und  langjährigen  heben  Freunden  als  Mitgenossen  verbindet,  erfüUt  mich  mit  dem 
aufrichtigsten  Danke,  welchen  heute  öffenthch  Ihnen  zu  bekennen  mir  zur  wahren 
Freude  gereicht. 

Die  beiden  mathematischen  Disciphnen,  welchen  meine  bisherigen  Arbeiten 
zumeist  angehören,  die  Zahlentheorie  und  Algebra,  stehen  in  eigenthiimhchem  Gegen- 
satze zu  einander.  Auf  der  einen  Seite  die  Mannigfaltigkeit  wundersamer  Erschei- 
nungen, die  Fülle  überraschender  Einzelheiten,  welche  die  Zahlentheorie  bietet,  in- 
dem sie  das  Quantum  in  seinen  Besonderheiten  imd  Beschränkungen  auffasst;  auf 
der  andern  Seite  die  starren,  künstUchen  Gebilde  der  Algebra,  welche  die  Quan- 
tität so  weit  verallgemeinert,  daß  sie  gänzhch  davon  abstrahirt  und  nur  die  Formen 
der  Grössenbeziehungen  beibehält.  Die  Algebra  ist  insofern  nicht  eigenthch  eine 
Disciphn  für  sich,  sondern  Grundlage  und  Werkzeug  der  gesammten  Mathematik, 
und  ihre  neuere  grossartige  Entwickelung  ist  in  der  That  durch  das  Bedürfnis  anderer 
mathematischer  Disciphnen  erweckt  und  gefördert  worden.  Aber  das  besondere  Ge- 
biet der  Algebra,  auf  dessen  Erforschung  seit  Jahren  mein  Sinn  und  Streben  ge- 
richtet ist,  die  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen,  hat  mit  der  Zahlentheorie 
viele  EigenthümMchkeiten  und  Vorzüge,  hat  die  Art  der  geschichthchen  Entwicke- 
lung, den  frühen  Beginn  und  langsamen  Fortschritt  mit  ihr  gemein.  Beide  Theorieen 
haben  auch  unter  einander  die  mannigfachsten  Beziehungen;  und  wenn  gleich  das 
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algebraische  Element  in  der  jetzigen  Entwickelung  der  höheren  Arithmetik  noch 
deutlicher  hervortritt,  so  ist  doch  auch  das  zahlentheoretische  Element  in  den  neueren 
Untersuchungen  über  die  algebraischen  Gleichimgen  nicht  zu  verkennen.  Zu  dieser 
Verknüpfung  der  Algebra  und  Zahlentheorie  hat  Gauss  —  wie  in  so  vielen  Fort- 
schritten der  mathematischen  Wissenschaften  —  den  Grund  gelegt ;  er  hat  einen  Ab- 
schnitt seines  klassischen  arithmetischen  Werkes  der  Untersuchung  der  Gleichungen 
gewidmet,  auf  denen  die  Kreisteilung  beruht ;  er  hat  dort  der  Theorie  der  Zahlen  und 
der  Gleichungen  den  Weg  ihrer  künftigen  Entwickelung  vorgezeichnet.  Freihch 
konnten  zu  besonderen  Klassen  algebraischer  Gleichungen  die  Forscher  sich  nicht  füg- 
lich mit  Eifer  und  Erfolg  zurückwenden,  ehe  die  algebraische  Auflösung  der  all- 
gemeinen Gleichungen  höherer  Grade  als  unmöghch  erkannt  worden  war.  Diese  Er- 
kenntniß  wurde  aber  erst  durch  Abel  streng  begründet  und  hiermit  eine  Aufgabe  er- 
ledigt, an  welcher  —  wie  Dirichlet  sagt  —  ,,mehr  als  Einer  von  denen,  welche  später 
einen  großen  Namen  erlangt  haben,  zuerst  seine  Kräfte  geübt  hat,"  eine  von  den 
vielen  Fragen  der  Algebra  imd  Zahlentheorie,  welche,  scheinbar  elementar  und  leicht 
zugänghch,  die  Forschrmg  erst  angeregt  und  dann  in  die  Tiefen  der  Wissenschaft 
gelockt  haben.  Sobald  jenes  wichtige  ^^e^sche  Resultat,  in  seiner  negativen  Form, 
ein  altes  und  ziemhch  ödes  Gebiet  der  Algebra  abgeschlossen  hatte,  wurde  durch  die 
Bemühungen,  demselben  Resultate  positive  Seiten  abzugewinnen,  ein  neues,frucht- 
bareres  Feld  eröffnet.  Auch  diesem  hat  Abel  selbst  —  und  wie  immer  mit  dem  glück- 
lichsten Erfolge  —  seine  rastlose  Forschung  zugewendet,  und  wenige  Jahre  später 
hat  Galois  seine  genialen  Untersuchungen  auf  demselben  Gebiete  begonnen.  Leider 
sind  die  Arbeiten  beider  großen  Mathematiker  durch  deren  frühzeitigen  Tod  unter- 
brochen und  nur  die  fruchtbaren  Keime  derselben  in  ihren  hinterlassenen  Papieren 
bewahrt  worden;  aber  in  jüngster  Zeit  ist  es  vielfach  versucht  worden,  diese  Keime 
zu  entwickeln  und  die  verborgenen  Schätze  jenes  neuen  Feldes  der  Algebra  zu  er- 
schließen. Indem  auch  ich  diese  Bemühungen  seit  längerer  Zeit  verfolgte,  traf  ich  in 
mehreren  Resultaten  derselben  mit  Hrn.  Hermite  zusammen,  und  diese  Begegnung 
mit  einem  der  ausgezeichnetsten  französischen  Mathematiker  gereichte  nicht  bloß 
mir  zur  persönlichen  Genugthuung,  sondern  auch  zur  Rechtfertigung  für  den  Gang 
unsrer  beiderseitigen  Untersuchungen.  Selbst  ein  Seitenweg  derselben  war  uns  ge- 
meinsam und  führte  uns  gleichzeitig  zur  Behandlung  der  complexen  Multiplication 
der  elliptischen  Functionen,  zu  Arbeiten,  deren  Gegenstand  der  Analysis  entnommen, 
für  welche  aber  die  Anregung  durch  die  Algebra  gegeben,  Richtung  und  Ziel  durch 
die  Zahlentheorie  bezeichnet  ist.  Die  Verknüpfung  dieser  drei  Zweige  der  Mathema- 
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tik  erhöhte  den  Reiz  und  die  Fruchtbarkeit  der  Untersuchung;  denn  ähnhch  wie  bei 
den  Beziehungen  verschiedener  Wissenschaften  zu  einander  wird  da,  wo  verschiedene 
DiscipHnen  einer  Wissenschaft  in  einander  greifen,  die  eine  durch  die  andre  gefördert 
und  die  Forschung  in  naturgemäße  Wege  geleitet.  —  Daß  ich  bei  der  Beschäftigung 
mit  jenem  Kapitel  der  Theorie  der  elhptischen  Functionen  schon  in  freundschaft- 
lichem Verkehr  mit  Hrn.  Weierstraß  stand,  dem  Meister  auf  diesem  Gebiete  der 
Analysis,  hatte  auf  meine  Arbeiten  den  bedeutendsten  Einfluß;  daß  deren  Ergeb- 
nisse den  Begriff  des  Idealen  anderweit  begründeten  und  beglaubigten,  welchen  die 
Wissenschaft  meinem  Freunde  Kummer  verdankt,  befriedigte  vor  Allem  —  um  des- 
sen eignen  Ausdruck  zu  gebrauchen  —  mein  mathematisches  Herz.  Als  ich  endUch 
im  Verfolg  dieser  Untersuchungen  jüngst  Aussicht  erlangte,  dieselben  auch  an 
DirichleVs  Arbeiten  anzuschließen,  und  namenthch  seinen  berühmten  analytisch- 
zahlentheoretischen  Methoden  eine  neue  und  ausgedehnte  Anwendimg  zu  geben, 
ward  mein  Eifer  vermehrt  durch  das  Gefühl  der  Pietät  gegen  meinen  verewigten 
Lehrer,  erhöht  durch  die  Hoffnimg,  auf  den  von  Dirichlet  eröffneten  Pfaden  zugleich 
eine  von  ihm  bevorzugte  Discipün  fördern  und  dem  Ruhme  seines  Andenkens  dienen 
zu  können. 


DIE  ERWIEDERUNG  VON  ENCKE. 

Mein  hochgeehrter  Lehrer,  der  vor  wenigen  Jahren  verstorbene  Geheime 
Hofrath  Gauss  in  Göttingen,  pflegte  in  vertraulichem  Gespräche  häufig  zu  äussern, 
die  Mathematik  sei  weit  mehr  eine  Wissenschaft  für  das  Auge  als  eine  für  das  Ohr. 
Was  das  Auge  mit  einem  Bhcke  sogleich  übersieht,  und  vermöge  der  glückUchen 
Zeichensprache,  die  in  den  mathematischen  Schriften  mit  einer  Vollkommenheit 
sich  ausgebildet  hat,  wie  in  keiner  andern  Wissenschaft,  besonders  auch  in  Bezug 
auf  die  Aufeinanderfolge  der  auszuführenden  Operationen  sogleich  auffasst;  das  wird 
auf  dem  langen  Wege  der  Übersetzung  der  Zeichen  in  Worte,  nie  so  präcise  bei  dem 
mündUchen  Vortrage  dem  Ohr  sich  darstellen,  dass  es  dem  Zuhörenden  zugänghch 
genug  gemacht  werden  könnte,  um  auch  für  die  mit  dem  Gegenstande  weniger  Ver- 
trauten, sogleich  vergegenwärtigt  zu  sein.  Eben  deshalb  war  Gauss  in  der  Wahl  der 
Bezeichnungen,  selbst  bei  der  Auswahl  der  einzelnen  Buchstaben,  ungemein  peinlich, 
giebt  es  doch,  wie  z.  B.  bei  der  Differentialrechnung,  auffallende  Beispiele,  daß  bei 
der  Ausbildung  der  späteren  Erweiterungen  die  Bezeichnung  einen  hervorragenden 
Anteil  hat,  und  selbst  auf  die  Deutüchkeit  der  neu  einzuführenden  Begriffe  von  dem 
grössten  Einflüsse  ist. 

Diese  Betrachtungen  drängten  sich  mir  unwillkürUch  auf,  als  meine  Stellung 
mir  das  erfreuhche  Geschäft  anwies,  Ihnen,  geehrtester  Herr  College,  den  Eintritts- 
gruss  in  der  Akademie  auszusprechen.  Meine  Beschäftigung  mit  der  Anwendung  der 
Mathematik  auf  die  Astronomie,  welche  Wissenschaft,  in  früheren  Zeiten  besonders, 
der  Mathematik  vorzugsweise  die  Veranlassung  darbot,  ihre  Kräfte  zu  üben  und 
an  den  dargebotenen  Problemen  zu  erstarken  und  fortzubilden,  würde  bei  der  ver- 
schiedenen Richtimg,  welche  beide  Wissenschaften  genommen  haben,  jetzt  weniger 
Aufforderung  mir  gegeben  haben.  Aber  gerade  der  große  Namen  von  Gauss  ruft  mir 
die  Zeit  vor  jetzt  gerade  50  Jahren  in  das  Gedächtnis  zurück,  wo  ich  ihm  als  meinem 
Lehrer  im  Jahre  1811  zuerst  nahe  trat,  um  so  mehr  als  gerade  die  drei  Abtheilungen 
der  Mathematik,  mit  denen  Sie  sich  bisher  vorzugsweise  beschäftigt  und  Ihre  aus- 
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gezeichneten  Talente  bewährt  haben,  nämHch  die  elHptischen  Integrale,  die  Algebra 
in  höherem  Sinne  und  die  Zahlentheorie,  auch  bei  Gauss  trotz  seiner  vielfachen  an- 
deren Wirksamkeit  eine  hervorragende  Stelle  einnahmen.  Die  eUiptischen  Funk- 
tionen hatten  schon  sehr  frühe  die  Aufmerksamkeit  von  Gauss  auf  sich  gezogen, 
wenngleich  er,  wie  bei  vielen  anderen  Zweigen  seines  Wissens,  die  Veröffentlichung 
der  von  ihm  gefundenen  Resultate  so  lange  verschob,  bis  die  Untersuchimgen  von 
Abel  und  Jacobi  sie  unnötig  machten,  und  diese  ihn  der  Mühe  überhoben,  die  voll- 
endete Ausfeilung  seiner  Ideen  in  diesem  wichtigen  und  noch  zu  so  umfassenden 
Erweiterungen  anregenden  Abschnitte  auszuarbeiten,  ein  Geschäft,  zu  welchem  er 
immer  bei  jedem  Gegenstande  nur  mit  großer  Überwindung  sich  entschloss.  Die 
Algebra  in  ihren  höheren  Theilen  und  ihre  Anwendung  auf  Geometrie,  hat  ihm  zu 
mehreren  seiner  wichtigsten  und  auf  Schärfe  und  Bestimmtheit  gerichteten  Arbeiten 
Veranlassung  gegeben.  Selbst  speciell  die  Lehre  von  den  Gleichungen,  und  die  Be- 
weise ihrer  Grundprincipien  so  wie  die  Theilung  ihrer  Wurzeln  beschäftigte  ihn  lange 
Zeit  und  wiederholt,  wovon  die  vier  Beweise  für  die  MögHchkeit  der  Zerlegung  jeder 
Gleichung  in  Hneare  Faktoren  mir  immer  das  merkwürdigste  Beispiel  geben.  Ganz 
besonders  aber  war  und  blieb  bis  in  sein  höchstes  Alter  seine  Liebhngsneigimg  der 
Zahlenlehre  zugewandt.  Wie  er  zuerst  in  den  Disquisitionibus  arithmeticis  zu  einer 
besonderen  Disciplin  sie  erhoben  und  für  Deutschland  wenigstens  in  gewissem  Sinne 
geschaffen  hatte,  so  hat  auch  in  seinen  späteren  Jahren  jede  Berührung  mit  der- 
selben, wenn  er  sie  bei  den  jüngeren  Mathematikern  fand,  mit  dem  lebhaftesten 
Interesse  ihn  angeregt,  wovon  unsere  Akademie  an  den  beiden  verstorbenen  Mit- 
ghedern  Dirichlet  und  Eisenstein,  die  wir  beide  ihm  verdanken,  ein  redendes  Zeug- 
niss  abgiebt.  Es  ist  dabei  noch  nicht  lange  her,  dass  er  durch  Einführung  der  com- 
plexen  Zahlen,  die  in  den  Gleichvmgen  angewandt,  aber  auf  die  Zahlenlehre  noch 
nicht  übertragen  waren,  und  die  er  im  mündMchen  Gespräch  mit  VorHebe  verfolgte, 
einen  wichtigen  Hauptschritt  in  der  Zahlenlehre  begründete,  den  unser  College 
Kummer  mit  so  vielem  Erfolge  weiter  geführt  hat.  Den  dabei  häufig  gebrauchten  Aus- 
druck von  unmöglichen  Grössen  pflegte  er  dabei  ganz  zu  verwerfen,  da  sich  ihre  be- 
stimmte nachweisbare  Bedeutung  angeben  läßt,  auch  des  Ausdruckes  der  imaginären 
Werthe  bediente  er  sich  ungern,  am  Mebsten  schien  er  nach  der  geometrischen  Bedeu- 
tung sie  laterale  Größen  zu  nennen.  Möge  es  mir  gestattet  sein,  bei  dieser  Gelegenheit 
die  Schrift  eines  meiner  damaligen  CommiHtonen  vor  fünfzig  Jahren,  des  verstorbenen 
Professors  der  Physik  an  der  Universität  zu  Freiburg  Seeber  zu  erwähnen,  welche 
von  Gauss  mit  Beifall  aufgenommen  wurde,  „Untersuchungen  über  die  Eigenschaften 
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der  positiven  ternären  quadratisclien  Formen",  die  im  Jakre  1831  in.  Freiburg  er- 
schien. Ein  Versuch,  die  Art,  wie  die  festen  Körper  aus  den  kleinsten  Theilen  ihrer 
Materie  gebildet  sind,  aus  den  Gesetzen  der  Mechanik  zu  erklären,  führte  den  Ver- 
fasser auf  eine  Auflösung  dieser  Aufgabe,  nach  welcher  die  positiven  ternären  qua- 
dratischen Formen  in  der  innigsten  Beziehimg  zu  der  inneren  Struktur  der  festen 
Körper  stehen,  imd  zu  deren  weiteren  Ausbildung  deshalb  eine  ausführlichere 
Kenntniß  der  Eigenschaften  der  positiven  ternären  quadratischen  Formen,  als  die 
Disquisitiones  arithmeticae  enthalten,  nothwendig  ist.  Wenn  auch  das  in  dem  Werk 
behandelte  Problem,  über  die  Eigenschaften  der  positiven  ternären  quadratischen 
Formen  später  eine  viel  kürzere  imd  vollendetere  Lösung  erhalten  hat,  so  deutet  doch 
das  Interesse  von  Gauss  an  diesem  Werke  seines  Schülers  an,  wie  er  immer,  dem 
Motto,  was  er  seinem  eigenen  Bilde  gegeben  hat:  ThouNature  art  my  goddess,  to  thy 
laws  My  Services  are  bound,  treu  gebüeben  ist,  bei  seinen  Untersuchungen  die  Er- 
forschung der  Gesetze  der  Natur  stets  fest  im  Auge  zu  behalten. 

Mit  Sicherheit  glaube  ich  voraussetzen  zu  dürfen,  daß  diese  unwillkürliche 
Erinnerimg  an  unseren  deutschen  Mathematiker,  dem  in  drei  Zweigen  Ihrer  Wissen- 
schaft Sie  so  glückhch  nachzueifern  bisher  bestrebt  gewesen  sind,  nicht  anders  von 
Ihnen,  geehrtester  Herr  College,  aufgenommen  werden  kann,  als  ein  Beweis,  wie  hoch 
Ihr  schon  jetzt  erworbenes  Ansehen  bei  mir  steht,  und  wie  sehr  ich  mich  freue,  Ihre 
ELräfte  und  Erfolge  für  die  Akademie  gewonnen  zu  sehen. 


L.  Kronecker'a  Werke  V  50 
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BEMERKUNGEN  ZU  DU  BOIS-REYMOND'S  ARBEIT: 
„DIE  APERIODISCHE  BEWEGUNG  GEDÄMPFTER  MAGNETE"  ^ 

Läßt  man  den  Magnet  aus  einer  positiven  Ablenkimg  j  ohne  Dämpfung 
fallen,  bis  er  eine  Ablenkung:  j  cos  v  erreicht,  und  erst  an  dieser  Stelle  die  Dämpfung 
eintreten,  was  sich  durch  Schheßen  eines  Gewindes  bewerksteUigen  Heße,  so  kann 
man  für  die  weitere  Bewegung  des  Magnetes  die  Größen  j  vmd  v  als  Constanten 
einführen.  Hiernach  erhält  man,  wenn  der  Nullpunkt  der  Zeit  an  den  Eintritt  der 
Dämpfung  und 

Vb  =  ja  •  tg  M  (''<"<f) 

gesetzt  wird,  Ablenkung  und  Geschwindigkeit  durch  folgende  Gleichungen  bestimmt : 


oder: 


'v   i,t  cos  (tt  +  u)        ,,        ,       ',   ,ii  sin  (m  —  v) 

ax  +  x)e    =  nx ^--^-^,     ihx -\- x)e     =  nf  • — ^^ - 

'       '  ^  sin  u  ^  '  cos  M 

COS  2m  =  cos  w  •  cos(w  +  ^)«~     —  sin  M  •  sin  (w  —  v)e~'^ 


l 
cos  2m  =  sin  m  •  cos(m  +  v)e~'' —  cos  u  ■  sin(M  —  ■y)e~''". 

Für  t  =  0  wird :  , 

X  =  f  cos  V,     X  =  —  nj  sin  v 

ax-\-  x'  cos  u  cos  (m  +  v)        ax'  +  x"  sin  u  cos  {u  -\-  v) 

hx-\-  x'         sin  u  sin  (m  —  v)  '     bx'  -\-  x"         cos  u  sin  (m  —  v) 

Der  Ausdruck  £°^A" Jr"^  durchläuft,  wenn  v  von  0  bis  u  geht!  aUe  Werthe  von  cot  u 
bis  +  oo ,  hierauf  (während  v  von  u  bis  n  wächst)  stetig  zunehmend  alle  Werthe  von 
—  oo  bis  cot  u.  Liegt  v  zwischen  0  imd  u  oder  zwischen  ^  —  u  und  n,  so  findet  der 
erste  Hauptfall  statt,  der  zweite  aber,  sobald  v  zwischen  u  und  ^—  u  liegt. 

So  lange  v  ^  ~—  u  ist,  d.h.  so  lange  die  Dämpfung  bei  einer  Ablenkung 
eintritt,  welche  nicht  kleiner  als  j  sin  u  oder  f  I/^-ttk  ist,  überschreitet  der  Magnet 

»)  Vgl.  Zusatz  28  am  Ende  dieses  Bandes.  H 
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nicht  seine  Kuhelage  x  =0,  sondern  nähert  sich  derselben  asymptotisch  von  der 
positiven  Seite  her.  Wenn  aber  v  zwischen  ^—u  und  |  hegt  und  demgemäß  die 
Ablenkimg  bei  Eintritt  der  Dämpfmig  positiv  imd  kleiner  als  f  sm  w  ist,  so  über- 
schreitet der  Magnet  die  Ruhelage,  kehrt  bei  der  negativen  Ablenkung: 

a  2, 

/— COS  (m  +  «)\ä7  /     sinw     \»r 
'•^^z  =  \        cosu        I      \sm(u  —  u)l 

um  und  nähert  sich  alsdann  von  der  negativen  Seite  her  wiederum  der  Ruhelage. 
Wenn  endhch  v  zwischen  ~  und  n  hegt,  die  Dämpfimg  z^&o  erst  bei  einer  negativen 
Ablenkung  begiimt,  so  bewegt  sich  der  Magnet  im  Sinne  wachsender  negativer  Ab- 
lenkungen weiter  bis  zu  dem  durch  den  Ausdruck  (A)  gegebenen  Maximum,  kehrt 
alsdann  um  und  erreicht  schheßhch  von  der  negativen  Seite  her  seiue  Ruhelage. 
Der  Werth  a;  =  0  wird  also  für  positive  endhche  Werthe  von  t  nur  erreicht,  wenn 
^-  —  u  <v  <  ^  ist,  der  Werth  x'  =  0,  wenn  ^—  u  <  v  <n  ist. 


BEMERKUNG  ZUR  NOTE  DES  HERRN 

A.H.ANGLIN:  „ZUR  THEORIE 
DER  SYMMETRISCHEN  FUNCTIONEN" 


VON 


L.  KRONECKER. 


Crelle,  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik, 
Band  98,  S.  176. 


BEMERKUNG  ZUR  NOTE  DES  HERRN  A.H.ANGLIN: 
ZUR  THEORIE  DER  SYMMETRISCHEN  FUNCTIONEN.^) 

Das  Resultat  findet  sich  auch  in  Jacobi's  Nachlass  und  ist  in  dem  neuUch 
erschieneneu  dritten  Bande  seiner  Werke  unter  No.  23  veröffenthcht.  Doch  war 
Herrn  Anglin's  (enghsch  abgefasstes)  Manuscript  der  Redaction  schon  lange  vorher 
zugegangen  und  ist  nur,  wegen  der  inzwischen  erfolgten  Pubhcation  der  Jacobi'sGhen 
Entwickelungen,  bei  der  Übertragung  ins  Deutsche  wesenthch  gekürzt  worden.  Die 
Herleitung  kann  aber  noch  vereinfacht  werden.  Es  besteht  nämhch  die  identische 
Gleichung:^) 

i  =  0  1=0  A  =  U/.  =  1 

welche  das  vollständige  Resultat  der  Division  von  x'"^''  durch  5  (ä^)"),  näniHch  so- 
wohl den  Quotienten  als  auch  den  Rest,  mittels  der  symmetrischen  Functionen  S 
darstellt.  Zur  Verification  der  Gleichung  (B.)  bedarf  man  nur  einer  in  den  Recursions- 
formeln  (A.)^)  enthaltenen  Definition  der  Grössen  S;  denn  der  Coefficient  von  x" 
wird,  wenn  g  <m  ist,  in  beiden  Summanden  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (B.) : 

l=m-y  t=0 

und  die  Summe  dieser  beiden  Summen  wird  gemäss  den  Formeln  (A.)^)  gleich  Null; 
werm  aber  g  ^  m  ist,  so  kommt  x"  nur  in  dem  ersten  Summanden  auf  der  rechten 
Seite  von  (B.)  vor,  und  zwar  mit  dem  Coefficienten : 

*=0 

dessen  Werth  gemäss  den  Formeln  (A.)^)  gleich  (5o,,„_y  +  p,  also  gleich  Null  ist,  wenn 
g  <  m  +  f  ist,  aber  gleich  Eins  im  Fall g  =m  -\-  f. 

^)  Vgl.  Zusatz  29  am  Ende  dieses  Bandes.  H 

')  Vgl.  Zusatz  30  am  Ende  dieses  Bandes.  H 
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ABDRÜCK  EINER  NOTIZ  ÜBER  EINE  NICHT 

VERÖFFENTLICHTE  ABHANDLUNG: 

„SÜLLE  SÜPERFICIE  ALGEBRICHE 

IRRIDUCIBILI AVENTI  INFINITE  HOLTE  8EZI0NI 

PIANE  CHE  81  8PEZZAN0  IN  DUE  CÜRVE" 


PAR 


M.  LEOPOLD  KRONECKER. 


Rendiconti  della  Reale  Accademia  dei  Lincei  1885  Ser.  IV,  VoL  II  (1«  Sem.)  p.  323—324. 


SÜLLE  SUPERFICIE  ALGEBRICHE  IRRIDUCIBILI  AVENTI  INFINITE 

HOLTE  SEZIONI  PIANE  CHE  SI  SPEZZANO  IN  DUE  CURVE. 

NOTA*)  DEL  SOCIO  STRANIO  LEOPOLDO  KRONECKER. 

L'autore  fa  all'  Accademia  una  communicazione  verbale  nella  quäle  riassume 
il  proprio  lavoro.^) 

II  Socio  Cremona  chiede  la  parola  per  ringraziare  l'illustro  Socio  Kronecker 
e  dice  che  il  lavoro  da  questi  presentato  meriterä  d'essere  cliiamato  la  Memoria 
Romana  di  Kronecker  (Kronecker's  Römische  Abhandlung),  non  solo  perche  com- 
municata  in  Roma  personalmente  dall'  autore  ma  anche  perche,  mentre  vi  si  tratta 
un  interessante  problema  algebrico,  questo  conduce  precisamente  a  quella  super- 
ficie  che  Steiner  pel  primo  considerö  or  sono  40  anni,  qui  in  Roma,  dove  si  trovava 
in  compagnia  di  Jacobi,  di  Dirichlet,  di  Borchardt  e  di  Schläfli,  e  che  perciö  ricevette 
il  nome  di  Suferficie  Romana. 

*)  Questa  Nota  sarä  pubblicata  in  uno  dei  prossinii  Kendiconti. 

')  Vgl.  Zusatz  31  am  Ende  dieses  Bandes.  H 


BRIEFWECHSEL  ZWISCHEN 

GUSTAV  LEJEUNE-DIRICHLET  UND  HERRN 

LEOPOLD  KRONECKER 


HERAUSGEGEBEN  VON 


ERNST  SCHERING. 


Nachrichten  von  der  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen 
vom  Jahre  1885.  S.  361— 382. 


BRIEFWECHSEL  ZWISCHEN  G.  LEJEUNE-DIRICHLET  UND  HERRN 
LEOPOLD  KRONECKER,  HERAUSGEGEBEN  VON  ERNST  SCHERING. 

Herr  Kronecker  hat  die  Güte  gehabt,  mir  die  von  Dirichlet  an  ihn  geschriebe- 
nen Briefe  zuzusenden,  um  dieselben  der  Könighchen  Universitäts-Bibhothek  in 
Göttingen  als  Geschenk  zu  übergeben. 

Diese  Briefe  gehören,  außer  dem  ersten,  der  Zeit  von  Dirichkfa  Aufenthalt 
in  Göttingen  an  und  haben  durch  diese  örtHche  Beziehung  ein  besonderes  Interesse 
für  uns.  Da  dieselben  auch  eine  große  geschichthche  Bedeutung  für  die  mathema- 
tische Wissenschaft  besitzen,  so  habe  ich  Herrn  Kronecker  um  die  Erlaubniß  ge- 
beten, diese  Briefe  sowie  auch  einige  von  Herrn  Kronecker  an  Dirichlet  gerichtete 
Briefe  abdrucken  zu  lassen,  auf  welche  die  oben  erwähnten  sich  beziehen,  und  von 
welchen  ich  wußte,  daß  Dirichlet's  Sohn  dieselben  nach  des  Vaters  Tode  an  den  Ver- 
fasser zurückgegeben  hatte.  Diese  Erlaubniß  hat  Herr  Kronecker  gütigst  gewährt 
und  auch  gestattet,  daß  seine  Briefe  an  Dirichlet  mit  dessen  Antworten  auf  dieselben 
der  hiesigen  Universitäts-Bibhothek  übergeben  werden. 

E.  Seh. 

I.  Dirichlet  an  Herrn  Kronecker. 

Ich  habe  mir,  verehrter  Freund,  so  große  Nachlässigkeit  gegen  Sie  zu  Schul- 
den kommen  lassen,  daß  ich  fast  verzweifeln  muß,  Ihre  Verzeihung  zu  erlangen.  Sie 
werden  nämhch  als  junger  Mann  kaum  glaubUch  finden,  was  ich  zu  meiner  Ent- 
schuldigung anführen  kann,  da  Sie  sich  schwerhch  eine  Vorstellung  davon  machen, 
wie  sehr  es  einem  im  Mittelalter,  in  welches  ich  schon  seit  längerer  Zeit  getreten  bin, 
an  der  nöthigen  Flexibihtät  fehlt,  um  sich  schnell  in  Dinge  hineinzufinden,  mit  denen 
man  nicht  schon  einigermaßen  vertraut  ist.  Als  Ihr  erster  Brief  ankam,  war  ich  mit 
13  wöchenthchen  Vorlesungen  u.  anderen  Geschäften  so  überladen,  daß  die  wenige 
Zeit,  die  ich  dem  Studium  Ihrer  interessanten  Mittheilung  zu  widmen  im  Stande 
war,  durchaus  nicht  ausreichte,  um  mir  Ihre  Untersuchungen  klar  zu  machen.  Ich 
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lioffte,  daß  ich  in  den  Ferien  dazu  gelangen  würde,  besser  in  das  Wesen  Ihrer  Arbeit 
einzudringen,  von  der  ich  durch  meine  vorläufigen  Bemühungen  wenigstens  die 
Ueberzeugung  gewonnen  hatte,  daß  Sie  darin  einen  vielfach  behandelten  Gegenstand 
von  einer  neuen  u.  wie  mir  schien  sehr  glückhch  gewählten  Seite  angefaßt  haben. 
In  dieser  Hoffnung  fand  ich  mich  aber  leider  getäuscht,  da  ich  gleich  nach  Beginn 
der  Ferien  von  einem  Anfall  der  Grippe  heimgesucht  wurde,  der  mich  länger  als  drei 
Wochen  zu  jeder  Anstrengung  unfähig  gemacht  hat.  Nachdem  ich  jetzt  in  den  letzten 
Tagen  Ihrer  Arbeit,  wie  ich  glaube,  näher  getreten  bin,  beeile  ich  mich  Ihnen  zu 
sagen,  daß  es  mir  selu-  wünschenswert!!  scheint,  daß  Sie  eine  kurze  Notiz  über  Ihre 
Untersuchungen  veröffentHchen,  da  Sie  leider  durch  Ihr  fortgesetztes  schlechtes  Be- 
finden verhindert  sind,  an  eine  ausführliche  Redaktion  derselben  für  jetzt  zu  denken. 
Wenn  diese  Notiz,  die  Sie  durchaus  so  einrichten  müßten,  daß  jeder  dem  Gegen- 
stande nicht  fremde  Mathematiker  sich  vollständig  daraus  vernehmen  kami,  nicht 
die  Grenzen  überschreitet,  welche  den  in  den  akademischen  Monatsbericht  aufzu- 
nehmenden Aufsätzen  gesteckt  sind,  so  werde  ich  sie  mit  Vergnügen  der  Akademie 
vorlegen  u.  die  Aufnahme  in  den  Bericht  beantragen.*) 

Das  Weitere  mündhch.  Hoffentlich  fäUt  Ihre  hiesige  Anwesenheit  gar  nicht 
oder  doch  wenigstens  nicht  ganz  in  die  Zeit  vom  12.  bis  22.  Mai,  während  welcher 
Tage  ich  meine  Frau,  die  Karlsbad  besuchen  soll,  dorthin  begleite.**) 

Indem  ich  meine  Frau  u.  mich  selbst  Ihnen  und  Ihrer  Frau  Gemahlin  bestens 
empfehle,  nenne  ich  mich 

Ihr  treu  ergebener 
Berlin,  3.  Mai  53. 

Dirichlet. 


*)  Die  zwei  Briefe  von  Kronecker,  auf  welche  s^ich  Dirichlet  in  diesem  Briefe  bezieht, 
haben  sich  in  Dirichlet's  Nachlaß  nicht  gefunden.  Der  wissenschafthche  Inhalt  derselben  ist  in 
jener  Notiz  reproducirt,  welche  von  Dirichlet  im  Juni  1853  der  Berliner  Akademie  mitgetheilt 
und  im  betreffenden  Monatsbericht  abgedruckt  worden  ist*).  E.  Seh. 

**)  Herr  Kronecker  theilt  mir  gütigst  mit,  daß  er  Ende  Mai  1853  auf  einer  Heise  nach 
Paris,  wohin  er  sich  zur  Consultation  eines  dortigen  Arztes  begab,  Berlin  passirt  und  Dirichlet 
persönhch  die  Handschrift  für  die  in  der  vorstehenden  Bemerkung  erwähnten  Notiz  über- 
geben hat.  E.  Seh. 

•)  Bd.  IV  S.  1  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 
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IL  Herr  Kronecker  an  Dirichlet. 

Hochgeehrter  Herr  Professor, 

Zu  meiner  großen  Freude  habe  ich  vielfach  gehört,  daß  Sie  Sich  in  Ihrer 
neuen  Heimath  gar  sehr  gefallen  und  allen  Grund  haben  mit  jenem  Wechsel  zu- 
frieden zu  sein,  der  freilich  uns  hier  so  schweren  Verlust  gebracht  hat.  Wie  sehr  ich 
grade  bei  diesem  Verlust  betheiligt  bin  und  wie  tief  ich  denselben  empfinde;  brauche 
ich  Ihnen  kaum  zu  sagen,  denn  Sie  wissen  selbst,  wie  unendlich  viel  ich  Ihnen  ver- 
danke, und  Sie  wissen  auch,  daß  Ihnen  näher  zu  sein,  der  Hauptzweck  bei  meiner 
Uebersiedelung  nach  Berlin  war.  Ich  hatte  nun  jetzt  die  Absicht  Sie  noch  in  diesem 
Monat  zu  besuchen,  um  wenigstens  für  ein  paar  Tage  den  langentbehrten  Genuß 
Ihres  persönlichen  Verkehrs  zu  haben;  aber  da  mir  Borchardt  gesagt  hat,  daß  Sie 
schon  in  wenigen  Tagen  nach  Paris  reisen,  um  dort  wohl  etwa  vier  bis  sechs  Wochen 
zuzubringen,  so  will  ich  die  Ausführung  jenes  Vorhabens  bis  nach  Ihrer  Rückkehr 
verschieben,  vorausgesetzt  daß  Sie  Ihre  mir  früher  mündlich  gegebene  Erlaubniß 
Sie  zu  besuchen  noch  aufrecht  erhalten.  Ich  werde  wohl  —  wenn  auch  nicht  direct 
von  Ihnen  —  so  doch  indirect  durch  Borcliardt  oder  andere  hiesige  Bekannte  zur 
Zeit  erfahren,  wenn  Sie  wieder  in  Göttingen  sind.  Für  diese  Zeit  könnte  ich  mir  nun 
freilich  alle  übrigen  Mittheilungen  aufsparen  —  aber  wer  weiß,  was  sich  doch  noch 
Alles  zwischen  Vorsatz  und  Ausführung  eindrängt  —  und  da  ich  Ihrer  alten  Theil- 
nahme  noch  jetzt  gewiß  zu  sein  glaube,  so  will  ich  ein  paar  Worte  über  mein  mathe- 
matisches Leben  im  vergangenen  Winter  beifügen. 

Ich  habe  die  ganze  Zeit  über  —  seit  ich  aus  dem  Seebade  zurück  bin  — 
eigentlich  recht  anhaltend  gearbeitet,  und  die  dabei  erlangten  Resultate  haben  auch 
mein  Streben  größtentheils  belohnt.  Freilich  habe  ich  die  Hauptfrage,  auf  welche  ich 
vor  etwa  einem  Jahre  gekommen  bin,  nicht  gelöst,  aber  eine  Einsicht  in  dieselbe 
gewonnen,  die  mir  sehr  werthvoU  ist.  Außerdem  habe  ich  den  ursprünglichen  Zweck, 
um  derentwillen  ich  jene  Frage  lösen  zu  müssen  glaubte,  ohne  diese  Lösung  so  voll- 
ständig erreicht,  daß  mir  in  dieser  Hinsicht  wirkHch  nichts  zu  wünschen  übrig  bleibt. 
Ich  habe  nämlich  eine  Methode  gefunden  zur  Herleitung  aller  Eigenschaften  der  auf- 
lösbaren Gleichungen  von  Primzahlgraden,  deren  Einfachheit  und  Strenge  allen 
gerechten  Anforderungen  entsprechen  dürfte.*)  Denn  die  Methode  verlangt  keinen 


*)  Es  ist  dies,  wie  Herr  Kronecker  mir  gütigst  mitgetheilt  hat,  die  Methode,  welche 
er  regelmäßig  —  und  zwar  zum  ersten  Male  im  Winter  1861/62  —  in  seinen  Universitäts-Vor- 
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irgend  höheren  Standpunkt  mathematischen  Fassungsvermögens  als  das  Problem 
selbst,  welches  dadurch  erledigt  wird.  Ich  werde  den  Sommer  zur  sorgfältigen  Aus- 
arbeitung dieser  Sachen  verwenden,  und  diese  wird  nur  deßhalb  ziemlich  umfangreich 
werden  weil  so  sehr  viel  einzelne  Resultate  herauskommen,  und  weil  ich  keinen 
Raum  sparen  darf  bei  der  genauen  Bezeichnung  ge^visser  ganz  neuer  Gesichts- 
punkte*), die  namentlich  in  den  6raZo^s'schen  und  AbeVschen  Fragmenten  vermißt 
werden,  imd  ohne  welche  die  erforderliche  Strenge  nicht  beobachtet  werden  kann. 
Einige  ganz  hübsche  Resultate  oder  —  richtiger  gesagt  —  hübsche  Anschauungen, 
die  ich  bei  der  Beschäftigung  mit  jenen  , »Methoden"  erlangt  habe,  werde  ich  unter 
Kurzem  in  einer  kleinen  Notiz  veröffentlichen,  da  diese  Dinge  in  den  zu  redigirenden 
vollständigen  Abhandlungen  erst  ganz  zuletzt  an  die  Reihe  und  also  erst  etwa  in 
einem  Jahre  zur  Publikation  kommen  würden.  Ich  werde  in  dieser  Notiz  auch  die 
allgemeinste  Wurzel  einer  AbeVschen  ganzzahligen  Gleichung  als  complexe  Zahl  dar- 
gestellt angeben,  da  es  mir  jetzt  gelungen  ist,  diese  in  so  einfache  Form  zu  bringen, 
daß  „die  erforderhchen  zahlentheoretischen  Vorbemerkungen"  (wie  ich  mich  am 
Schlüsse  der  im  Juni  1853  der  hiesigen  Akademie  überreichteii  Notiz^)  ausdrücken 
mußte)  nur  noch  ganz  unbedeutend  sind.  —  Während  ich  auf  diese  Weise  die  Unter- 
suchung der  Auflösbarkeit  von  Gleichungen,  deren  Grad  eine  Primzahl  ist,  vollständig 
absolvirte,  habe  ich  mich  aber  auch  vielfach  mit  allgemeineren  Arbeiten  beschäftigt  und 
zwar  einerseits,  indem  ich  die  Untersuchung  der  Gleich imgen  bezüglich  ihrer  Auflös- 
barkeit auch  für  diejenigen  Grade  vornahm,  die  nicht  Primzahlen  sind,  und  andrerseits 
indem  ich  die  Untersuchung  der  Gleichungen  nicht  mehr  auf  ihre  Auflösbarkeit 
beschränkte,  sondern  auf  die  Ergründung  aller  Eigenschaften  ausdehnte,  die  eine 
Gleichung  überhaupt  haben  kann.  In  dieser  Beziehung  bin  ich  allerdings  erst  so  weit 
gekommen,  das  ganze  große  neue  Feld  vor  mir  zu  sehen  d.  h.  klar  zu  wissen,  was  zu 
suchen  ist;  aber  dieß  ist,  wie  ich  glaube,  bei  einer  Untersuchung  von  solcher  Allge- 
meinheit auch  nicht  ganz  unbedeutend.  Die  vollständige  Lösung  des  ganz  präcisen 
Problems,  welches  ich  mir  in  dieser  Hinsicht  gestellt  habe,  dürfte  freilich,  wenn  über- 

lesungen  gegeben  und  alsdann  im  Monatsberichte  der  Berliner  Akademie  vom  März  1879  ver- 
öffentlicht hat^).  E.  Seh. 

*)  Nach  einer  von  Herrn  Kronecker  mir  gütigst  zugegangenen  brieflichen  Mitthoilung 
sind  hiermit  die, .Gesichtspunkte"  gemeint,  welche  ihn  auf  die  Feststellung  des  mit  dem  Aus- 
drucke „Eationalitäts-Bereich"  bezeichneten  Begriffes  geführt  haben.  E.  Seh. 

')  Bd  IV  S.  73  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronccker's  Werken.  H 

•)  Bd.  rV  S.  11  dieser  Ausgabe.  H 
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haupt,  meinen  schwachen  Kräften  erst  in  geraumer  Zeit  geHngen.  Aber  lohnend  ist 
es  gewiß  Zeit  und  Mühe  an  eine  einzige  Frage  zu  wenden,  welche  die  ganze  Theorie 
der  algebraischen  Gleichungen  (mit  einer  unbekannten  Größe)  vollständig  umfaßt. 
Ich  bemerke  nur  noch,  daß  ich  dieses  Problem  für  die  ersten  Grade  —  den  siebenten 
eingeschlossen  —  gelöst  habe,  daß  die  Schwierigkeiten  dabei  erst  mit  dem  7ten 
Grade  anfangen,  daß  ich  aber  schon  für  diesen  speziellen  Fall  Ergebnisse  erlangt  habe, 
die  durch  ihre  Neuheit  wie  durch  den  wunderbaren  Zusammenhang  mit  der  com- 
plexen  Zahlentheorie  mir  sehr  interessant  scheinen.  Dabei  zeigte  sich  mir  das  Natur- 
gemäße dieser  abstrakten  algebraischen  Untersuchungen  in  dem  bemerkenswerthen 
Umstände,  daß  —  wie  alle  auflösbaren  und  AheVsch^vi  Gleichungen  in  den  Theorieen 
transcendenter  analytischer  Functionen  vorkommen  —  so  auch  alle  diejenigen 
,,Affecte"  (um  mit  Jacohi  zu  sprechen),  die  ich  als  überhaupt  nur  möglich  a  priori 
gefunden  habe,  bei  gewissen  bekannten  Gleichungen  7ten  Grades  wirkhch  auftreten. 
—  Was  nun  die  Auflösbarkeit  der  Gleichungen  anlangt,  deren  Grad  eine  beliebige 
zusammengesetzte  Zahl  ist,  so  habe  ich  auch  in  dieser  Untersuchung  wesentliche 
Fortschritte  gemacht,  ohne  sie  indessen  zum  vollständigen  Abschluß  gebracht  zu 
haben  .  .  .  meine  Arbeit  über  die  Gleichungen  von  Primzahlgraden  wird  die  einfachen 
Gesichtspunkte  angeben,  durch  welche  das  Algebraische  und  das  Zahlentheoretische 
in  diesem  ganzen  Gebiete  gehörig  geschieden  und  in  Folge  dessen  eine  Klarheit  und 
Sicherheit  erlangt  wird,  die  bisher  überall  vermißt  wurde.  Aber  Sie  werden  es  gewiß 
bilhgen,  hochverehrter  Herr  Professor,  daß  ich  jetzt  meine  vorerwähnten  allgemeinen 
Untersuchungen  unterbreche,  um  einmal  an  die  Redaction  des  —  wenn  auch  nicht 
dem  Inhalte  —  so  doch  dem  Umfange  nach  ziemlich  ansehnlichen  Materials  zu 
gehen,  das  sich  mir  durch  fast  dreijährige  Arbeiten  gesammelt  hat.  Außerdem  will 
ich  auch  jetzt  gleich  einige  ganz  kleine  Abhandlungen  fertig  machen,  um  sie  Herrn 
Liouville  zu  überschicken;  und  Sie  würden  mich  sehr  verbinden,  wenn  Sie  in  Paris 
gelegenthch  durch  Ihr  gewichtiges  Wort  die  möghchst  baldige  Aufnahme  derselben 
ins  Journal  befürworteten.  Ich  werde  in  der  ersten  dieser  Abhandlungen^)  die  Kleinig- 
keit über  Bernoulli'sche  Zahlen  auseinandersetzen,  welche  ich  vor  mehr  als  zehn 
Jahren  gemacht  habe ;  in  der  zweiten  ^)  werde  ich  eine  bei  Vorträgen  über  Kreistheilung 

•2  k'' Mi 

passende  und  äußerst  einfache  Weise  der  Zeichenbestimmimg  von  Ee  p  mit- 
theilen ;  in  der  dritten^)  werde  ich  einen  höchst  simpeln  Beweis  für  die  Irreductibihtät 
von  1  +  X  +  X-  +  •  ■  ■  +  7f~^  geben,  und  die  vierte^)  wird  eine  wesenthche  Ab- 


')  Vgl.  Zusatz  32  am  Ende  dieses  Bandes. 
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kürzung  einer  von  Kummer  in  seinem  Aufsatze  über  die  complexen  Zahlen  ange- 
wendeten Methode  enthalten.  —  Dieß,  geehrtester  Herr  Professor,  sind  meine  guten 
Vorsätze  für  die  nächsten  Wochen,  —  die  Ausarbeitung  mancher  andrer  Sachen,  die 
ich  in  diesem  Winter  und  früher  gemacht  habe,  verscliiebe  ich  noch,  weil  ich  sie  noch 
nicht  für  reif  genug  halte,  —  denn  ich  habe  bei  meinen  Arbeiten  über  die  auflösbaren 
Gleichungen  die  Erfahrung  gemacht,  daß  ich  die  Dinge  erst  eine  lange  Zeit  wärmen 
muß,  ehe  sie  die  für  die  Pubhcation  erforderliche  Reife  erhalten. 

Aber  ich  habe  Ihre  Lese- Geduld  gewiß  schon  auf  eine  zu  harte  Probe  gestellt 
mid  wUl  deßhalb  endhch  diese  Zeilen  schUeßeu,  indem  ich  Ihnen  eine  recht  glück- 
liche Reise  wünsche  und  meine  Frau  sowie  mich  selbst  Ihnen  und  Ihrer  Frau  Ge- 
mahlin auf  das  Angelegentlichste  empfehle. 

Mit  aufrichtigster  Verehrung  und  Anhänghchkeit 
Ihr 
dankbarer  Schüler 
Berlin,  den  3.  Maerz  1856.  Leopold  Kronecker. 

Von  Kummer  habe  ich  die  besten  Grüße  beizufügen. 

D.O. 

III.  Herr  Kronecker  an  Dirichlet. 

Hochgeehrter  Herr  Professor, 

Als  ich  Ihnen  am  3.  Maerz  schrieb,  hatte  ich  zwar  schon  an  die  Möglichkeit 
gedacht,  daß  mein  Göttinger  Reiseprojekt  durch  irgend  etwas  vereitelt  werden 
könnte  —  aber  es  lag  doch  nichts  vor,  um  dieß  gradezu  zu  befürchten.  Inzwischen 
hat  mich  mein  altes  Uebel  wieder  gequält,  mein  kleiner  Sohn  —  den  ganzen  vorigen 
Winter  leidend  —  bedurfte  einer  baldmöglichen  Luftveränderung  —  und  so  smd  wir 
seit  einigen  Wochen  hier  in  Koesen,  von  wo  ich  Ende  Juli  in  ein  Seebad  gehen  werde, 
um  meine  eigene  Gesundheit  wieder  möglichst  ins  Geleis  zu  bringen.*)  Da  ich  auf 
diese  Weise  wieder  darauf  angewiesen  bin,  mich  schriftlich  Ihrem  Andenken  zu  er- 
halten, so  bekommen  Sie  hier  diese  Paar  Zeilen  bloß  als  Geleitschreiben  des  Ab- 
druckes von  einem  kleinen  Aufsätzchen,  dessen  Entstehungsgrund  ich  Ihnen  bereits 
am  3.  Maerz  mitgetheilt  habe.  Ich  hoffe,  daß  dieser  Grund  genügende  Entschuldigung 

*)  Herr  Kronecher  hat  sein  Göttinger  Reiseproject  in  der  That  noch  im  Sommer  1856 
ausgefülirt. 
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für  die  Existenz  der  beifolgenden  Unbedeutendheit  in  Ihren  Augen  sein  wird,  falls 
Sie  einmal  gelegentlich  einen  Bück  hinein  thun  sollten.*)  Für  diesen  Fall  erwähne 
ich  nur  noch,  daß  die  auf  pag.  209  ^)  definirten  Zahlen  k  und  deren  Eigenschaften  mir 
mehr  Mühe  gemacht  haben  als  man  ihnen  ansieht,  und  daß  überhaupt  die  Herleitun- 
gen und  Beweise  der  mitgetheilten  Resultate  über  Äbel'sche  Gleichungen  manche 
Schwierigkeiten  grade  in  der  erforderlich  gewesenen  detaillirten  Ausarbeitung  dar- 
boten. —  Uebrigens  sind  die  erwähnten  Zahlen  k  in  mancher  Beziehung  interessant, 
und  es  erleidet  keinen  Zweifel,  daß  sie  bei  gewissen  Formenanzahlen  dieselbe  Rolle 
spielen,  wie  die  von  Ihnen  mit  a  xmd  b  bezeichneten  Zahlen  in  der  Theorie  der  quadra- 
tischen Formen.  Wenn  man  nämhch  (um  die  in  dem  Aufsätzchen  den  Buchstaben  n 
und  m  beigelegten  Bedeutungen  beizubehalten)  überhaupt  Formen  nten  Grades  mit 
mehren  Variabein  betrachtet,  so  kann  man  die  den  einfachsten  complexen  Zahlen 
entsprechenden  so  definiren:  ,,daß  die  Formen  in  lineare  Factoren  zerlegbar  und  schon 
die  cykhschen  Functionen  dieser  linearen  Factoren  rationale  Functionen  der  Varia- 
bein (d.  h.  mit  rationalen  Coefficienten)  sein  sollen".  Derlei  Formen  «ten  Grades  mit 
der  Determinante  m  sind  dann  nichts  Anderes  als  die  Normformen  (und  deren  asso- 
ciirte)  von  complexen  Zahlen,  die  aus  den  Perioden  w  {q  )  gebildet  sind,  und  bei  deren 
Formenanzahl  eben  die  k's  auftreten  müssen.  Sie  sehen,  daß  mau  auf  diese  Weise 
eine  einfache  Erklärung  derjenigen  Formen  hat,  die  offenbar  die  zunächst  Hegenden 
sind,  und  daß  hierbei  nichts  von  jenen  zufälligen  Besonderheiten  auftritt,  welche 
Eisenstein  bei  Erklärung  der  Kxeistheilungsf ormen  3  ten  Grades  mit  3  Variabein  hat 
zu  Hülfe  nehmen  müssen.  —  Was  meine  Arbeiten  anlangt,  so  bin  ich  in  meiner  Haupt- 
beschäftigung nur  wenig  vorgeschritten,  da  ich  mich  mit  einigen  kleinen  Ausarbei- 
tungen habe  beschäftigen  müssen.  Aber  ich  bin  vielfach  in  den  hoffnungsvollen  Fern- 
sichten dem,  was  ich  beweisen  kaim,  vorausgeeilt  und  habe  dabei  Anschauungen 
von  der  Natur  der  Gleichungen  gewonnen,  die,  wenn  sie  sich  bewähren,  ein  ganz 
neues  und  erhebhches  Interesse  gewähren  dürften.  Bei  der  gänzhchen  Neuheit  des 
Feldes  aber,  auf  welchem  ich  jetzt  arbeite,  und  bei  der  kaum  zu  bewältigenden  Com- 
phcirtheit  glaube  ich,  daß  ich  jahrelanger  Arbeit  bedürfen  werde,  ehe  ich  zu  stricten 
Resultaten  komme.  Also,  geehrter  Herr  Professor,  erwarten  Sie  in  dieser  Hinsicht 
nicht  so  bald  etwas  von  mir,  zumal  ich  ein  gut  Theil  Zeit  auf  die  sorgfältigste  elemen- 

*)  Diese  Worte  beziehen  sich  auf  die  im  Monatsbericht  der  Berliner  .\kademie  vom 
April  1856  veröffentlichte  algebraische  Arbeit  i). 

1)  Bd.  IV  S.  25  dieser  Ausgabe.  H 

°)  Bd.  IV  S.  32  dieser  Ausgabe.  H 
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tare  Bearbeitung  meiner  älteren  Resultate  verwenden  werde.  Und  ich  habe  ja  doch 
nichts  zu  versäumen  —  vorausgesetzt  daß  meine  Gesundheit  mit  den  Jahren  besser 
statt  schlechter  wird.  Nun  nur  noch  eins! 

Bei  Gelegenheit  eines  kleinen  Sätzchens  über  ganzzahhge  Gleichungen,  wel- 
ches wohl  in  dem  ersten  unter  Borchardt's  Namen  erscheinenden  Hefte  des  Journals 
abgedruckt  werden  wird,  kam  ich  wiederholt  auf  Ihre  Notiz  über  complexe  Einheiten 
im  Monatsberichte  der  Akademie.  Erlauben  Sie  mir  in  Bezug  darauf  Ihnen  zu  sagen, 
daß  —  wie  ich  glaube  —  Ihi-e  dortige  Darstellung  zu  Mißverständnissen  führen  kann, 
und  daß  es  meines  Erachtens  besser  wäre  die  Sache  zum  Theil  vom  Ende  anzufangen. 
Hat  man  nämUch  —  und  Sie  zeigen,  daß  dieß  stets  zu  finden  ist  —  ein  System  von 
Einheiten: 

für  welches  —  wenn  «'  und  a  conjugirt, 

^*(«)  •  ^i(«')    =    «A-    U-      log  «t   =    ^k 

gesetzt  wird  —  jene  Determinante  Z  ±  Ai  B^Cs  ■  ■  ■  nicht  verschwindet,  so  giebt  es 
keine  von  0  verschiedenen  Werthe  für  Wj ,  Wg,  .  .  .  mA_i ,  so  daß  die  Gleichungen: 

A^nii  +  Aom^  +  •  •  •  +  ^a-i^"/.-i  =  ^ 
BiWii  +  B^m^  +  •  •  •  +  fi/,_iW,._i  =  0 

sämmtlich  erfüllt  würden.  Also  kann  nicht 

^i(«)""*2(«)"'^---*;.-a(«r-  =  l 

sein  für  irgend  welche  ganze  Werthe  von  mi  ,m^...  m^ ,  denn  sonst  folgte  wegen  der 
Irreductibilität  der  zu  Grunde  gelegten  Gleichung : 

0,{a')""0,(ar  ■■■  =  !, 

0,{ßr0,{ßr  •••  =  !. 

^Aß'T''^2iß')"'"--  ■  =  1  etc. 
also  durch  Multipücation  von  je  zwei  dieser  Gleichungen: 

a';". «;"=...  =  1,    b;'"6;"'---  =  i  etc. 

für  alle  h  Gleichungen  was  ja  eben  unmöghch  ist.  Folghch  bilden  0i  («) ,  0«  («)  •  •  •  ein 
System  von  unabhängigen  Einheiten. 

Ich  meine,  daß  eine  solche  Umkehr  der  Aufeinanderfolge  Ihrer  Schlüsse  vor 
gewissen  Mißdeutungen  hüten  würde.  Man  ist  nämlich  durch  die  Worte  pag.  106: 


BRIEFWECHSEL  ZWISCHEN  G.  LEJEUNE-DIRICHLET  UND  HERRN  L.  KRONECKER    417 

„Sollen  nun  z.  B.  drei  Auflösungen..."  und  resp.  durch  die  folgende  Stelle:  „Be- 
rücksichtigt man,  ..."  veranlaßt  zu  glauben 

1,  daß  für  ein  System  unabhängiger  Einheiten  keine  einzige  der  obigen  h 
Gleichungen  stattfinden  könne  —  während  es  doch  nur  unmöghch  ist, 
daß  alle  stattfinden, 

2,  könnte  man  denken,  daß  die  Gleichung  d'^'a"^  . . .  =  1  die  Gleichung 
&"''&"' .  .  .  =  1  etc.  zur  Folge  hat,  während  doch  nur  aus  der  Existenz 
der  Gleichung 

die  aller  übrigen  folgt.  Die  Gleichung  a'^'a!"'' .  .  .  =  1 ,  d.  h. 

0j(«)'-0,{a')""  0,(ar03(a')""  •••  =  !, 
läßt  keinerlei  Folgerungen  über  den  Bestand  derselben  zu,  wenn  «  in  /S 
verwandelt  wird. 

Ich  erwähne  nur  noch  der  Fälle,  wo  in  der  That  für  ein  System  unabhängiger 
Einheiten  <Pi{a),  .  .  .  0a-i(«)  eine  oder  mehre  der  Gleichungen 

o;"'o:''...  =  1,   57'b;'"...  =  1,.. . 

(aber  natürlich  nicht  alle)  befriedigt  werden.  Wenn  nämhch  z.  B.  eine  Einheit  !f(«) 
existirt,  deren  analytischer  Modul  =  1  ist,  und  welche  doch  nicht  Wurzel  der  Ein- 
heit ist  (und  es  ist  leicht  zu  zeigen  daß  dieß  möglich  ist),  so  muß  nach  Ihrem  Funda- 
mentalsatze ^^^  ^^^^  _  ^^  ^^y, ^^ ^^^„„  . . .  0^ _ ^ („p-, 

sein,  wenn  ^i(«),  .  .  .  die  Fundamentaleinheiten  und  w  eine  Wurzel  der  Einheit  be- 
deutet. Verwandelt  man  hierin  i  —  1  in  —  V—  1 ,  so  wird 

or' .  W{a)  =  0,{a'r0,{a'r  ■  ■  ■  ^>,-^{a^-' 
und  durch  Multiplication,  wenn  man  berücksichtigt,  daß  f  («)¥'(«')  =  1  ist: 

1  =  a'^'-aT  .  .  .a'"*-», 

wo  die  m's  von  0  verschieden  sind.  Es  gäbe  noch  mancherlei  hierbei  zu  erwähnen, 
doch  lohnt  es  nicht  der  Schreiberei,  und  ich  verlasse  deshalb  diesen  Gegenstand,  um 
Sie  nur  noch  zu  fragen,  ob  Sie  die  Bemerkung  für  interessant  halten,  daß  man  cyklo-, 
metrische  Auflösungen  der  Gleichung  x^  +  Dif  =  4:p  finden  kann,  wenn  p^l 
(mod  D)  ist.  Es  ist  dieß  leicht  als  Verallgemeinerung  der  Jaco&i'schen  Ws  zu  sehen, 
woraus  dort  nur  die  Auflösung  von  x'  +  Sy'  =  ^p  und  a;^  +  7«/"  =  4«  sich  ergiebt. 

L.  Kronecker'a  Werke  V  53 
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Es  ist  mir  diese  ganze  Bemerkung  nur  abgefallen  von  allgemeineren  Betrachtungen, 
die  sich  aber  im  Uebrigen  noch  nicht  hinreichend  iruchtbringend  gezeigt  haben. 

Nimmt  man  der  größeren  Einfachheit  wegen  D  =  Ä  einer  Primzahl  von  der 
Form  4«  +  3,  so  ist,   wenn  a   =  l ,  x''  =  1   und  f  =hk  +  1,  nach  Jacobi's  Be- 

zeiclmune  ,       ,  ,       „   ,     «   „^   , 

°  [a,  X)  =  X  -\-  ax-\-  a  X     -\-  •  ■  • , 

und  das  Product  17  {a',  x),  welches  sich  auf  alle  quadratischen  Reste  a  von  A  be- 
zieht, ist  wie  leicht  zu  sehen  von  der  Form  lu  +  l  «|  —/  wo  m  und  v  ganze  Zahlen 
sind.  Es  ist  nun  ii>-::a 

u—v]/^^  ~  \u~vy~v 

wenn  U  u.  V  die  Zahlen  der  Auflösung  von  U'  +  ^V'  =4p  bedeuten.  Man  sieht 
hieraus,  daß  man  für  ein  gegebenes  p  und  A  eine  Gleichung  vom  Grade  ~--j — - 
aufstellen  kann,  welche  (wenn  U^  +  XV^  =4:p  in  ganzen  Zahlen  auflösbar  ist)  eine 
einzige  rationale  Wurzel  hat,  aus  welcher  die  Werthe  von  U  und  V  unmittelbar  her- 
vorgehen. — 

Ich  habe  mich  —  zu  meinem  Schrecken  sehe  ich  es  —  schon  wieder  allzusehr 
ausgebreitet  und  bitte  Sie  deßhalb  um  Entschuldigung.  Ich  bitte  Sie  ferner  mich  und 
meine  Frau  Ihrer  Frau  Gemahlin  angelegentlichst  zu  empfehlen  und  bitte  Sie  end- 
lich mir  Ihr  so  sehr  schätzbares  Wohlwollen  stets  zu  bewahren. 

Mit  innigster  Anhänglichkeit  und  Verehrung 
Ihr 
dankbarer  Schüler 
Koesen,  den  26.  Juni  1856.  Leopold  Kronecker. 

IV.  Herr  Kronecker  an  Dirichlet. 

Hochgeehrter  Herr  Professor ! 

Ich  habe  soeben  an  Herrn  Dr.  Dedekind  ein  Paar  Zeilen  geschrieben,  und  da 
treibt  mich  meine  alte  Anhänglichkeit  auch  Ihnen  einige  Worte  zu  schicken  selbst 
auf  die  Gefahr  liin,  daß  Ihr  Interesse  für  mich  inzwischen  einigermaßen  erkaltet 
sein  sollte.  Zumal  habe  ich  nicht  recht  Aussicht  Sie  bald  einmal  ])ersünhch  wiederzu- 
sehen*), denn  Sie  reisen  stets  nach  Westen,  und  ich  kann  aus  vielfachen  Gründen 

*)  Dirichlet  hatte  im  Deceniber  18r)6  Berlin  besucht. 
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nicht  nach  Göttingen  kommen.  —  Mit  meinen  mathematischen  Arbeiten  ist  es  mir 
im  vergangenen  Winter  sonderbar  gegangen,  nämUch  sowohl  in  meinen  algebraischen 
Ausarbeitungen  als  in  den  weiteren  Untersuchungen  über  die  Affecte  der  Gleichun- 
gen bin  ich  immerfort  von  scheinbar  wenig  damit  zusammenhängenden  Dingen 
unterbrochen  worden,  ohne  daß  ich  grade  Grund  hätte  mit  diesen  Unterbrechungen 
unzufrieden  zu  sein.  Denn  ich  habe  so  manche  sehr  interessante  Sachen  gefunden, 
und  da  ich  mich  zumeist  (dadurch  so  unabhängig  fühle,  daß  mich  keine  Spur  irgend 
welchen  Ehrgeizes  quält,  da  ich  vielmehr  einzig  und  allein  meine  Freude  in  der  Er- 
kenntniß  des  Wahren  habe,  so  kommt  es  mir  wenig  darauf  an,  wozu  ich  grade  meine 
Zeit  verwende,  wenn  ich  sie  nur  überhaupt  gut  benutze.  —  Die  beiden  Hauptepisoden 
meiner  Arbeiten  betrafen  die  complexe  Multiphcation  der  elhptischen  Functionen 
und  die  Theorie  der  allgemeinsten  idealen  Zahlen.  In  Bezug  auf  das  erste  Thema  habe 
ich  Ihnen  meine  ersten  Resultate  schon  im  December  hier  mitgetheilt.  Ich  habe  in 
den  ersten  drei  Monaten  dieses  Jahres  noch  viele  ähnhche  Resultate  gefunden, 
Alles  streng  bewiesen  und  überhaupt  die  betreffende  Untersuchung  eigenthch  ab- 
geschlossen. Das  dabei  durchforschte  kleine  mathematische  Gebiet  war  mir  in  vieler 
Beziehung  äußerst  interessant.  Die  Eleganz  der  Resultate  und  die  Einfachheit  der 
Beweismethoden,  der  Zusammenhang  der  Analysis  und  Zahlentheorie,  die  weiteren 
Aussichten,  die  die  Sachen  gewähren  —  alles  das  vereinigte  sich,  um  meinen  Eifer 
in  der  Untersuchung  anzuspornen  und  nachher  zu  belohnen.  Ich  werde  kurz  die 
wesentlichsten  Resultate  anführen:  1,  die  Moduln  k  für  welche  Multiphcation  mit 
a  +  b  1  —  D  stattfindet  sind  Wirrzeln  einer  auflösbaren  Gleichung  fl^ten  Grades, 
deren  Coefficienten  complexe  Zahlen  von  der  Form  a  +  b  Y—  D  sind,  wo  H  die  An- 
zahl der  quadratischen  Formen  für  die  Determinante  —  D  bedeutet.  2,  die  Gleichung 
hat  den  Charakter  der  von  Abel  behandelten  Gleichungen,  daß  sämmtliche  Wurzeln 
rationale  Functionen  einer  einzigen  sind,  und  daß,  wenn:  k,  Q{k),  di{k)  solche  Wur- 
zeln bedeuten,  6di{k)  =  did(k)  ist.  Die  Anzahl  der  hierbei  nach  Abel  entstehenden 
Cykeln  oder  Perioden  ist  gleich  dem  Irregularitäts- Exponenten  von  Gauss  für  —  D. 
Ist  jene  Anzahl  =  1  also  jene  Gleichung  eine  (meich  es  nenne)  ,,Abel'äche"  so  ist  die 
Determinante  regulär.  Es  ist  mir  nicht  aussichtlos,  daß  ich  noch  werde  bestimmen 
köimen,  ob  jene  Gleichung  eine  ^öersche  ist  oder  nicht  und  damit  also,  ob  die  Deter- 
minante regulär  oder  irregulär  ist.  Wenigstens  kann  ich  schon  jetzt  den  Charakter 
einer  solchen  Bestimmung  angeben,  und  der  ist  merkwürdig  genug.  3,  Aus  den  H 
Moduln  k  lassen  sich  die  Coefficienten  eines  Systems  nicht  äquivalenter  quadrati- 
scher Formen  der  Determinante  —  D  in  transcendenter  Form  angeben.  4,  Gewisse 
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rationale  Functionen  der  irrationalen  Größen  k  lassen  sich  als  ideale  Zahlen  betrach- 
ten, welche  die  quadratischen  Formen  ersetzen.  Diese  idealen  Zahlen  erschließen 
manche  Eigenthümlichkeit  der  Zahlentheorie  und  Algebra,  und  ich  erwähne  in  die- 
ser Beziehung  nur,  daß  sie  bei  Aufstellung  der  ^^fee^schen  Gleichungen  mit  complexen 
Coefficienten  mit  Nothwendigkeit  erscheinen.  Ihre  Analogie  mit  den  wirkliclien 
Zahlen  a  -f  &  i  —  D  geht  ferner  daraus  hervor,  daß  sie  dieselben  bei  der  Multi- 
plication  der  elliptischen  Functionen  gradezu  ersetzen.  5,  Der  erwähnten  Unter- 
suchung gebührt  jedenfalls  das  Verdienst  auf  den  für  die  Berechnung  und  überhaupt 
einfachsten  Ausdruck  der  Formenanzahl  für  die  Determinante  —  D  aufmerksam  ge- 
macht zu  haben.  Aus  jener  Untersuchung  resultiren  nämlich  eine  Menge  recurriren- 
der  Formeln  der  allereinfachsten  Art  für  die  zu  den  Determinanten :  —  D,  —  D  +  \', 

—  D  +  2' ,  —  D  +  3' .  .  .  gehörigen  Formenanzahlen.  Viele  dieser  Formeln  lassen 
sich  ganz  simpel  aus  dem  Zusammenhang  der  Formenaiizahl  mit  der  Anzahl  der  Dar- 
stellungen als  Summe  von  3  Quadraten  ableiten  und,  was  schöner  ist,  jene  Theorie 
giebt  einen  Beweis  dieses  Zusammenhanges.  Aber  ein  andrer  Theil  jener  Formeln 
scheint  mir  arithmetisch  schwer  beweisbar.  Ich  habe  trotz  mancher  daran  gewende- 
ten Mühe  keine  Ahnung  davon,  wie  es  möglich  sein  wird.  Ich  theile  Ihnen  zur  Probe 
eine  dieser  Formehi  hier  mit:  Sei  Fim)  die  Anzahl  der  Formen  für  die  Determinante 

—  m,  so  ist: 

F{n)  +  2F{n  —  1)4   2F(n  —  4)  +  2F{n  —  9)  +  2F{n  —  16)  H =  0{n), 

wo  0{n)  die  Summe  derjenigen  Divisoren  von  n  bedeutet  welche  größer  als  in 
sind,  und  wo  n  3  mod  4  ist.  6,  Wenn  n  Primzahl,  so  ist  0(n)  =  n,  und  da  findet 
eine  merkwürdige  Eigezischaft  der  Formen  statt,  die  ich  noch  nicht  bewiesen  und 
auf  sehr  eigenthümUchen  Inductionswegen  gefunden  habe,  eine  Eigenschaft,  welche 
zeigt,  daß  die  Deternünanten  n,n—  1  ,n—  i,  .  .  .  in  vieler  Beziehung  zusammen 
zu  betrachten  sind.  Denkt  man  sich  nämhch  alle  reducirten  Formen  für  alle  diese 
Determinanten:  —  {n—  r^)  und  für  alle  diese  Formen  {a,b,  c)  die  Zahlen,  welchen 

der  Ausdruck  Kzi^+L  oder  besser :  ~  -"- '  modulo  w  congruent  ist,  so  erhält 
man  grade  alle  Zahlen  0,  1,  2  ...  (w—  1).  Ist  das  nicht  schön?  7,  Wenn  D  als 
Summe  3  er  Quadrate  darstellbar  ist,  so  erhält  man  auf  die  einfachste  Art  die  Formen- 
anzahl ausgedrückt  durch  die  Anzahl  der  Darstellungen  als  Summe  von  2  Quadraten 
von:  Z>— 1,Z)— 4,Z)— 9...;  da  diese  Anzahlen  nur  von  den  Primfactoren  ab- 
hängen, so  ergiebt  dieß  eine  Weise  zur  Berechnung  der  Formenanzahl  die  —  mit 
Hülfe  einer  Factorentafel  —  im  Wesenthchen  imr  auf  „Ablesen"  hinaus  kommt. 
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8,  Diejenigen  Moduln  k,  für  welche  die  Modulaigleichungen  gleiche  Wurzeln  haben 
sind  von  der  oben  bezeichneten  Art.  Es  charakterisirt  dieß  die  von  mir  betrachteten 
elliptischen  Functionen  als  gewissermaßen  Grenzwerthe  der  allgemeinen  und  zwar 
als  solche,  die  einen  Schritt  näher  liegen  als  die  äußerste  Grenze  d.  h.  die  Kreis- 
functionen.  Während  es  für  diese  nur  Multiplication  giebt,  findet  für  meine  be- 
sonderen ellipt.  F.  zwar  auch  Transformation  statt,  aber  dieselbe  ist  hier  selbst  eine 
Art  von  MultipHcation;  die  Multiplication  wird  durch  die  forma  principalis,  die 
Transformationen  werden  durch  die  andern  Formen  repräsentirt.  Haec  hactenus. 
Augenblicklich  stecke  ich  tief  in  Untersuchungen  über  allgemeine  complexe  Zahlen 
von  der  Form,  wie  Sie  die  Einheiten  betrachtet  haben.  Ich  habe  die  Begriffe  der 
idealen  Zahlen,  die  Reduction  der  Formen  etc.  festgestellt  und  durch  diese  allge- 
meinsten Betrachtimgen  eine  sehr  bemerkenswerthe  Einfachheit  erzielt.  Und  es  ist 
keine  hohle  Allgemeinheit;  denn  ich  bin  sehr  schönen  Resultaten  auf  der  Spur  und 
weiß  ziemhch  genau,  wie  weit  ich  konmien  werde.  Das  Schönste  daran  ist,  daß  man 
den  Begriff  der  derivirten  Formen  für  alle  diese  zerlegbaren  Formen  allgemein  auf- 
stellen und,  wie  ich  glaube,  auch  das  Verhältniß  der  Formenanzahl  für  primitive  und 
derivirte  allgemein  bestimmen  kann.  Für  eine  große  Classe  (wozu  die  quadratischen 
Formen,  die  Kreistheilungsformen  gehören)  ist  es  mir  bereits  gelungen.  Auch  geben 
meine  Untersuchungen  eine  Einsicht  in  Ihr  Resultat  über  die  Formenanzahl  für  eine 
reelle  Determinante  in  der  complexen  Zahlentheorie.  Doch  genug!  Raum,  Zeit  und 
wohl  auch  Ihre  Geduld  sind  zu  Ende,  und  deßhalb  bitte  ich  nur  noch  ein  Bischen 
Wohlwollen  zu  bewahren 

Ihrem  Ihnen  aufrichtig  ergebenen 
Berlin,  17.  Mai  57. 

Köthener  Str.  12.  Leopold  Kronecker. 


V.  Dirichlet  an  Herrn  Kronecker. 

Herrn  Dr.  Kronecker 

in  Berlin 
KötJiener  Str.  Nr.  12. 

Da  Sie,  verehrter  Freund,  aus  Erfahrung  wissen,  wie  tief  bei  mir  die  üble 
Gewohnheit  eingewurzelt  ist,  die  Briefe  selbst  meiner  liebsten  Freunde  sehr  spät  zu 
beantworten,  so  werden  Sie  sich  kaum  wundern,  wenn  die  durch  Borchardt  u. 
Ehlert  hierher  überbrachte  Nachricht,  daß  Sie  von  Berlin  abwesend  seyen,  meinen 
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festen  Entschluß,  Ihnen  während  der  Pfingstferien  zu  schreiben,  nicht  zur  Ausfüh- 
rung hat  kommen  lassen.  Da  Sie  aber,  wie  ich  von  Dedelcind  erfahre,  wieder  zurück 
sind  u.  Berlin  bald  wieder  verlassen  wollen,  so  kann  ich  nicht  länger  zögern,  Ihnen 
meinen  innigsten  Dank  für  Ihren  so  interessanten  Brief  abzustatten.  Für  die  überaus 
gi-oße  Freude,  welche  mir  die  Mittheilung  Ihrer  schönen  Entdeckungen  verursacht 
hat,  finde  ich  keinen  passenderen  Ausdruck  als  Ihnen  aus  vollster  Ueberzeugung 
■mactß  virtute  zuzurufen.  Zugleich  kann  ich  Ihnen  nicht  verhehlen,  daß  sicli  dieser 
Freude  etwas  Egoismus  beimischt,  da  ich  mir  bei  aller  Bescheidenheit  das  Zeugniß 
nicht  versagen  kann,  daß  ich  Sie  zuerst  in  die  unteren  Regionen  einer  der  Wissen- 
schaften eingeführt  habe,  auf  deren  Höhen  Sie  jetzt  als  Meister  einherschreiten.  Ich 
rede  absichthch  nur  von  einer  dieser  Wissenschaften,  denn  an  Ihrer  algebraischen 
Größe  muß  ich  mich  völlig  unschuldig  erklären. 

Mein  Interesse  an  den  merkwürdigen  Beziehungen,  die  Sie  zwischen  den  qua- 
dratischen Formen,  der  Algebra  u.  den  elUptischen  Funktionen  aufgefunden  haben, 
ist  um  so  lebhafter,  als  ich  selbst  zuweilen  ähnhchen  Beziehungen  nachgespürt  habe. 
Ein  hierauf  bezüglicher  Gesichtspunkt  ist  in  meiner  Abh.  R.  s.  d.  a.  §  7  angedeutet, 
doch  wird  das  am  bezeichneten  Orte  Gesagte,  wie  ich  später  bemerkt,  sehr  durch  die 
dort  vorausgesetzte  Bedingung  verdunkelt,  daß  bei  den  doppelten  Summationen 
nach  X  u.  y,  das  Trinom  ax'  +  2b xy  +  cy  relative  Primzahl  zu  B  seyn  muß.  Ich 
habe  den  Gegenstand  von  dem  durch  Beseitigung  der  erwähnten  Bedingung  sehr 
vereinfachten  Gesichtspunkt  aus  eine  gute  Strecke  weiter  verfolgt.,  glaube  jedoch, 
wenn  ich  anders  Ihre  leider  sehr  kurzen  Mittheilungen  richtig  deute,  daß  die  von 
mir  gemachten  Bemerkungen  kaum  etwas  mit  Ihren  schönen  Resultaten  gemein 
haben,  welche  wesentHch  auf  der  Parti kularisirimg  des  Moduls  zu  beruhen  scheinen, 
während  meine  Betrachtung  die  Unbestimmtheit  von  k  und  des  davon  abhängigen  q^ 
voraussetzt.  Um  so  begieriger  bin  ich,  das  Fundament  und  den  eigenthchen  Aus- 
gangspunkt Ihrer  Untersuchungen  kennen  zu  lernen,  auf  deren  baldige  Publikation 
ich  rechnen  zu  dürfen  glaube,  da  Sie  selbst  Ihre  Arbeit  als  im  Wesentlichen  abge- 
schlossen betrachten  und  als  eine  von  mäßigem  Umfange  bezeichnen. 

Was  mich  betrifft,  so  bin  ich  jetzt  mit  der  Ausarbeitung  der  hydrodynami- 
schen Abhandlung  beschäftigt,  von  deren  Gegenstand  zu  Weihnachten  flüchtig  zwi- 
schen uns  die  Rede  war.  Das  Hauptresultat  läßt  sich  ungefähr  so  formuhren. 

„Hat  eine  incompressible  homogene  flüssige  Masse  deren  Theile  sich  nach 
dem  iVewfon'schen  Gesetze  anziehen  und  die  an  ihrer  Oberfläche  einen  constanten 
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oder  nur  von  der  Zeit  abhängigen  Druck  erleidet,  anfänglich  die  Gestalt  eines  Ellip- 
soides,  ist  ferner  die  anfängliche  Bewegung  so  beschaffen,  daß  sie  in  zwei  einfachere 
zerlegbar  ist,  eine  Drehung  um  eine  durch  den  Mittelpunkt  gehende  Axe  mit  der- 
selben Winkelgeschwindigkeit  für  alle  Massenelemente,  u.  eine  zweite  Bewegung, 
bei  welcher  alle  Massenelemente  sich  in  Bezug  auf  drei  bestimmte  sich  im  Mittel- 
punkte rechtwinklig  durchschneidende  Ebenen  so  bewegen,  daß  ihre  Geschwindig- 
keiten senkrecht  gegen  jede  dieser  Ebenen  zerlegt,  den  Abständen  von  demselben 
proportional  sind,  so  wird  die  Oberfläche  zu  einer  behebigen  Zeit  die  Form  eines 
ElUpsoides  haben,  welches  mit  dem  ursprünglichen  concentrisch  ist,  dessen  Axen 
aber  in  Größe  und  Richtung  mit  der  Zeit  veränderlich  sind.  HinsichtUch  der  Be- 
wegung der  einzelnen  Elemente  gilt  dasselbe,  was  für  den  ersten  Augenblick  voraus- 
gesetzt wurde,  d.  h.  die  augenbhckliche  Bewegung  ist  zu  jeder  Zeit  aus  zwei  ein- 
fachen, wie  sie  oben  definirt  wurden,  zusammengesetzt,  so  jedoch  daß  die  Drehungs- 
axe  u.  die  drei  Ebenen  welche  diesen  Bewegungen  entsprechen,  im  Allgemeinen  mit 
der  Zeit  veränderlich  sind. 

Wie  leicht  zu  sehen,  involvirt  der  vorausgesetzte  ursprünghche  Bewegungs- 
zustand 8  willkürliche  Größen  u.  es  ist  merkwürdig,  daß  sich  für  einen  solchen  An- 
fangszustand der  allgemeine  Charakter  der  eintretenden  Bewegung  angeben  läßt. 
Ich  sage  ,,der  allgemeine  Charakter  der  Bewegung"  denn  zur  vollständigen  Kenntniß 
derselben  sind  9  Funktionen  der  Zeit  zu  bestimmen,  welche  durch  eben  so  viele  Gl. 
definirt  werden,  eine  endhche  u.  8  Differt.  gl.  2ter  Ordnung,  für  welche  man  allge- 
mein 7  Integrale  erster  Ordnung  angeben  kann.  Die  vollständige  Lösung  läßt  sich 
nur  in  speciellen  Fällen  durchführen,  von  denen  einer  der  einfachsten  der  ist,  wenn 
das  Elhpsoid  zwei  gleiche  Axen  hat  u.  die  Bewegung  ohne  anfängliche  Geschwindig- 
keit beginnt. 

Aus  meinen  Gl.  ergiebt  sich  die  Lösung  eines  Problems,  welches  einiges 
Interesse  darzubieten  scheint,  wenn  gleich  das  Resultat  ein  rein  negatives  ist.  Die 
bekannten  von  Maclaurin  und  Jacobi  gefundenen  Resultate  führen  naturgemäß  auf 
die  Frage,  in  welchen  Fällen  ein  flüssiges  homogenes  Elhpsoid,  dessen  Elemente  sich 
gegenseitig  nach  dem  Newton' sehen  Gesetze  anziehen,  wie  ein  fester  Körper  um  seinen 
Schwerpunkt  rotiren  kann  u.  die  Antwort  lautet,  daß  dies  nur  möglich  ist,  wenn  die 
Bewegung  um  eine  feste,  mit  einer  der  Hauptaxen  des  Elhpsoids  zusammenfallende 
Axe  geschieht,  was  der  von  Maclaurin  und  Jacobi  untersuchte  Fall  ist. 
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Wenn  ich  mich  nun  noch  meines  mir  von  meiner  Frau  gegebenen  Auftrages 
entledige,  so  ist  das  Papier  und  also  auch  dieser  lange  Brief  zu  Ende.  Der  Auftrag 
ist  der,  Sie  zu  bitten,  daß  8ie  meine  Frau  gefälligst  bei  Ihrer  Frau  entschuldigen 
wollen,  daß  sie  sie  (schöner  Stil)  vorigen  Winter  nicht  hat  besuchen  können.  Ehlert 
kann  bezeugen,  wie  sehr  meine  Frau  während  ihres  kurzen  Aufenthaltes  gehetzt  ge- 
wesen ist  u.  nur  den  kleinsten  Theil  der  von  ihr  beabsichtigten  Besuche  hat  machen 

können. 

Vale  et  mihi  fave 

Göllingen  4.  Juli  1857.  Dirichlet. 

VI.  Dirichlet  an  Herrn  Kronecker. 

Ich  beeile  mich,  verehrter  Freund,  Ihnen  für  Ihren  freundUchen  Brief*)  zu 
danken  und  zugleich  den  früheren  vom  Mai  Ihrem  Wunsche  gemäß  zu  überschicken. 
Es  versteht  sich  von  selbst  daß  Sie  mir  den  letzteren,  der  mein  Eigenthum  ist,  später 
wieder  zustellen  müssen,  doch  hat  es  damit  keine  Eile,  da  mir  eine  von  Dedekind  ge- 
nommene Abschrift  jeden  Augenbück  zu  Gebote  steht.  Von  Ihrem  freundlichen  Ver- 
sprechen, mich  zu  besuchen,  nehme  ich,  wie  die  Jiu'isten  sagen,  Akt,  hoffe  jedoch 
Sie  vielleicht  noch  früher  in  Berlin  zu  sehen.  Ihres  Auftrages  wegen  Riemann,  dessen 
jetzigen  Aufenthalt  ich  nicht  sicher  kenne  —  er  war  längere  Zeit  in  Harzburg  —  ent- 
ledige ich  mich  dadurch,  daß  ich  heute  an  Dedekind  schreibe,  um  durch  diesen  Ihr 
Gesuch  an  Riemann  gelangen  zu  lassen. 

Empfehlen  Sie  mich  u.  meine  Frau  Ihrer  Frau  Gemahlin  bestens  und  grüßen 

Sie  unsere  Freunde  Ehlert,  Kummer,  Weierstrass  und  Borchardt,  falls  er  zurück  ist, 

ergebenst  von 

Ihrem  treu  ergebenen 

Göttingen  4.  Okt.  57.  Dirichlet. 

VII.  Herr  Kranecker  an  Dirichlet. 
Hochgeehrter  Herr  Professor, 

Zuvörderst  meinen  herzlichsten  Dank  für  die  ungemein  prompte  Erfüllung 
meiner  neulichen  Bitte !  —  Inzwischen  bin  ich  von  einem  sehr  schweren  Verluste  be- 
troffen worden  —  meine  Mutter  ist  im  59stcn  Jahre  ihres  Lebens,  wenn  auch  an 


")  Dieser  Brief  von  Herrn  Kronecker  hat  sich  in  Dirichlefa  Nachlaß  nicht  vorgefunden. 
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einer  chronischen  Krankheit,  doch  so  plötzUch  gestorben,  daß,  als  ich  vor  sechs  Wochen 
auf  die  erste  Nachricht  hin  nach  Liegnitz  eilte,  ich  sie  schon  nicht  mehr  lebend  an- 
traf. Ich  verweilte  damals  noch  einige  Wochen  bei  meinem  armen  Vater,  und  ich  war 
selbst  geistig  und  körperlich  von  dem  Schlage  sehr  mitgenommen.  Nachher  kamen 
mancherlei  leichtere  Krankheiten  in  meiner  kleinen  Familie  hier  —  Sie  können  Sich 
also  denken,  daß  meine  Arbeiten  nur  sehr  langsam  von  Statten  gingen,  und  ich  muß 
Sie  um  Nachsicht  bitten. 

Die  kleine  Notiz,  die  ich  über  meine  ,,Enipt.  Functions- Arbeiten"  redigirt 
habe,  erlaube  ich  mir  Ihnen  anbei  zu  überreichen  und  noch  drei  Exemplare  zur  ganz 
gelegentlichen  Abgabe  an  die  Herren  Riemann,  Dedekind  und  Stern  beizufügen.  Zur 
Entschuldigung  hätte  ich  dabei  mehr  zu  sagen  als  der  Text  selbst  Raum  einnimmt; 
doch  werde  ich  die  ausführüche  Ausarbeitung  so  bald  folgen  lassen,  daß  diese  selbst 
Alles  erklären  soll.  Einige  kleine  Nachlässigkeiten  meines  Briefes  vom  17.  Mai,  wel- 
cher anbei  zurückfolgt,  finden  sich  in  der  gedruckten  Notiz  verbessert.  Nur  zwei 
Punkte  sind  es,  über  die  ich  im  Frühjahr  eine  wirklich  irrige  Meinung  hatte.  I.  Ich 
hatte  damals  einen  Beweis  für  die  Irreductibiütät  der  Gleichungen  gemacht,  von 
denen  die  Modulwerthe  abhängen  —  und  dieser  Beweis  ist  falsch.  Ich  bin  zwar  immer 
noch  überzeugt,  daß  jene  Gleichungen  irreductibel  sind,  aber  da  ich  es  noch  nicht  be- 
weisen kann,  mußte  ich  einstweilen  den  darauf  gegründeten  Schluß  auf  den  Irregu- 
laritätsexponenten aufgeben.  Dieser  Schluß  würde  —  so  lange  jene  Irreductibilität 
noch  nicht  feststeht  —  nur  in  einer  alternativen  Form  gemacht  werden  können,  die 
weder  schön  noch  einfach  genug  ist,  um  in  die  beiHegende  Notiz  mit  aufgenommen 
zu  werden.  —  IL  Ich  hatte  ferner  im  Frühjahr  die  irrige  Meinung  mit  dem  qu.  Ge- 
biete mathematischer  Untersuchung  gewissermaßen  fertig  zu  sein,  während  sich  mir 
jetzt  noch  eine  FüUe  neuen  und  reichen  Materials  bietet.  Indessen  werde  ich  dieses 
Mal  gegen  meine  Gewohnheit  und  Neigung  doch  an  die  Veröffentlichung  gehen,  ehe 
ich  die  Sache  ganz  durchgearbeitet  habe;  ich  werde  in  zwei  Theilen  meiner  Arbeit 
die  Auflösbarkeit  jener  Gleichungen  und  die  Anwendung  derselben  auf  die  Theorie 
der  quadratischen  Formen  negativer  Determinante  geben,  die  weiteren  Anwendun- 
gen aber  namentUch  auf  die  Composition  der  Formen  wahrscheinlich  noch  verschie- 
ben. —  Ich  hoffe  Sie  werden  diese  Genügsamkeit  Ihres  armen  Schülers  biUigen— 
denn  ich  sehe  endlich  ein,  daß  ich  meinem  Ideal  nicht  mehr  nachstreben  kann  und 
darf,  nämüch  auch  nur  eine  —  wenn  auch  in  niedrigeren  Regionen  sich  bewegende 
—  doch  so  in  sich  vollendete  Arbeit  zu  liefern,  wie  die  Ihrigen  Alle  sind.  Es  ist  einmal 
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mein  Kreuz,  daß  ich  iniiner  auf  Gebiete  geführt  werde,  die  bessere  geistige  Kräfte 
erfordern,  als  mir  von  der  Natur  verheben  sind,  und  die  mehr  Zeit  in  Anspruch  neh- 
men als  die  ist,  auf  welche  ich  bei  meinem  doch  eigenthch  sehr  unzuveilässigen  Kör- 
per zu  rechnen  habe.  —  Bei  meinei-  Ausarbeitung  will  ich  nichts  aus  der  Theorie  der 
quadr.  Formen  voraussetzen,  um  deutlich  zu  zeigen,  daß  sich  die  elhpt.  Functionen 
das  Alles  selbst  machen.  Doch,  ehe  ich  das  auch  für  die  ,,Composition"  mache,  muß 
ich  Sie,  den  Meister  aller  dieser  Gebiete,  durchaus  selbst  sprechen.  Hoffenthch  kom- 
men Sie  in  den  Weihnachtsferieu  hierher;  wenn  nicht  —  so  komme  ich  später  nach 
GöUingen.  Von  Kummer,  der  mit  seinem  Eeciprocitätsgesetzbeweise  sehr  schön  vor- 
geschritten ist,  soll  ich  Ihnen  die  herzlichsten  Grüße  ausrichten.  Ihrer  Frau  Gemah- 
lin, die  hoffenthch  glücklich  dort  angekommen  ist,  bitte  ich  mich  selbst  und  meine 
Frau,  die  ihre  Grippe  immer  noch  nicht  ganz  verwunden  hat,  bestens  zu  empfehlen. 
Sie  selbst  endlich,  geehrter  Herr  Professor,  ersuche  ich  Ihr  für  mich  über  Alles  schätz- 
bares Wohlwollen  auch  fernerhin  zu  bewahren 

Ihrem  Ihnen  treu  und  dankbar  ergebenen 

Berlin  2.  Decbr.  57.  Leopold  Kronecker. 

Grüßen  Sie  Riemann  und  Dedekind  gefäUigst  herzlichst  von  mir 

D.O. 

VIII.  Dirichlet  an  Herrn  Kronecker. 

Herrn  Dr.  Kronecker 

(aus  Berlin)  z.  Z. 

in 
frei  Ilsenburg. 

Göttingen  23.  Juli  58. 
Da  Sie,  verehrter  Freund,  neulich  auf  dem  Bahnhofe  zu  Harzburg*)  den 
Wunsch  äußerten,  den  Ausgangspunkt  meiner  Untersuchungen  über  den  Zusammen- 
hang zwischen  den  quadratischen  Formen  von  negativer  Determinante  und  den 
elliptischen  Funktionen  kennen  zu  lernen,  so  will  ich  Ihnen  meine  Grundformel  für 
den  speciellen  Fall,  wo  die  Determinante  eine  negativ  genommene  Primzahl  p  von 
der  Form  4»  +  3  ist,  mit  zwei  Worten  mittheilen  und  so  gut  es  ohne  mich  in  lange 


*)  Dirichlet  war  im  Juli  bei  Herrn  Kronecker,  welcher  den  Sonnner  in  llsenhurg  zu- 
brachte, einige  Tage  zum  Bef5uch.  Auf  Dirichlet'i^  Rückreise  nach  Göttingen  begleitete  ihn  Herr 
Kronecker  zu  Wagen  von  Ilsenburg  nach  Harzhurg. 
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Erörterungen,  zu  denen  mir  die  Muße  fehlt,  einzulassen,  geschehen  kann.  Eine  An- 
deutung dieses  Zusammenhanges  habe  ich  schon  im  zweiten  Theile  meiner  Abhand- 
lung R.  s.  d.  a.  etc.  gegeben,  aber  die  Sache  ist  dort  durch  den  Umstand  comphcirt, 
daß  die  Zahlen  bei  der  Darstellung  ausgeschlossen  werden,  welche  mit  der  Determi- 
nante einen  gemeinschafthchen  Theiler  haben.  Hebt  man  diese  Voraussetzung  auf, 
so  stellt  sich  die  Formel  für  den  erwähnten  besonderen  Fall  und  unter  Anwendung 
der  e/aco6j'schen  Zeichen  wie  folgt: 

Die  Summe  auf  der  ersten  Seite  erstreckt  sich  von  s  =  1  bis  s  =  p  —  1 ,  u. 
die  Doppelsummen  auf  der  zweiten  beziehen  sich  auf  alle  Systeme  x,  y,  für  welche 
die  jedesmaHge  quadratische  Form  {a,b,c)  (der  ersten  Art  oder  proprie  primitiva) 
ungerade  wird.  Die  eben  ausgesprochene  Bedingung  ließe  sich  übrigens  leicht  ent- 
fernen, wenn  man  auch  die  Formen  der  zweiten  Art  zuziehen  wollte.  Jede  Doppel- 
summe läßt  sich  nun,  wie  schon  am  angeführten  Orte  bemerkt,  in  eine  endliche  An- 
zahl von  Produkten  von  je  zwei  einfachen  Summen  der  Form 

zerlegen,  wo  6  u.  £  rationale  Zahlen  sind.  Jede  solche  einfache  Summe  aber  läßt  sich, 
wie  aus  den  von  Jacobi  gegebenen  Eigenschaften  von  &  leicht  folgt,  aber  so  viel  ich 
weiß,  bisher  nirgends  bemerkt  worden  ist,  in  die  Form 


-)/f,(fe) 


bringen,  wo  (p  (k)  eine  algebraische  Funktion  des  zu  q  gehörigen  Moduls  h  ist.  Da  nun 
andrerseits  jeder  der  auf  der  ersten  Seite  vorkommenden  sin  am  ebenfalls  eine  alge- 
braische Funktion  von  k  ist,  so  drückt  die  Gleich,  eine  Relation  aus  zwischen  alge- 
braischen Funktionen  des  flüssig  bleibenden  h.  Man  kann  daher  sagen,  daß  die  ganze 
Theorie  der  Formen  von  negativer  Determinante  und  der  durch  sie  darstellbaren 
Zahlen  auf  Beziehungen  zwischen  den  Wurzeln  algebraischer  Gleichungen  zurück- 
kommt u.  sich  aus  diesen  Beziehungen  muß  ableiten  lassen,  was  ein  um  so  bemerkens- 
wertheres  rapprochement  ist,  als  sich  bis  jetzt  bei  Formen  von  positiver  Determinante 
keine  Spur  eines  ähnUchen  Zusammenhanges  findet. 
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Seit  unserm  neuliclien  Gespräch  auf  der  Fahrt  von  Ilsenburg  nach  Harzburg 
ist  es  mir  gelungen,  die  Summe  ^  [yj,  wo  [  ]  nach  Gauss  das  größte  Ganze  be- 
zeichnet und  die  ich  bisher  nur  mit  einem  Fehler  der  Ordnung  ^n  augeben  konnte, 
bedeutend  in  die  Enge  zu  treiben.  Die  Auffindung  des  hiezu  dienenden  Mittels, 
welches  aller  Wahrscheinhchkeit  nach  auch  auf  die  folgenden  Fälle  anwendbar  seyn 
wird,  macht  mir  zwar  großes  Vergnügen,  kommt  mir  aber  insofern  zu  ungelegener 
Zeit  als  ich  dadurch  von  der  Vollendung  der  hydrodynamischen  Abhandlung  ab- 
gezogen werde,  welche  doch  endlich  fertig  werden  muß. 

Mit  der  Bitte  mich  Ihrer  Frau  Gemahlin  und  den  andern  llsenburger  Damen 
so  wie  H.  Dr.  Benzler  bestens  zu  empfehlen 

Ihr  treu  ergebener 

Dirichlet. 

Mit  Borchardt  wird  es  besser  gehen,  da  er  meine  Frau  in  CJiarlottenburg  zu 
besuchen  die  Absicht  hatte. 


IX.  Dirichlet  an  Herrn  Kronecker. 

Göttingen  31./ 7.  58. 

Seit  ich  Ihnen,  verehrter  Freund,  gestern  vor  acht  Tagen  geschrieben  habe, 
habe  ich  von  meiner  Frau  einen  Brief  aus  Preußen  erhalten,  aus  welchem  hervorzu- 
gehen scheint,  daß  sie  Borchardt  welcher  sie  in  Charlottenhurg  zu  besuchen  die  Ab- 
sicht geäußert  hatte,  nicht  gesehen  hat.  Ich  muß  daher  fürchten,  daß  sich  der  Zu- 
stand unsres  Freundes  neuerdings  verschhmmert  hat  und  bitte  Sie  deshalb  mir  mit 
zwei  Worten  zu  sagen,  was  Sie  aus  Berlin  über  ihn  erfahren  haben.  Ein  gestern  von 
Heine  eingelaufener  Brief  erwähnt  mit  keiner  Silbe,  daß  Sie  ihn  in  den  Harz  citirt 
hätten;  es  wird  nun  wohl  ganz  unterbleiben,  da  Ihre  Abreise  nach  Helgoland  nach 
dem  was  Sie  mir  neuhch  sagten,  vor  der  Thür  seyn  muß. 

Mit  meinen  besten  Empfehlungen  für  Ihre  Frau  Gemahlin 

Ihr  ergebenster 
Dirichlet. 
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X.  Herr  Kronecker  an  Dirichlet. 

Ilsenburg  Sonntag  1.  August  58. 

Hochgeehrter  Herr  Professor.  Ich  empfange  soeben  ihr  gestriges  Schreiben 
und  beeile  mich  Ihnen  über  unsern  Freund  Borchardt  Nachricht  zu  geben,  mit  dem 
ich  heut  vor  acht  Tagen  in  Braunschweig  zusammen  war.  Wie  das  gekommen,  ohne 
daß  ich  die  mit  Ihnen  getroffene  Verabredung  erfüllen  konnte,  darüber  muß  ich 
Ihnen  mit  ein  paar  Worten  Aufschluß  geben.  Das  ziemhch  andauernd  schöne  Wetter 
■  am  Montag  nach  Ihrer  Abreise  von  hier  trieb  mich  nämlich  zur  Ausführung  meines 
Planes  einen  mehrtägigen  Ausflug  nach  dem  Brocken  und  dem  Unterharz  zu  unter- 
nehmen. Durch  Wetter-  und  andere  Störungen  verlängerte  sich  meine  Abwesenheit 
von  hier  bis  Sonnabend  vor  acht  Tagen.  Ich  hatte  inzwischen  nicht  an  Borchardt 
noch  an  Heine  geschrieben,  da  ich  nach  der  früheren  Kummer'schen  Mittheilung  über 
Borchardt'^  Befinden  dessen  Abreise  als  noch  weit  hinausgeschoben  betrachtete.  Zu 
meinem  Erstaunen  fand  ich  nun  aber  bei  meiner  Rückkunft  hierher  am  Sonnabend 
BorcJiardt's  Nachricht  vor,  daß  er  Sonntag  Mittag  in  Braunschweig  eintreffen  würde. 
Es  war  nun  rein  unmöglich  Ihnen  noch  rechtzeitig  davon  Mittheilung  zu  machen, 
zumal  ich  wußte  daß  Sie  Montag  wieder  Vorlesungen  halten  und  also  selbst  ein 
längeres  Warten  Borchardt's  in  Braunschweig  nichts  genützt  haben  würde.  Ich  reiste 
also  Sonntag  allein  hinüber  und  war  mit  Borchardt  von  1  bis  8  Uhr  zusammen.  Er 
hat  es  natürhch  sehr  bedauert,  um  Ihren  —  vielleicht  auch  um  Heine's  Besuch  — 
durch  Umstände  gekommen  zu  sein,  deren  Abwendung  zum  Theil  vielleicht  in 
meiner  Gewalt  war.  Indessen,  geehrter  Herr  Professor,  Sie  haben  jetzt  alle  Data, 
um  selbst  das  Verdict  über  mich  auszusprechen.  Soviel  über  meine  etwaigen  Ent- 
schuldigungsgründe; was  Borchardt  anlangt,  so  fand  ich  ihn  freiMch  sehr  schwach 
und  augegriffen,  indessen  hoffe  ich  doch  daß  er  die  Reise  nach  der  Insel  Wight,  die 
er  in  kurzen  Tagereisen  und  in  Begleitung  eines  gewandten  Dieners  machte,  glück- 
lich vollendet  haben  wird.  Er  denkt  auf  der  Insel  Wight  auch  seine  Cousine  Hellborn, 
jetzt  verheirathete  Sußmann,  mit  ihrem  Manne  zu  treffen,  so  daß  er  also  sich  dort 
um  so  weniger  verlassen  fühlen  wird.  Borchardt  hatte,  wie  ich  vor  einigen  Tagen  von 
Berlin  hörte,  vor  einigen  Wochen  erst  wieder  einen  kleinen  Anfall  gehabt,  und  seit- 
dem datirt  sich  die  eigentUche  Besserung,  während  bis  dahin  die  Krankheit  mehr 
schleichend  verlaufen  war  aber  auch  gar  nicht  recht  weichen  wollte.  —  Borcluirdt 
gedenkt  an  5  Wochen  in  England  zu  verweilen  und,  wenn  es  ihm  alsdann  gut 
geht,  noch  auf  einige  Zeit  nach  Sorrent  zu  gehen.  Freilich  hegen  die  beiden  See- 
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küsten  etwas  weit  auseinander  —  aber  Dampf  wagen  und  Dampfschiffe  laufen  ja 
schnell.  BarcJiardt's  Adresse  von  der  Insel  Wight  werde  ich  erst  in  Helgoland  er- 
fahi-en,  wohin  ich  übermorgen  mit  meinem  Sohne  Ernst  abzureisen  gedenke,  und 
wohin  mir  vielleicht  (einem  gestrigen  Berliner  Briefe  nach  zu  schließen)  Weierstroß 
und  Kummer  folgen  werden. 

Nach  allen  diesen  Personalien  komme  ich  nun  dazu  Ihnen  für  Ihren  freund- 
lichen Brief  vom  23sten  Juli  aufs  Herzlichste  zu  danken  und  Ihnen  zu  sagen,  wie 
sehr  ich  mich  durch  diese  prompte  Mittheilung  geschmeichelt  fühle  und  noch  mehr, , 
wie  ungemein  mich  der  Inhalt  jenes  Schreibens  interessirt  hat;  daß  Sie  in  der  Be- 
stimmung von  ^  r^  1  so  vorgeschritten  sind,  ist  doch  eigentlich  so  prächtig,  daß 
keinerlei  Rücksicht  Ihre  Freude  daran  beeinträchtigen  darf.  Auch  wird  Sie  gewiß 
kein  Bedenken  von  der  weiteren  Verfolgmig  der  bezüglichen  Untersuchungen  ab- 
halten, denn  die  Macht  des  Reizes  derselben  ist  zu  groß.  EndHch  aber  wird  es  Ihrem 
umfassenden  Geiste  gewiß  nicht  schwer  die  Ausarbeitung  fertiger  Untersuchungen 
selbst  bei  Arbeiten  auf  ganz  andern  Gebieten  nebenher  gehen  zu  lassen.  Das  ist  eben 
der  Vorzug  unsrer  großen  Männer,  daß  sie  nicht  nur  die  Fülle  der  Gedanken  haben, 
sondern  daß  diese  ihnen  auch  kein  Hinderniß  ist  für  deren  Ausbeutung.  —  Ihre 
schönen  Mittheilungen  über  die  ellipt.  Functionen  werde  ich  mir  gleich  nach  meiner 
Rückkunft  nach  Berlin  ordentUch  zu  Nutze  machen.  Ich  werde  mir  die  von  Ihnen 
angedeutete  Umformung  von  '^M<":'  +  ^i":y  +  <:v^'i  in  Producte  von  je  zwei  einfachen 

Summen^q'"'''"^'''  zu  verschaffen  und  namenthch  die  rationalen  Zahlen  ö  und  e  zu 
bestimmen  suchen.  Diese  hängen  direct  wahrscheinhch  von  den  Coefficienten  der 
Formen  ab,  wenigstens  so  daß  —  während  die  linke  Seite  Ihrer  Hauptgleichung 
offenbar  algebraische  von  der  Modulargleichung  pter  Ordnung  abhängige  Functio- 
nen enthält  —  auf  der  rechten  Seite  algebraische  Functionen  vorkommen  werden, 
welche  aus  Modulargleichungen  andrer  Ordnungen  entstehen.  Solche  Beziehungen 
sind  mir  aber  algebraisch  vom  höchsten  Interesse  —  man  kennt  zwar  schon  der- 
gleichen, aber  die  aus  Ihrer  Gleichung  resultirenden  sind  sicher  ganz  verschieden  von 
den  bereits  bekannten.  Auch  die  zahlentheoretischen  Folgerungen  aus  Ihrer  Glei- 
chung müssen  ganz  verschieden  sein  von  denjenigen,  die  ich  aus  der  Theorie  der 
ellipt.  Functionen  gezogen  habe.  Aber  ich  glaube,  daß  Ihre  Gleichung  auch  dann 
noch  interessante  Ergebnisse  liefern  wird,  wenn  man  darin  dem  Modul  k  einen  der- 
jenigen specielleu  Zahlenwerthe  giebt,  die  ich  besonders  untersucht  habe.  Alle  meine 
dießfällsigen  Ideen  und  Absichten  sind  natürheh  noch  sehr  unbestimmt  —  denn 
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Ilsenburg  ist  kein  gutes  Klima  für  mathematische  Studien  —  aber  von  Berlin  aus 
lioffe  ich  Ihnen  den  Dank  für  Ihre  schätzbaren  Mittheilungen  zu  hetlmtigen.  Meine 
liebe  Frau  läßt  sich  Ihnen  angelegentHchst  empfehlen,  und  ich  selbst  bitte  Sie  mir 
Ihre  überaus  werthe  Freundschaft  zu  bewahren. 

Ihr  treu  ergebener 

Kronecker. 

Beste  Grüße  Ihrem  Sohn  Ernst  und  meine  besten  Empfehlungen  Ihrer  Frau 
Mutter,  so  wie  den  Herren  Weber,  Listing  und  Riemann.  Ich  bitte  Sie  noch  von 
meinen  Ihnen  mitgetheilten  Ideen  über  die  Algebra  der  Zukunft,  namentlich  über 
die  Benutzung  der  Jacobi'schen  Unearen  Gleichungen  für  l/M  nichts  Anderen  mit- 
zutheilen.  Ich  möchte  erst  selbst  sehen,  ob  meine  Speculationen  Erfolg  haben. 

D.O. 
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BEURTHEILUNG  DER  FÜR  DEN  STEINERPREIS  DES  JAHRES  1868 
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In  der  öffentlichen  Sitzung  am  Leibniztage  des  Jahres  1866  hatte  die 
Akademie  nach  der  Bestimmung  der  Steiner' sehen  Stiftung  folgende  Preisfrage 
gestellt : 

Für  diejenigen  geometrischen  Probleme,  deren  algebraische  Lösung  von 
Gleichungen  von  höherem  als  dem  zweiten  Grade  abhängt,  fehlt  es  noch 
an  der  Feststellung  der  zur  constructiven  Lösung  erforderhchen  und  aus- 
reichenden fundamentalen  Hilfsmittel,  so  wie  an  den  Methoden  zur  syste- 
matischen Benutzung  dieser  Hilfsmittel. 

Indem  die  Akademie  die  Frage,  die  sie  stellt,  auf  die  Probleme 
beschränkt,  welche  auf  kubische  Gleichungen  führen,  wünscht  sie,  dass 
wenigstens  an  einer  Anzahl  von  speciellen  Beispielen  gezeigt  werde,  wie 
diese  Lücke  in  dem  Gebiete  der  constructiven  Geometrie  ausgefüllt  werden 
könne.  Namentlich  verlangt  sie  die  vollständige  Lösung  des  folgenden 
Problems : 

,,Wenn  dreizehn  Punkte  in  der  Ebene  gegeben  sind,  so  sollen  durch 
geometrische  Construction  diejenigen  drei  Punkte  bestimmt  werden, 
welche  mit  den  gegebenen  zusammen  ein  System  von  sechszehn 
Durchschnittspunkten  zweier  Curven  vierten  Grades  bilden." 

Bei  der  Lösung  sind  die  Fälle  zu  berücksichtigen,  in  welchen  einige 
der  dreizehn  Punkte  imaginär  und  demgemäss  nicht  als  individuelle 
Punkte,  sondern  als  Durchschnittspunkte  vorgelegter  Curven  gegeben  sind. 
Gewünscht  wird  ferner,  dass  sämtUche  geometrische  Constructionen  durch 
die  entsprechenden  algebraischen  Operationen  erläutert  werden. 


1)  Vgl.  Zusatz  33  am  Ende  dieses  Bandes. 
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Es  sind  für  diese  Preisfrage  vier  Bewerbungsschriften  rechtzeitig  einge- 
gangen. 

Die  erste  Bewerbungsschrift  mit  dem  Motto:  „Wissenschaft  ist  Älacht" 
besteht  aus  zwei  Abhandlungen  unter  folgenden  Titeln:  „Ueber  die  constructive 
Lösung  geometrischer  Aufgaben  des  dritten  und  vierten  Grades"  und  „Ueber  die 
Construction  unbekannter  Durchschnittspunkte  bei  geometrischen  Curven  in  rein 
synthetischer  Form  dargestellt".  —  In  der  ersten  dieser  beiden  Abhandlungen  wird 
eine  grössere  Anzahl  geometrischer  Aufgaben  der  in  der  Preisfrage  bezeichneten 
Kategorie  auf  drei  Fundamentalprobleme  zurückgeführt,  deren  constructive  Lösung 
gleich  im  Eingange  der  Arbeit  gegeben  ist.  Bei  dieser  Lösung  behält  der  Verfasser 
im  Anschlüsse  an  die  Behandlung  der  im  gewöhnhchen  Sinne  geometrisch  construir- 
baren  Probleme  den  festen  Kreis  als  Hilfsmittel  bei  und  bedarf  demgemäss  für  jedes 
Problem  noch  anderer  Kegelschnitte.  Aber  derartige  Constructionen  nehmen  nicht  — 
wie  es  in  der  Preisfrage  verlangt  wird  —  die  erforderhchen  imd  ausreichenden  funda- 
mentalen Hilfsmittel  in  Anspruch,  da  nicht  die  als  gezeichnet  anzunehmenden, 
sondern  die  erst  nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe  zu  construirenden  Hilfslinien 
so  einfach  als  möglich  zu  wählen  sind.  Aus  diesem  Grunde  kaim  auch  von  einer 
Beurtheilung  des  reichhaltigen  und  an  sich  vielfach  interessanten  Inhaltes  der 
zweiten  Abhandlung  ganz  abgesehen  werden,  zumal  derselbe  sich  zum  grössten 
Theile  auf  Gegenstände  bezieht,  welche  der  Preisfrage  fremd  sind. 

Die  zweite  Preisschrift  trägt  das  Motto:  ,,Das  einzige  wahrhaft  erhebende 
Moment  in  der  Gegenwart  ist  die  Wissenschaft  überhaupt,  die  der  Natur  und  ihrer 
Gesetze  insbesondere.  Sie  ist  mir  die  hehre,  reine  Braut,  welche  inmitten  der  Wirr- 
sale  imserer  Zeit  Freiheit  meinem  Geiste,  Frieden  meinem  Herzen  giebt  und  er- 
hält". Diese  Arbeit  beschäftigt  sich  einzig  und  allein  mit  dem  in  der  Preisfrage 
gestellten  Probleme,  die  übrigen  drei  gemeinsamen  Punlcte  eines  durch  dreizehn 
Punkte  gegebenen  Büschels  von  Curven  vierten  Grades  zu  construiren.  Der  Ver- 
fasser behandelt  dieses  Problem  sehr  eingehend,  ausführhch  und  mit  Sachkenntniss 
und  giebt  drei  verschiedene  Lösungen  desselben,  indem  er  zeigt,  wie  Kegelschnitte 
gefunden  werden  können,  die  sich  nur  in  den  drei  gesuchten  Punkten  schneiden. 
Aber  auf  die  constructive  Auffindung  der  gemeinschaftlichen  Punkte  von  Kegel- 
schnitten, die  nur  durch  ihre  Elemente  gegeben  sind,  mit  ,,den  hierzu  erforderhchen 
und  ausreichenden  Hilfsmitteln",  wie  es  die  Preisfrage  verlangt,  ist  der  Verfasser 
nicht  eingegangen. 
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Die  dritte  Bewerbungsschrift  ist  mit  dem  Newton'schen  Motto  versehen: 
,,Est  itaqm  arithmetice  quidem  simplicius,  quod  per  simpUciores  aequationes  deter- 
minatur,  at  geometrice  siniplickis  est,  quod  per  simpliciorem  ducticm  lineartim  colligitur; 
et  in  geometria  prius  et  praestantius  esse  debet  quod  est  ratione  geometrica  simplicius." 
In  einem  ersten  Theile  dieser  Abhandlung  wird  die  Aufgabe  gelöst:  „Die  Durch- 
schnittspunkte zweier  durch  je  fünf  Punkte  gegebenen  Kegelschnitte  mit  Hilfe 
des  Lineals,  des  Cirkels  und  eines  festen  Kegelschnittes  zu  construiren",  und  hierauf 
wird  alsdann  im  zweiten  Theile  die  Lösung  des  auf  die  Curven  vierten  Grades  bezüg- 
lichen Problems  der  Preisfrage  zurückgeführt.  Der  Verfasser  hat  also,  dem  Ver- 
langen der  Preisfrage  entsprechend,  wirklich  fundamentale  Hilfsmittel  der  Con- 
struction  gewählt,  er  hat  die  hierbei  zulässigen  praktisch  einfachsten  Constructions- 
Methoden  aufgesucht  und  dieselben  mit  allen  einzelnen  dazu  erforderhchen  Opera- 
tionen vollständig  auseinandergesetzt.  Da  hierbei  eine  gewisse  Weitläufigkeit  kaum 
zu  vermeiden  war,  so  hat  der  Verfasser  sich  bemüht,  deren  nachtheihgen  Einfluss 
durch  scharfe  und  bestimmte  Angabe  der  behandelten  Probleme,  durch  besondere 
Hervorhebung  der  Hauptresultate  und  durch  Hinzufügung  erläuternder  Anmer- 
kungen möglichst  zu  beseitigen.  Doch  fehlen  in  der  Arbeit  gerade  die  für  Verständ- 
niss  und  Würdigung  der  Resultate  wesentHchsten  algebraischen  Erläuterungen, 
deren  Hinzufügung  in  der  Preisfrage  ausdrücklich  gewünscht,  wenn  auch  nicht 
gefordert  war. 

Die  vierte  in  französischer  Sprache  abgefasste  Preisschrift  mit  dem  Motto : 
„Haud  facilem  esse  viam  voluit"  führt  den  Titel:  „Memoire  sur  quelques  problemes 
cuhiques  et  biquadratiques"  und  ist  in  drei  Abschnitte  eingetheilt.  Der  erste  Abschnitt 
beschäftigt  sich  mit  der  Theorie  des  Imaginären  in  der  Geometrie,  der  zweite  ent- 
hält verschiedene  Methoden,  die  gemeinsamen  Punkte  zweier  durch  ihre  Elemente 
gegebenen  Kegelschnitte  mittels  des  Lineals,  des  Cirkels  und  eines  festen  Kegel- 
schnitts zu  construiren,  in  dem  dritten  Abschnitte  endhch  löst  der  Verfasser  ausser 
einigen  andern  sogenannten  kubischen  und  biquadratischen  geometrischen  Auf- 
gaben namentUch  das  speciell  in  der  Preisfrage  hervorgehobene  die  Curven  vierten 
Grades  betreffende  Problem.  Die  ganze  Arbeit  zeichnet  sich  durch  übersichthche 
und  systematische  Behandlung  des  Stoffes  aus.  Der  Verfasser  macht  bei  seinen 
Constructionen,  wie  es  in  der  Preisfrage  verlangt  wird,  nur  von  den  einfachsten 
erforderhchen  und  ausreichenden  Hilfsmitteln  Gebrauch,  aber  bei  den  Construc- 
tions-Methoden  selbst  hat  er  mehr  auf  gedankliche  als  auf  praktische  Einfachheit, 
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mehr  auf  die  vollständige  Darlegung  aller  Gesichtspunkte,  als  auf  die  Ausführung 
aller  einzelnen  Operationen  sein  Bestreben  gerichtet.  Dadurch  ist  es  ihm  gelungen, 
im  zweiten  Abschnitte  das  an  sich  dürftige  und  trockene  Material  in  gediegener  und 
interessanter  Weise  zu  verarbeiten  und  im  dritten  Abschnitte  die  specielle  dort 
behandelte  Frage  mit  allgemeineren  zu  verknüpfen.  Fast  überall  lässt  die  Arbeit 
zum  Vortheil  für  iliren  wissenschaftlichen  Werth  deutlich  erkennen,  dass  der  Ver- 
fasser zu  seinen  umfassenderen  Untersuchungen  durch  algebraische  Betrachtungen 
gelangt  ist,  deren  genauer  Zusammenhang  mit  dem  Gegenstande  der  Preisfrage 
schon  in  deren  Formulierung  enthalten  ist.  Aber  eine  ausdrückliche  Angabe  der 
den  geometrischen  entsprechenden  algebraischen  Operationen  hinzuzufügen,  ist  der 
Verfasser  —  wie  er  am  Schlüsse  erwähnt  —  durch  eine  gewisse  Eile  der  Redaction 
verhindert  worden,  deren  Spuren  sich  übrigens  auch  sonst  in  der  Arbeit  an  einigen 
Stellen  bemerklich  machen. 

Hiernach  hat  die  Akademie  ihren  Statuten  gemäss  beschlossen,  dem  Ver- 
fasser der  erstgenannten  Bewerbungsschrift  mit  dem  Motto:  ,, Wissenschaft  ist 
Macht",  so  wie  auch  dem  Verfasser  der  zweiten  mit  dem  Motto:  ,,Das  einzige  wahr- 
haft erhebende  Moment  usw."  den  Steiner'schen  Preis  nicht  zuzuerkennen,  sondern 
denselben  unter  die  beiden  anderen  Bewerber  zu  theilen,  deren  Schriften,  die  eine 
mit  dem  Motto:  „Est  itaque  arithmetice  quidem  simplicius  etc.",  die  andere  mit 
dem  Motto:  „Haud  facilem  esse  viam  voluit",  beide  von  der  Akademie  für  preis- 
würdig erachtet  worden  sind,  weil  sie  den  gestellten  Forderungen  im  Wesenthchen 
entsprechen. 

Es  sind  nun  die  Zettel  zu  eröffnen,  welche  die  Namen  der  beiden  als  preis- 
würdig anerkannten  Abhandlungen  enthalten. 

Als  Verfasser  der  mit  dem  Motto:  „Est  itaque  arühmetice  etc."  bezeichneten 
Schrift  ergiebt  sich  Hr.  Dr.  Hermann  Kortum,  Privatdocent  zu  Bonn,  und  als 
Verfasser  der  mit  dem  Motto:  „Hand  facilem  esse  viam  voluit"  \ ersehenen  VLv.  Henry- 
John  Stephen  Smith,  Savilian  Professor  of  Gcometry  in  the  University  of 
Oxford.  Die  zu  den  beiden  Arbeiten,  denen  der  Preis  nicht  ertheilt  worden  ist, 
gehörenden  Zettel  sind  der  Bestimmung  der  Statuten  gemäss  hier  öffentlich  zu 
verbrennen. 


ERTHEILUNG  DES  STEINERPEEISES  FÜR  1882 

UND  AUSSCHREIBUNG  EINER  NEUEN  PREISFRAGE 

FÜR  DAS  JAHR  1884. 

In  der  öffentlichen  Sitzung  am  Le^6n^z-Tage  des  Jahres  1880  ist  in  Erfüllung 
der  Bestimmungen  der  Steiner'schen  Stiftung  verkündet  worden,  dass  die  Akademie, 
um  die  Geometer  zu  eingehenden  Untersuchungen  über  die  Theorie  der  höheren 
algebraischen  Raumcurven  zu  veranlassen,  beschlossen  habe,  zur  Concurrenz  um 
den  Steiner' sehen  Preis  jede  Arbeit  zuzulassen,  welche  irgend  eine  auf  die  genannte 
Theorie  sich  beziehende  Frage  von  wesentlicher  Bedeutung  vollständig  erledigen 
werde. 

Es  sind  drei  Bewerbungsschriften  rechtzeitig,  am  27.  und  28.  Februar  d.  J., 
eingegangen.  Außerdem  hat  die  Akademie  am  28.  Februar  d.  J.  von  Hrn.  H.  Valen- 
tiner in  Kopenhagen  eine  Schrift,  betitelt:  ,, Beiträge  zur  Theorie  der  Raumcurven" 
zugeschickt  erhalten,  welche,  da  sie  den  Namen  des  Verfassers  enthielt,  von  der  Con- 
currenz auszuschhessen  und  nach  dem  Inhalte  des  von  Kopenhagen  den  26.  Februar 
1882  datirten  Begleitschreibens  vom  Verfasser  selbst  auch  nicht  zur  Concurrenz  um 
den  Steiner'schen  Preis  bestimmt  war.  Hr.  Valentiner  erklärt  in  seinem  an  die 
Akademie  gerichteten  Briefe,  dass  ihm  die  Zeit  zur  Ausarbeitung  einer  eigenthchen 
Bewerbungsschrift  zu  kurz  gewesen  sei  und  nur  dazu  genügt  habe,  um  seine  bereits 
im  December  1881  in  dänischer  Sprache  veröffentlichte  Inauguraldissertation  über 
die  Theorie  der  Raumcurven  in's  Deutsche  zu  übersetzen  und  Einiges  hinzuzufügen ; 
er  wünscht  durch  die  Einsendung  seiner  Arbeit  nur  die  Priorität  seiner  Resultate 
gegenüber  denjenigen  festzustellen,  die  in  anderen  an  die  Akademie  eingeschickten 
Abhandlungen  über  die  Theorie  der  Raumcurven  enthalten  wären.  Diesem  Wunsche 
hat  die  Akademie  nicht  anders  entsprechen  können,  als  dass  sie  bei  der  Berathung 
über  die  Ertheilung  des  Steiner' sehen  Preises  den  Beschluss  gefasst  hat,  Hrn.  Valen- 
tiner seine  aus  äusseren  Gründen  zur  Concurrenz  nicht  zuzulassende  Arbeit  unver- 
züghch  zur  Disposition  zu  stellen  und  ihm  hierdurch  die  MögUchkeit  zu  geben,  die 
Priorität  seiner  Resultate  durch  deren  Veröffenthchung  zu  wahren. 
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Die  erste  der  drei  Bewerbungsschriften,  welche  den  äusseren  für  die  Zulas- 
sung zur  Concurrenz  gestellten  Bedingungen  genügen,  trägt  das  Steiner'sche  Motto : 
„Hierbei  macht  weder  die  synthetische  noch  die  analytische  Methode  den  Kern  der 
Sache  aus,  der  darin  besteht,  dass  die  Abhängigkeit  der  Gestalten  von  einander 
und  die  Art  und  Weise  aufgedeckt  wird,  wie  ihre  Eigenschaften  von  den  einfacheren 
Figuren  zu  den  zusammengesetzteren  sich  fortpflanzen".  Die  Arbeit  besteht  aus 
zwei  sowohl  dem  Gegenstande  als  der  Behandlungsweise  nach  ganz  verschiedenen 
Theilen.  Im  ersten  Theile  werden  nach  einander  in  vier  Abschnitten  die  Curven 
behandelt,  welche  auf  speciellen  Flächen,  nämHch  auf  der  allgemeinen  Fläche  dritter 
Ordnung,  auf  der  cubischen  Regelfläche,  auf  der  Fläche  vierter  Ordnung  mit  dop- 
peltem Kegelschnitt  und  auf  derjenigen  mit  einer  Doppelgeraden  liegen.  Im  zweiten 
Theile  werden  Untersuchungen  über  allgemeine  Raumcurven,  ohne  vorherige 
Fixirung  einer  Fläche,  auf  welcher  sie  liegen  sollen,  auf  die  Cayky'sche  Darstellung 
durch  sogenannte  Monoide  gegründet  und  dabei  namentUch  Bestimmungen  über 
die  Zahlen  erlangt,  welche  für  die  Anzahl  der  scheinbaren  Doppelpunkte  von  Raum- 
curven gegebener  Ordnung  auftreten  können.  Die  beiden  Theile  der  Abhandlung 
sowie  deren  einzelne  Abschnitte  sind  in  ganz  verschiedenem  Maasse  durchgearbeitet, 
relativ  am  meisten  der  erste  Abschnitt,  welcher  sich  mit  den  auf  Flächen  dritter 
Ordnung  Hegenden  Raumcurven  beschäftigt.  Dieses  grössere  oder  geringere  Maass 
der  Durcharbeitung  entspricht  aber  keineswegs  der  grösseren  oder  geringeren  Bedeu- 
tung der  behandelten  Fragen,  sondern  es  waren  dem  Verfasser,  wie  er  selbst  in  der 
Einleitung  fremiüthig  erklärt,  subjective  Gründe  hierfür  bestimmend.  So  hat  er 
sich  im  vergangenen  December  durch  das  Erscheinen  der  Valentiner' sehen  In- 
auguraldissertation, deren  Inhalt  sich,  wie  er  sagt,  ,,zum  guten  Theile  mit  seinen 
Untersuchungen  im  zweiten  Theile  seiner  Abhandlung  deckt  und  vielfach  noch 
weiter  geht",  bewegen  lassen,  von  weiterer  Durcharbeitmig  der  darin  behandelten 
allgemeinen  Theorie  der  Raumcurven  abzustehen  und  die  letzten  zwei  Monate  der 
Frist  auf  die  eingehendere  Bearbeitung  des  ersten  Theiles  zu  verwenden.  Die  ganze 
Abhandlung  lässt  deshalb  die  systematische  Entwickelung  und  vielfach  auch  selbst 
die  übersichtUche  Anordnung  des  Stoffes,  die  Scheidung  des  Wichtigern  von  dem 
minder  Wichtigen  vermissen,  aber  sie  enthält  in  ihrem  ersten  Theile  und  namentlich 
in  dessen  erstem  Abschnitt  eine  gründliche  imd  umfassende  geometrische  Unter- 
suchung der  auf  gewissen  speciellen  Flächen  liegenden  Curven  und  in  beiden  unter- 
schiedenen Theilen  eine  Anzahl  von  werthvollen  Resultaten,  die  jedoch  nicht  als 
solche  anerkannt  werden  können,  welche  —  wie  es  in  der  Preisaufgabe  heisst  — 
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„auf  die  Theorie  der  Raumcurven  bezügliche  Fragen  von  wesentlicher  Bedeutung 
vollständig  erledigen". 


Die  zweite  Bewerbungsschrift  hat  das  ^4Wsche  Motto:  ,,0n  doit  donner  au 
Probleme  une  forme  teile,  qu'il  soit  toujours  possible  de  le  resoudre",  und  den 
Titel:  „Zur  Grundlegimg  der  Theorie  der  algebraischen  Raumcurven".  Sie  ist,  dem 
Titel  entsprechend,  ein  Versuch  gründlicher  und  umfassender  Darstellung  der 
Theorie  der  algebraischen  Raumcurven,  und  es  ist  vor  Allem  anzuerkennen,  dass 
darin  die  fundamentalen  algebraischen  Gesichtspunkte  und  zwar  sowohl  diejenigen, 
welche  für  die  Classification  der  Raumcurven,  d.  h.  für  ihre  Zusammenfassung  in 
verschiedene  Arten,  als  auch  diejenigen,  welche  für  die  Entwickelung  ihrer  Eigen- 
schaften maassgebend  sind,  mit  Klarheit  erfasst  und  mit  Bestimmtheit  hervor- 
gehoben werden.  Die  Entwickelung  der  Theorie  selbst  ist  eine  durchaus  syste- 
matische und  durchweg  wohl  geordnete.  Dabei  hat  es  sich  der  Verfasser  angelegen 
sein  lassen,  dem  Leser  die  Übersicht  und  das  Verständnis  zu  erleichtern,  indem  er 
seiner  umfangreichen  Arbeit  ein  genaues  Inhaltsverzeichniss  und  eine  Einleitung 
vorausschickte,  in  welcher  er  die  auf  den  Gegenstand  bezügliche  Literatur  sorgfältig 
angegeben,  deren  Inhalt  und  Ergebniss  kurz  dargelegt  und  daran  eine  nähere  Aus- 
einandersetzung der  von  ihm  selbst  in  seiner  Arbeit  benutzten  Methoden  und  der 
dabei  erlangten  Resultate  geknüpft  hat.  Die  Arbeit  ist  in  drei  Abschnitte  eingetheilt 
und  gibt  im  ersten  Abschnitt  eine  Untersuchung  der  Raumcurven  mittelst  specieller 
Flächenschnitte,  im  zweiten  eine  solche  mittelst  Schnitte  allgemeiner  Flächen  und 
im  dritten  Anwendungen  auf  die  Raumcurven  der  einzelnen  Ordnungen  (bis  zur 
siebzehnten  Ordnung  hin),  denen  im  Schlussparagraphen  noch  Anwendungen  auf 
die  Geometrie  specieller  Flächen  angeschlossen  sind.  Alle  diese  Untersuchungen 
sind  in  sorgfältiger,  gediegener  Weise  geführt  und  auf  tiefe  algebraische  Erkenntniss 
gegründet;  einige  derselben  sind  freilich,  wie  der  Verfasser  selbst  eingesteht,  noch 
keineswegs  bis  zum  Abschluss  geführt,  und  auch  viele  der  entwickelten  Resultate 
bedürfen  noch  einer  weiteren  Durcharbeitung.  Aber  diejenigen,  vom  Verfasser  selbst 
als  die  hauptsächlichsten  hervorgehobenen  Untersuchungen,  welche  sich  auf  die 
Constantenzahl  der  Raumcurven  beziehen,  sowie  die  Ergebnisse  dieser  Unter- 
suchungen, sind  doch  schon  in  der  Form,  wie  sie  vorhegen,  von  der  Art,  dass  die 
Akademie  darin,  wenn  sie  dieselben  im  Zusammenhang  der  ganzen  systematischen 
Entwickelung  betrachtet,  einen  wesentUchen  Fortschritt  in  der  Theorie  der  alge- 
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braischen  Raumcurven  erkennen  und  hiervon  Anlass  nehmen  kann,  der  an  sich 
vortreff hohen  Arbeit  den  Preis  zuzuertheilen. 

Die  dritte  Bewerbungsschrift  ist  mit  dem  i/wcrcz'schen  Motto  versehen: 
„Variam  semper  dant  otia  mentem",  in  französischer  Sprache  geschrieben  und 
„Memoire  sur  la  Classification  des  courbes  gauches  algebriques"  betitelt.  Die  sehr 
umfangreiche  und  äusserst  sorgfältige  Arbeit  ist  durch  eine  übersichtüche  Darlegung 
des  gesammten  Inhalts  eingeleitet  und  in  sechs  Kapitel  eingetheilt,  welche  von  sehr 
verschiedener  Ausdehnung  sind.  Das  erste  Kapitel  enthält  im  Wesenthchen  nur 
die  Grundlagen  der  Entwickelung,  drei  kürzere  Kapitel,  welche  zusammen  noch 
nicht  den  vierten  Theil  der  ganzen  Arbeit  ausmachen,  nämlich  das  zweite,  vierte 
und  fünfte,  behandeln  die  Curven  auf  den  Oberflächen  zweiten,  dritten,  vierten  und 
fünften  Grades;  das  letzte  Kapitel  gibt  als  Anwendung  der  allgemeineren  Resultate 
eine  Classification  der  Curven  bis  zum  20.  Grade  und  eine  solche  der  Curven  120.  Gra- 
des. Das  dritte  Kapitel,  welches  allein  beinahe  die  H  älf te  des  Umf anges  der  ganzen 
Arbeit  hat,  ist  auch  seinem  Inhalte  nach  das  vorzüghchste ;  es  enthält  die  Darlegung 
eines  eigenthümhchen  Verfahrens,  aus  zwei  gegebenen  ganzen  Functionen  zweier 
Variabein  eine  Reihe  solcher  Functionen  herzuleiten,  welches,  —  angewendet  auf 
die  bei  der  Cayley^schen  Darstellung  der  Raumcurven  vorkommenden  Functionen  — 
von  einer  Raumcurve  zu  einer  anderen  führt,  die  der  Verfasser  als  die  ,,adiungirte" 
bezeichnet.  Die  in  diesem  Kapitel  gegebenen  algebraischen  Entwickelungen  und 
die  daraus  erlangten  geometrischen  Resultate  enthalten  eine  wesenthche  Bereiche- 
rung der  Theorie  der  Raumcurven  und  geben  der  Arbeit  den  Anspruch  auf  Erthei- 
luug  des  Steiner'schen  Preises,  wenngleich  dieselbe  im  Übrigen,  bei  allen  ihren  Vor- 
zügen, hinsichthch  der  algebraischen  Principien  für  die  Classification  der  Curven 
und  auch  hinsichthch  der  systematischen  Entwickelung  der  zweiten  Bewerbungs- 
schrift nachsteht. 

Hiernach  hat  die  Akademie  beschlossen,  dem  Verfasser  der  erstgenannten 
Bewerbungsschrift  mit  dem  Steiner^ sehen  Motto:  ,, Hierbei  macht  weder  die  syn- 
thetische noch  die  analytische  Methode  u.  s.  w."  den  Steiner'schen  Preis  nicht  zu- 
zuerkennen, dagegen  einem  jeden  der  beiden  anderen  Bewerber,  deren  Schriften, 
die  eine  mit  dem  ^6erschen  Motto:  ,,0n  doit  donner  au  probleme  etc.",  die  andere 
mit  dem  Liicrez' sehen  Motto:  ,, Variam  semper  dant  otia  mentem",  beide  von  der 
Akademie  für  preiswürdig  erachtet  worden  sind,  den  vollen  ausgesetzten  Preis  von 
1800  Mark  zu  ertheilen. 
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Indem  hierauf  die  zu  den  beiden  gekrönten  Abhandlungen  gehörigen  Zettel 
eröffnet  wurden,  ergab  sich  als  Verfasser  der  mit  dem  Motto:  ,,0n  doit  donner  au 
Probleme  etc."  bezeichneten: 

Dr.  Max  Noether,  Professor  an  der  Universität  Erlangen, 

und  als  Verfasser  der  mit  dem  Motto:  ,,Variam  semper  dant  otia  meutern"  bezeich- 
neten : 

Georges-Henri  Ralphen  in  Paris. 

Der  dritte  Zettel  mit  Motto:  „Hierbei  macht  weder  u.  s.  w."  wurde  sogleich 
uneröffnet  verbrannt. 

Die  den  Statuten  der  Stiftung  gemäss  jetzt  zu  stellende  neue  Preisfrage 
betreffend  wurde  Folgendes  verkündet: 

Die  bis  jetzt  zur  Begründung  einer  rein  geometrischen  Theorie  der  Curven 
und  Flächen  höherer  Ordnung  gemachten  Versuche  sind  hauptsächlich  deswegen 
wenig  befriedigend,  weil  man  sich  dabei  —  ausdrücküch  oder  stillschweigend  — 
auf  Sätze  gestützt  hat,  die  der  analytischen  Geometrie  entlehnt  sind  und  grössten- 
theils  allgemeine  Gültigkeit  nur  bei  Annahme  imaginärer  Elemente  geometrischer 
Gebilde  besitzen.  Diesem  Übelstande  abzuhelfen  giebt  es,  wie  es  scheint,  nur  ein 
Mittel:  es  muss  der  Begriff  der  einem  geometrischen  Gebilde  angehörigen  Eletnente 
dergestalt  erweitert  werden,  dass  an  die  Stelle  der  im  Sinne  der  analytischen  Geometrie 
einem  Gebilde  associirten  imaginären  Punkte,  Geraden,  Ebenen  ivirMich  existirende 
Elemente  treten,  und  dass  dann  die  gedachten  Sätze,  insbesondere  die  auf  die  Anzahl 
der  gemeinschaftlichen  Elemente  mehrerer  Gebilde  sich  beziehenden,  unbedingte  Geltung 
gewinnen  imd  geometrisch  bewiesen  werden  können. 

Für  die  Curven  und  Flächen  zweiter  Ordnung  hat  dies  v.  Staudt  in  seinen 
,, Beiträgen  zur  Geometrie  der  Lage"  mit  vollständigem  Erfolge  ausgeführt.  Die 
Akademie  wünscht,  dass  in  ähnlicher  Weise  auch  das  im  Vorstehenden  ausgespro- 
chene allgemeine  Problem  in  Angriff  genommen  werde,  und  fordert  die  Geometer 
auf,  Arbeiten,  welche  dieses  Problem  zum  Gegenstande  haben  und  zur  Erledigung 
desselben  Beiträge  von  wesentlicher  Bedeutung  bringen,  zur  Bewerbung  um  den 
im  Jahre  1884  zu  ertheilenden  Steiner'schen  Preis  einzureichen.  Selbstverständlich 
muss  in  diesen  Arbeiten  die  Untersuchung  rein  geometrisch  durchgeführt  werden; 
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es  ist  jedoch  nicht  nur  zulässig,  sondern  wird  auch  ausdrückhch  gewünscht,  dass 
die  erhaltenen  Resultate  auf  analytisch-geometrischem  Wege  erläutert  und  be- 
stätigt werden. 

Die  ausschliessende  Frist  für  die  Einsendung  der  Bewerbungsschriften, 
welche  in  deutscher,  lateinischer  oder  französischer  Sprache  verfasst  sein  können, 
ist  der  1.  März  1884.  Jede  Bewerbungsschrift  ist  mit  einem  Motto  zu  versehen  und 
dieses  auf  dem  Äussern  des  versiegelten  Zettels,  welcher  den  Namen  des  Verfassers 
enthält,  zu  wiederholen.  Die  Ertheilung  des  Preises  von  1800  Mark  erfolgt  in  der 
öffentlichen  Sitzung  am  Leihniz-Tsige  im  Juli  1884. 
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ÜBER  ZELLER'8  BEWEIS 
DES  aUADRATISCHEN  RECIPR0CITÄTSGE8ETZE8 


Monatsberichte  der  Königlich  Preussischen  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin 
vom  16.  Dezember  1872.  S.  846-847. 


ÜBER  ZELLER'S  BEWEIS 
DES  QUADRATISCHEN  RECIPROCITÄTSGESETZES/) 

Mit  Hülfe  des  Gauss'schen  Lemma  ist  das  Reciprocitätsgesetz  bekanntlich 
darauf  zurückzuführen,  dass  die  Anzahl  der  absolut  kleinsten  negativen  Reste  von 


und  von 


q,2q,  Sq,  .  .  .  ^{p —  l)q     modp 


p,  2p,  3p,  .  .  .  -p  (<jf  —  l)p     mod^ 


nur  dann  ungrade  ist,  wenn  beide  Primzahlen  p  und  q  von  der  Form  4w  +  3  sind. 
Hr.  Zeller  stützt  den  bezüghchen  Nachweis  auf  folgende  Betrachtungen : 

Wird  p  <  q  vorausgesetzt,  so  kommen  die  sämmtlichen  unter  -^-p  liegenden 
Zahlen  als  Reste  entweder  in  der  ersten  oder  in  der  zweiten  Reihe  negativ  vor.  Ist 
nämhch  der  absolut  kleinste  Rest  r  eines  Gliedes  hq  der  ersten  Reihe  positiv,  also 
hq~  kf  =r,  so  ist  die  ganze  Zahl  k  positiv  und  kleiner  als  ^q,  und  es  ist  daher 
—  r  der  absolut  kleinste  Rest  des  Ghedes  k  p  der  zweiten  Reihe. 

Die  übrigen  nur  in  der  zweiten  Reihe  vorkommenden  negativen  Reste, 
deren  absoluter  Werth  zwischen  .,  p  und  ,^  q  liegt,  lassen  sich  paarweise  einander 
zuordnen  mit  alleiniger  Ausnahme  des  im  Falle  q  ^  1  mod  4  vorkommenden  Restes 
von  ^{q—  l)p,  welcher  gleich  ^  (—  7>  ±  q)  also  nur  für  p  ^  3  mod  4  negativ  ist. 
In  der  That  wird,  wenn  k  <  .y{q—  1)  u»d 

k])  =  —  r  Hiüd  q  und  ly  p  <  r  <  yrq 
ist,  gleichzeitig 

k' p  =  —  r  mod  q  und       p  <  r'  <  -^-q, 

1)  Vgl.  Zu8atz  34  um  Ende  dieses  Bandes.  H 
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sobald  man 

k'  =  I  (g  -  1)  -  fc,     r'=^  l(v  +  q)-r 

setzt;  der  hierbei  ausgeschlossene  Werth  k  =  ,-,{q—l)  liefert  aber  stets  den  positiven 
'Rest^{q—'p). 

Es  ist  hiernach  erstens  die  Anzahl  der  zwischen  0  und  —  ^  V  hegenden 
Reste  in  den  obigen  beiden  Reihen  zusammen  gleich  ^{p~  1),  und  es  ist  zweitens 
die  Anzahl  der  in  dem  Intervalle  von  —  ^p  his  —  ^q  enthaltenen  Reste  eine  grade 
Zahl,  falls  nicht  —  p  ^  q  =  1  mod  4  ist.  Beide  Zahlen  sind  daher  für  den  Fall  p  =  1 
mod  4  grade  und  für  den  Fall  p  =  3 ,  g  =  1  mod  4  ungrade,  während  für  den  noch 
übrig  bleibenden  Fall  p  =  q  =  3  mod  4  die  erste  Zahl  ungrade  und  die  zweite  grade, 
also  nur  in  diesem  Falle  die  Gesammtzahl  der  zwischen  0  und  —  ^  3"  ^eg^ii^^^^i 
Reste  ungrade  wird. 


BEMERKUNGEN  ZU  REUSCHLE'8  TAFELN 
COJIPLEXER  PRIMZAHLEN 


VON 


L.  KRONECKER. 


Monatsberichte  der  KönigKch  Preussischen  Akademie  der  Wissenschaften  zu  BerUn 
vom  Jahre  1875.  S.  236—238. 

L.  Kxoneckcr's  Werke  V  57 


BEMEEKUNGEN  ZU  REUSCHLE'S  TAFELN 
COMPLEXER  PRIMZAHLEN. 

Das  Werk,  dessen  vollständiger  Titel  also  lautet: 

,, Tafeln  complexer  Primzahlen,  welche  aus  Wurzeln  der  Einheit  gebildet 
sind;  auf  dem  Grunde  der  Ktimmer^ sehen  Theorie  der  complexen  Zahlen 
berechnet  von  Dr.  C.  G.  Renschle,  Professor  in  Stuttgart"*) 

enthält  in  möghchster  Vollständigkeit  und  in  wohlgeordneter  Folge  die  hauptsäch- 
Uchsten  Ergebnisse  von  etwa  zwölfjährigen  umfangreichen  und  mühsamen  Rech- 
nungen, welche  der  Verfasser  angestellt  hatte,  um  die  Zerlegung  der  Primzahlen 
des  ersten  Tausend  in  complexe,  aus  Wurzeln  der  Einheit  gebildete  Factoren  zu 
ergründen.  Das  gesammte  Material  ist  in  sachgemäßer  Weise  nach  dem,  Grade  der 
Einheitswurzeln  in  fünf  verschiedene  Abtheilungen  gesondert;  die  erste  derselben 
bezieht  sich  auf  alle  diejenigen  Gradzahlen  des  ersten  Hunderts,  welche  Primzahlen 
sind,  die  zweite  auf  die  Primzahlpotenzen  9,  25,  27,  49,  81,  und  die  dritte  auf  alle 
andern  zusammengesetzten  ungraden  Zahlen  bis  105;  die  vierte  Abtheilung  enthält 
die  Gradzahlen  4,  8,  16,  32,  64,  128  und  endhch  die  fünfte  alle  übrigen  durch  4  theil- 
baren  Zahlen  bis  100.  Für  eine  grosse  Anzahl  realer  Primzahlen  des  ersten  Tausend 
finden  sich  die  complexen  Primfactoren  selbst,  sofern  sie  wirkhch  sind,  in  den 
Tafeln  vor,  und  in  den  einfacheren  Fällen  sind  auch  die  niedrigsten  wirkhchen 
Potenzen  idealer  Primfactoren  darin  aufgenommen.  In  allen  andern  Fällen  sind 
zusammengesetzte,  complexe  Zahlen  in  grösserer  oder  kleinerer  Anzahl  aufgeführt, 
deren  Normen  die  zu  zerlegenden  Primzahlen  enthalten.  Es  sind  ferner  auch  für  jede 
Art  der  Einheitswurzeln  die  Perioden  nebst  deren  Relationen  und  endlich  auch  die 
Congruenzwurzeln  angegeben,  welche  den  Wurzeln  der  Einheit,  resp.  deren  Perioden 
entsprechen,  sofern  die  einzelnen  Primzahlen  der  hierher  gehörigen  Gruppe  als 
Moduln  angenommen  werden.  Das  ganze  Werk  des  Hrn.  Reuschle  charakterisirt 

*)  Berlin  1875.  In  Commission  bei  Dümmler's  Verlags-Buchhandlung  (Harrwitz  und 
Gossmann).  84  Bogen  in  Quart. 
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sich  demgemäss  als  eine  werthvoUe  Sammlung  von  Rechnungsresultaten,  welche 
für  die  Erforschung  der  Theorie  der  complexen  Zahlen  von  Wichtigkeit  sein  können, 
und  es  ist  auch  sowohl  bei  der  Pubhcation  des  Werkes  überhaupt  als  auch  bei  der 
Aufnahme  mancher  Einzelheiten  zumeist  die  Absicht  massgebend  gewesen,  theoreti- 
schen Untersuchungen  damit  nützliche  Anhaltspunkte  zu  gewähren.  Wie  sehr  ein 
reiches,  durch  Rechnungen  erlangtes  Beobachtungsmaterial  geeignet  ist,  zur  Auf- 
findung von  Zahlen-Eigenschaften  und  arithmetischen  Gesetzen  zu  führen,  hat  die 
Geschichte  der  Wissenschaft  vielfach  gezeigt,  und  es  darf  in  dieser  Hinsicht  nur  an 
die  zahlreichen  und  wichtigen  Entdeckungen  erinnert  werden,  welche  Fermat,  Euler, 
Legendre  zuerst  auf  dem  Wege  der  Induction  gemacht  haben.  Dabei  haben  diese 
Entdeckungen  zum  Theil  noch  eine  besondere  Bedeutung  dadurch  gewonnen,  dass 
die  Bemühungen,  die  Beobachtungsresultate  zu  beweisen,  eine  mächtige  Anregung 
zur  Fortentwicklung  der  Wissenschaft  gegeben  und  mehrmals  ganze  Gebiete  der- 
selben neu  erschlossen  haben.  So  führte  das  Reciprocitätsgesetz  für  quadratische 
Reste  schon  zur  weiteren  Ausbildung  der  Theorie  der  Kreistheilung,  und  der  be- 
rühmte Fernmt'sche  Satz  gab  Hrn.  Kummer  vor  etwa  dreissig  Jahren  die  haupt- 
sächlichste Anregung  zu  jenen  von  so  glückhchem  Erfolge  gekrönten  Untersuchungen, 
auf  denen  das  Reuschle'sche  Werk  basirt  und  deren  Weiterförderung  es  zugleich 
gewidmet  ist.  In  diesem  Gebiete  der  complexen  Zahlentheorie  werden  nämhch  die 
Rechnungen  so  ungemein  schwierig  und  weitläufig,  dass  es  dem  einzelnen  Forscher 
kaum  möghch  ist,  sich  für  eine  specielle  Frage  das  nöthige  Beobachtungsmaterial 
in  bestimmten  Zahlenbeispielen  zu  beschaffen,  um  daran  einen  Anhalt  für  die 
theoretische  Untersuchung  zu  gewinnen.  Desshalb  dürften  sich  die  Rechnungen 
des  Hrn.  Reuschle  häufig  genug  als  werthvoUe  Vorarbeiten  erweisen  und,  wenn  sie 
auf  diese  Weise  der  Wissenschaft  selber  zu  Statten  kommen,  die  Ausdauer  und 
Hingebung  lohnen,  die  derselbe  viele  Jahre  hindurch  an  seine  Arbeit  gewendet  hat.*) 


*)  Leider  ist  inzwischen  vor  dem  Abdruck  der  obigen  Bemerkungen  Hr.  Beuschle 
von  einem  Unfälle  betroffen  worden,  der  seinem  in  mannigfacher  Beziehung  wirkungsreichen 
und  verdienstvollen  Leben  ein  vorzeitiges  Ende  bereitet  hat.  Er  starb  in  Stuttgart  am 
22.  Mai  d.  J.  in  seinem  63sten  Lebensjahre. 


AUSZUG  AUS  EINEM  BRIEFE  VON  L.KRONBCKER 
AN  R.DEDEKIND  VOM  15.  MÄRZ  1880 


Sitzungsberichte  der  Königlich  Preussischen  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berhu 
vom  Jahre  1895.  S.  115-117. 


AUSZUG  AUS  EINEM  BRIEFE  VON  L.KRONECKER  AN  R.  DEDEKIND.^) 

Berlin  15.  März  1880. 

Meinen  besten  Dank  für  Ihre  freundlichen  Zeilen  vom  12.  c. !  Icli  glaube  darin 
einen  willkommenen  Anlass  finden  zu  sollen,  Ihnen  mitzutheilen,  dass  ich  heute  die 
letzte  von  vielen  Schwierigkeiten  besiegt  zu  haben  glaube,  die  dem  Abschlüsse  einer 
Untersuchung,  mit  der  ich  mich  in  den  letzten  IMonaten  wieder  eingehender  be- 
schäftigt habe,  noch  entgegenstanden.  Es  handelt  sich  um  meinen  hebsten  Jugend- 
traum, nämhch  um  den  Nachweis,  dass  die  AbeVschen  Gleichungen  mit  Quadrat- 
wurzeln rationaler  Zahlen  durch  die  Transformations  -  Gleichungen  eUiptischer 
Functionen  mit  singulären  Moduln  grade  so  erschöpft  werden,  wie  die  ganzzahligen 
.4&erschen  Gleichungen  durch  die  Kreistheilungsgleichungen.  Dieser  Nachweis  ist  mir, 
wie  ich  glaube,  nun  vollständig  gelungen,  und  ich  hoffe,  dass  sich  bei  der  Ausarbei- 
tung, auf  die  ich  nun  allen  Fleiss  verwenden  will,  keine  neuen  Schwierigkeiten  zeigen 
werden.  Aber  nicht  bloss  das  —  wie  mich  dünkt  —  werthvolle  Resultat,  auch  die  Ein- 
sicht die  mir  auf  dem  Wege  geworden  ist,  hat  mir  mannigfache  Befriedigung  meiner 
mathematischen  Neugierde  gewährt,  und  ich  habe  auch  die  Freude  gehabt,  mit  mei- 
nen bezüglichen  Mittheilungen  das  mathematische  Herz  meines  Freundes  Kummer 
vielfach  zu  erfreuen,  da  auch  Aussichten  für  Erledigung  seiner  Liebhngsfragen  sich 
zeigen.  —  Ich  hatte  schon  vor  4  Wochen  in  der  Akademie  eine  Abhandlung  gelesen, 
von  der  ein  Auszug  gedruckt  wird,  in  der  ich  die  arithmetischen  Eigenschaften  der 
Wurzeln  jener  Gleichungen  entwickle,  die  ich  ja  der  Hauptsache  nach  schon  seit 
fast  20  Jahren  kenne.  Aber  ich  hatte  neuerdings  eine  gewisse  Erleichterung  durch 
die  allgemeine  Betrachtung  gewonnen,  dass  die  Coefficienten  der  Transformation, 
wenn  man  die  Jacobi' sehen  Bezeichnungen  im  IV.  Bande  des  Crelle'schen  Journ. 
pag.  185^)  nimmt,  aber  den  Coefficienten  von  3^  gleich  Eins  setzt,  sämmtüch  (für  n 
Primzahl)  ganze  algebraische  Vielfache  des  letzten  Coefficienten  sind.  Da  man  nun 

')  Vgl.  Zusatz  35  am  Ende  dieses  Bandes.  H 

')  Jacohi,  Werke,  Bd.  I,  S.  266.  H 
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einerseits  alle  oben  erwähnten  Gleichungen  als  Transformationsgleichungen  auf- 
fassen, andrerseits  als  Potenzen  von  MultipUcationsgleichungen  darstellen  kann,  wie 
ich  es  im  Monatsbericht  vom  Dec.  1877 ')  näher  dargelegt  habe,  so  zeigt  sich  un- 
mittelbar, dass  diese  Gleichungen  die  Eigenschaften  haben,  die  bei  den  Kreisthei- 
lungsgleichungen  darauf  beruhen,  dass  alle  Coefficienten  durch  die  betreffende  Prim- 
zahl theilbar  sind,  und  deren  Analoga  ich  sonst  in  der  von  Eisenstein  bei  den  Lemnis- 
catischen  Functionen  angewendeten  Weise  bewiesen  hatte.  Die  Indices  der  ver- 
schiedenen Primzahlen  ergeben  sich  natürUch  auch  für  jene  Transformations- Glei- 
chungen ohne  alle  Schwierigkeit,  denn  es  ergiebt  sich  ja  genau  so  wie  bei  den  Kreis- 
functionen,  zu  welchen  Exponenten  die  Primzahlen  resp.  ihre  complexen  Factoren 
gehören.  So  weit  es  sich  um  die  singulären  Moduln  selber  handelt,  die  auch  als  Perio- 
den der  Wurzeln  solcher  Transformationsgleichungen  aufgefasst  werden  können,  ist 
—  wie  ich  schon  vor  langer  Zeit  ermittelt  hatte,  als  ich  die  Classenzahl  dafür  berech- 
nete (conf.  Monatsber.  v.  Juni  1862)  2)  der  Index  der  Composition  entscheidend  für 
die  Indices  der  Primfactoren.  Ich  verstehe  unter  diesen  Indices  nänüich  die  ver- 
schiedenen Grade  der  irreductibeln  Factoren,  in  welche  die  betreffende  Gleichung 
für  den  bezüghchen  Modul  zerfällt.  Wenn  diese  Indices  gefunden  sind,  so  bedarf  es 
nur  der  Anwendung  der  allgemeinen  Formel,  die  ich  im  Monatsbericht  vom 
Jan.  1863^)  pubücirt  habe,  um  die  Classenanzahl  ohne  Weiteres  aufzufinden.  Die 
Formel  ist  —  wie  ich  schon  dort  bemerkt  habe  —  eine  Art  Universalmittel  für  die 
bezüghchen  Untersuchungen.  Nur  habe  ich  jetzt  immer  —  wie  schon  seit  lange  in 
meinen  Universitätsvorlesungen  —  die  2  beim  mittleren  Coefficienten  der  quadra- 
tischen Formen  weggelassen.  Habe  ich  so  die  arithmetischen  Eigenschaften  jener 
von  der  Analysis  gelieferten  Gleichungen,  die  Classenzahl  der  entsprechenden  For- 
men etc.  schon  vor  vier  Wochen  (am  2.  Febr.)  in  der  Akademie  vorgetragen,  so  war 
mir  doch  zum  Beweise  jenes  Satzes,  den  ich  so  lange  geahnt  und  gesucht  habe,  noch 
eine  ganz  andre  —  ich  möchte  sagen  —  philosophische  Einsicht  in  die  Natur  jener 
merkwürdigen  Gleichungen  für  die  singulären  Moduln  nöthig,  vermöge  deren  es  klar 
gelegt  werden  musste,  warum  diese  die  grade  hinreichenden  Irrationalitäten  geben, 
welche  —  nach  Kummer' s  Ausdrucksweise  die  ich  auch  im  J.  1857  in  der  Mittheilung^) 
gebraucht  habe  —  die  idealen  Zahlen  für  a  +  b]/—  D  wirkhch  darstellen.  Diese 


■)  Bd.  IV,  S.  63  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  11 

')  Bd.  IV,  S.  207  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  II 

')  Bd.  IV,  S.  219  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  1 1 

♦)  Bd.  IV,  S.  177  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  11 
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Einsicht  habe  ich  nun  erlangt.  Sie  beruht  auf  zwei  merkwürdigen  Betrachtungen. 
Erstens:  die  Abel' schien  Gleichungen  pten  Grades  (wobei  der  Einfachheit  halber 
p  Primzahl  sei)  stehen  auf  ganz  andrer  Stufe  als  andre  z.  B.  die  reinen  Gleichungen 
pten  Grades,  d.  h.  die  Wurzeln  der  ^6erschen  Gleichungen  sind  dem  Ratio- 
nalen so  nahe  als  möghch,  weil  die  darin  vorkommenden  Wurzelgrössen  in  Wahr- 
heit nicht  den  Exponenten  f  selbst,  sondern  nur  eineri  einfachen  (aus  (p—  l)ten 
Wurzeln  der  Einheit  gebildeten)  Primfactor  von  p  (in  dem  Sinne  wie  in  meiner 
Dissertation)  als  Exponenten  der  Wurzel  haben.  Zweitens:  die  Gleichungen  für 
die  singulären  Moduln  ergeben  eine  geringste  Irrationahtät  von  allen  jenen  dem 
Rationalen  schon  mögüchst  nahen  Irrationalitäten.  Nämlich  die  Grösse,  aus  der  die 
Wurzel  mit  jenem  complexen  Exponenten  zu  ziehen  ist,  ist  im  arithmetischen  Sinne 
eine  pte  Potenz,  denn  sie  ist  eine  aus  pten  Wurzeln  der  Einheit  und  Y—  D  gebildete 
Zahl,  deren  zugehörige  Zahl  a  +  bY—  D  eben  (nach Äwmwer's Ausdrucksweise)  die 
73  te  Potenz  einer  idealen  Zahl  ist. 

Ich  gebe  mich  der  Hoffnung  hin,  dass  auch  Sie,  hochgeehrter  Herr  College, 
an  dieser  Einsicht  in  die  Natur  der  Gleichungen  Interesse  nehmen,  wenn  Ihnen  die 
Darlegung  auch  einstweilen  etwas  befremdhch  erscheinen  sollte.  Die  Hoffnung  grade 
den  Kernpunkt,  für  die  allgemeinen  complexen  Zahlen  das  Analogen  der  singulären 
Äloduln  zu  finden,  auch  noch  abzumachen,  muss  ich  wohl  etwas  vertagen,  wenn  ich 
jetzt  an  das  Klären  und  Aufzeichnen  des  bisher  Erlangten  gehen  soll  .... 
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DOCTORJUBILÄUM. 

Einer  schönen  deutschen  Gelehrtensitte  folgend,  bringt  die  unterzeichnete 
Akademie  der  Wissenschaften  zur  Jubelfeier  des  Tages,  an  welchem  Ihnen  dereinst 
in  Halle  die  Doctorwürde  verliehen  worden  ist,  ihre  aufrichtigsten  und  wärmsten 
Glückwünsche  dar.  Sie  begrüsst  den  Gedenktag  mit  besonderer  Freude  an  der  Rüstig- 
keit und  geistigen  Vollkraft,  in  der  Sie  ihn  begehen,  mit  besonderem  Stolze  auf  die 
Verbindung,  welche  die  Akademie  in  die  Ferne,  schon  einige  Jahre  nach  dem  Ur- 
sprung dieser  Feier,  mit  Ihnen  angeknüpft  und  seit  Ihrer  Übersiedelung  nach  Berlin 
immer  enger  und  bedeutsamer  gestaltet  hat. 

Die  Zeit,  da  Sie  sich  in  Halle  vom  Studium  der  Theologie  ab  dem  Studium 
der  Mathematik  zuwandten,  fällt  nahe  mit  jener  Epoche  zusammen,  welche  das 
Wiedereintreten  Deutschlands  in  den  Kreis  der  mathematischen  Nationen  bezeich- 
net. Wohl  hatte  Gauss,  thronend  auf  einsamer  Höhe,  während  rings  um  ihn  im  Vater- 
lande die  mathematische  Öde  fortdauerte,  schon  ein  Menschenalter  hindurch  un- 
sterbliche Werke  geschaffen  und  die  rückhaltlose  Bewunderung  des  Auslandes  ge- 
funden ;  aber  erst  im  Lustrum  vorher  hatten,  an  Alter  ebensoviel  Ihnen  voranstehend, 
die  beiden  Heroen  Jacobi  und  Dirichlet  die  Aera  allgemeiner  Blüthe  deutscher  Mathe- 
matik eröffnet,  an  deren  Erhaltung  und  Entwickelung  Sie  bald  so  ruhmvoll  mit- 
wirken sollten. 

Es  ist  bezeichnend  für  die  auf  wirkhche  Erkenntniss  gerichtete  Weise  Ihrer 
wissenschafthchen  Thätigkeit,  dass  sich  vor  dem  rückschauendem  Auge  Ihr  fünfzig- 
jähriges Arbeitsleben  ganz  ungezwungen  in  drei  grosse,  deuthch  geschiedene  Perio- 
den aus  einander  legt.  Je  eine  ganze  Reihe  von  Jahren  hindurch  vereinigen  Sie  Ihre 
Denk-  und  Arbeitskraft  auf  eine  Klasse  von  zusammenhängendenUntersuchungen. 
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Nicht  die  geschickte  Erledigung  vereinzelter  Probleme  befriedigt  Ihren  Geist  —  im 
wissenschaftlichen  Grossbetriebe,  in  der  umfassenden  Behandlung  und  vollständigen 
Durchforschung  ganzer  Gebiete  bewähren  Sie  den  Bhck,  die  Macht,  den  Fleiss  des 
Genies.  Niemals  an  dem,  was  schon  flache  und  flüchtige  Bearbeitung  hervorbringt, 
sich  genügen  lassend,  wenden  Sie  stets  Ihre  grosse  und  geübte  Kraft  mit  der  auch  für 
Sie  noch  erforderlichen  Anstrengung  an  jene  Tiefkultur  des  mathematischen  Bodens, 
welche  allein  die  ausgiebige  Fruchtbarkeit  zu  sichern  vermag.  Und  nicht  jede  eben 
gewonnene  Frucht  vereinzelt  oder  gar  unreif  mitzutheilen  ist  Ihre  Art  —  in  müh- 
samer, sorgfältiger  Ausarbeitung  zeitigen,  sammeln  und  ordnen  Sie  die  ausgezeich- 
neten Ergebnisse  Ihrer  Forschungen. 

Das  erste  Jahrzehnt  Ihres  wissenschafthchen  Schaffens  gehört  der  Analysis. 
Die  von  der  Halleschen  philosophischen  Fakultät  gekrönte  Arbeit,  Ihre  Doctor- 
dissertation,  ward  das  erste  Ghed  einer  Kette  von  scharfsinnigen  Untersuchungen 
über  die  Theorie  der  Reihen  und  der  Integrale,  deren  glänzenden  Mittelpunkt  — 
auch  zeitlich  —  Ihre  berühmte  Abhandlung  über  die  hypergeometrische  Reihe  bil- 
det; eine  würdige  Ergänzung  jener  fundamentalen,  nur  in  ihrem  ersten  Theile  er- 
schienenen Gauss'ächen  Arbeit,  gegründet  auf  tiefstes,  in  einem  Liegnitzer  Gymna- 
sialprogramme zuerst  dargelegtes  Erkennen  der  für  die  Vergleichung  von  Transcen- 
denten  massgebenden  Principien  und  durchgeführt  in  solcher  Vollständigkeit,  dass 
bei  viel  später  mit  ganz  neuen  Mitteln  von  Biemann  aufgenommenen  Untersuchun- 
gen sich  nur  eine  kleine  Nachlese  an  Resultaten  ergeben  hat. 

Die  Schrift  über  die  kubischen  Reste,  mit  welcher  Sie  in  Breslau  Ihren 
Platz  als  akademischer  Lehrer  einnehmen,  leitet  die  Periode  Ihrer  grundlegenden 
und  bahnbrechenden  zahlentheoretischen  Untersuchungen  ein,  welche  die  zwei 
folgenden  Jahrzehnte  erfüllen.  Was  Sie  bei  einer  ersten  Beschäftigung  mit  den 
complexen  Zahlen  als  Mangel  der  Theorie  empfinden  und  beklagen,  wird  Ihrem 
acht  speculativen  Sinne  Anlass  zur  Schöpfung  und  Ausbildimg  des  Begriffes  der 
idealen  Zahl,  welcher  mit  der  Vervollkommnung  der  Einsicht  zugleich  eine  solche 
Vereinfachung  der  Methoden  bewirkt,  dass  nunmehr  Gauss'  Theorie  der  quadra- 
tischen Formen  verhältnissmässig  leicht  auf  allgemeinere  übertragen  werden  kann. 
Bald  fliesst  aus  diesen  Untersuchungen  Ihr  Beweis  des  berühmten  Fermat'schen 
Satzes,  grosses  und  gerechtes  Aufsehen  erregend,  weil  ungeachtet  so  vieler  Bestre- 
bungen bedeutendster  Forscher  bis  dahin  der  Beweis  nur  in  einigen  wenigen  Fällen 
gelungen  war.  Bald  auch  finden  Sie  mit  scharfem  Bhcke  auf  dem  Wege  der  Induction 
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die  höheren  Reciprocitätsgesetze ;  aber  erst  nachdem  Sie  mit  bewundernswürdiger 
Beharrhchkeit  Jahre  hindurch  Ihre  Bemühimgen  auf  dieses  Ziel  gerichtet  und  mit 
frischem  Arbeitsmuth  weitere  und  iimfassendere  Forschungen  zu  diesem  Zwecke 
unternommen  haben,  gehngt  Ihnen  der  theoretische  Beweis,  der  ersehnte  werth- 
vollste  Preis  Ihrer  abstractesten  Untersuchungen. 

Concretere  Studien,  durch  Mittel  der  Anschauung,  einige  selbst  durch  Ex- 
perimente unterstützt,  bilden  den  reichen  Inhalt  der  dritten,  wesenthch  geome- 
trischen Periode  Ihrer  Arbeitszeit.  Anknüpfend  an  die  Untersuchungen  Hamilton's, 
den,  einst  mit  Ihnen  zugleich  —  ein  Vorzeichen  dieser  geistigen  Verbindung  —  die 
Akademie  zum  Correspondenten  gewählt  hatte,  eröffnen  Sie  vor  nun  etwa  zwanzig 
Jahren  mit  Ihrer  Theorie  der  allgemeinen  Strahlensysteme  ein  außerordenthch 
fruchtbares  Feld  analytisch-geometrischer  Forschung.  Sie  entwickeln  darin  eine  An- 
zahl neuer  naturgemässer  Begriffe,  welche  von  einem  höheren  Standpunkte  aus  über 
die  analogen,  in  der  Theorie  der  krummen  Oberflächen,  wie  Ihr  Dichtigkeitsmaass 
über  das  Gauss'sche  Krümmungsmaass,  helles  Licht  verbreiten.  Sie  wenden  sich 
dann  in  Ihren  folgenden  Arbeiten  zur  Behandlung  von  speciellen  algebraischen 
Strahlensystemen  und  deren  Brennflächen,  welche  bis  in  die  jüngste  Zeit  fortge- 
setzt eine  Reihe  der  wichtigsten  und  interessantesten  Erscheinungen  algebraischer 
Flächen  zu  Tage  gefördert  hat  —  auch  jene  merkwürdige  Fläche,  die  Ihren  Namen 
trägt.  Und  es  ist  wohl  diese  ganze  Kategorie  Ihrer  Arbeiten  und  Resultate,  welche 
am  meisten  zur  Popularisirung  Ihres  Namens  in  dem  ausgedehnteren  Kreise  der 
Mathematiker  beigetragen  hat. 

Der  Tag,  an  dem  Sie  vor  fünfzig  Jahren  die  erste  akademische  Würde  er- 
langt haben,  beschhesst  ein  halbes  Jahrhundert  ganz  dem  Dienste  der  Wissenschaft 
in  Forschung  und  Lehre  gewidmeten,  reich  mit  Erfolgen  der  Arbeit  gesegneten,  von 
Anfang  an  durch  die  Anerkennung  der  Kenner  geehrten,  nach  imd  nach  mit  den  höch- 
sten wissenschafthchen  Auszeichnungen  geschmückten,  recht  eigentUch  akademi- 
schen Lebens.  Vor  zweiundvierzig  Jahren  zum  correspondirenden  Mitghede,  vor  sechs- 
undzwanzig Jahren  bei  Ihrer  Berufung  an  die  hiesige  Universität  zum  ordentUchen 
Mitgliede  ernannt  und  vor  achtzehn  Jahren  von  der  physikahsch-mathematischen 
Klasse  zum  Secretär  erwählt,  haben  Sie  die  verschiedenen  Beziehungen  zur  Akade- 
mie mit  Liebe  und  Eifer  gepflegt,  die  akademischen  Pflichten  mit  gewissenhafter 
Strenge  geübt,  Ihres  Secretar-Amtes  fast  fünfzehn  Jahre  hindurch  mit  Treue  und 
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Hingebung  gewaltet  und  in  allen  Verhältnissen  zum  Ruhm  und  zur  Ehre  der  Aka- 
demie gewirkt.  Sie  spricht  in  feierhcher  Form  an  diesem  Gedenktage  ihren  Dank 
dafür  aus,  sie  fUcht  den  Wunsch  darein,  dass  es  Ihnen  beschieden  sein  möge,  auch 
unter  dem  Titel  eines  Veteranen,  den  Sie  seit  Kurzem  angenommen  haben,  noch 
lange  Ihre  akademische  Thätigkeit  fortzusetzen,  auch  in  diesem  freieren  Verhält- 
nisse noch  lange  die  alte  und  innige  Verbindung  zu  unterhalten,  welche  die  Akade- 
mie mit  Freude  und  Genugthuung,  welche  sie  mit  Stolz  erfüllt. 


ANMERKUNG 

ZU  E.  DU  BOIS-REYMOND'8  „UNTERSUCHUNGEN 

ÜBER  TIERISCHE  ELECTRICITÄT" 


E.  du  Bois-Reytnond,  Untersuchungen  über  tierische  Electricität,  II.  Band,  IL  Abtheilung, 
S.  489—490  (Anmerkung)  1884. 
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Mein  Freund  Herr  Lecypold  Kranecker  hatte  jetzt  (1883)  die  Gefälligkeit, 
auf  rein  analytischem  Wege  den  Beweis  zu  entwickeln,  dass  der  Ausdruck  (3)  ein 
Maximum,  oder  der  (4)  ein  Minimum  für  s  habe,  und  dass  der  Werth  von  s,  für 
welchen  das  Minimum  eintrifft,  mit  o  wachse.  Er  verfährt  folgendermassen. 

Die  vier  Wurzehi  der  Gleichung  s^P{s)  =0,  negativ  genommen,  nämUch 

+  ~„  {ar  -\-  a  +  c)  +  -^V(ar  +  o  —  c)"  +  iacr, 
+  I  (br  +  &  +  c)  +  ^V{br  +  b-c)^  +  ibcr, 

sollen  in  der  Reihe,  wie  sie  dastehen,  t,u,v,w  heissen.  Diese  vier  Werthe  sind  reell 
und  überdies  positiv;  denn  die  Summen  t  +  u  =ar  +  a  +  c,  v  +  w  =br  +  b  +  c 
und  ebenso  die  Producte  tu  —ac,  vw  =bc  sind  positiv. 


Nun  wird 


P{s)  =  \{s  +  t){s  +  u){s  +  V)  {s  +  w), 


und  hiervon  ist  das  Minimum  zu  suchen.  Man  hat 

d  log  P{s)  _  d log s"^    ,     dlog{s-\-  t)    .    d log (s  +  u)    .    d log (s  +  u)     .    dlog(s  -{-w) 
ds         ~~       ds  ds  ds  ds  ~'~  ds  ' 

und  wenn 

dP(s)  _   p,,  .   ,  d\ogP(s)  _  P'{s) 

Also  kommt 

^L*)  =  _  1  +  ^„  +  „1  _  +  ^-  +  -1- 

P(s)  s    ~s+t~s  +  u~s  +  v~s-{-tc' 


1)  Vgl.  den  Zusatz  36  am  Ende  des  Bandes.  H 
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oder 

t^li?}  =  _  o    1 ? \ « I ? 1 i_ 

P(S)  '^   'T'   s  +  t'^   S  +  u'^    S+v'^    S+w' 

Dies  sei  Q{s).  Dann  ist 

m^  =  Q'is)  =  -^  +    ^  ,  +  -^^  +    '"  (*) 

ds  ^    •'         {s+tf        {s  +  uf        {s  +  vf         [s  +  wf  ^' 

also  positiv.  Für  kleine,  nahe  der  Null  liegende,  fositive  Werthe  von  s  ist  y^  -  positiv, 
aber  Q{s)  nahe  ==  —  2;  also  ist  P'(0)  negativ.  Für  s  =  +  oo  wird  ö(s)  =  +2,  also 
giebt  es  einen  positiven  Werth  §,  für  welchen  P'{s)  =  0  ist. 

Wenn  sP'{s)  =  P{s)Q{s)  differentiirt  wird,  ist  allgemein 

P'{s)  +  sP"{s)  =  P'{s)Q{s)  +  P{s)Q'{s), 
wo  P"{s)  die  zweite  Ableitung  von  P{s)  bedeutet. 

Da  P'{s)  =  0  f ür  s  =  § ,  so  haben  wir : 

§P"{§)  =  P{§)Q'{§), 

und  da  § ,  P{5) ,  Q'{i)  positiv  sind,  ist  es  auch  P"(§) .  Es  ist  also  P(g)  in  der  That 
ein  Minimum,  da  die  erste  Ableitung  gleich  Null  und  die  zweite  positiv  ist.  Hieraus 
geht  auch  hervor,  dass  es  nur  einen  Werth  ö  giebt.  Denn  Q{s)  wird  für  positive  s 
nicht  unendhch,  luid  es  raüsste  also,  wenn  es  noch  einen  Werth  ö  gäbe,  dabei  P'{s) 
aus  dem  Positiven  in's  Negative  übergehen,  also  P"{s)  negativ  sein. 

Jetzt  handelt  es  sich  darum,  zu  beweisen,  dass  §  mit  a  wächst.  Da  §  Wurzel 
der  Gleichung  Q(s)  =0  ist,  haben  wir 

Q(^)  =  -^  +  rh  +  4-u  +  ^  +  ih  -  ^ ' 

dabei  ist  §  fositiv.  Die  Grössen  t,u,v,w  hängen  von  c  ab,  welches  a  proportional 
ist.  Wir  schreiben  deshalb:  Q{<>,  c),  und  dann  ist  das  vollständige  Differential: 

o^  oc 

also: 

X     da         dg  de 


ö     da        de  dQjS.c) 
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Um  nun  zu  beweisen,  dass  ^  positiv  ist,  braucht  nur  gezeigt  zu  werden, 

dass  der  Zähler: 

_  39(g ,  c) 

de 

positiv  ist;  denn  dass  der  Nenner 

dQ(S,e) 

oder  Q'{^)  positiv  ist,  sahen  wir  schon  oben  ein  (Gleichung  *). 
Da  t,u,v,w  imphcite  a  enthalten,  so  ist: 

dQ(§,c)  §         dt    ,         ä  du    ,         ä  dv    ,         §  dw 

+  :r. — :■, '  -. — r 


de  (ä  +  0      de        (§  +  «)      de         (ä+vf    de        {i+icY     de 

Die  rechte  Seite  ist  also  offenbar  positiv,  wenn  j^>  j">  •  •  •  positiv  sind.  Pjs  ist  nun, 
wenn  die  durch  ^, «,  v,  w  dargestellten  Wurzelausdrücke  nach  c  differentiirt  werden, 


2dt    ^^^   2du 
de                  de 

Vi +  9 

2dv           1    2dw 
de                   de 

1  1       ^ 

^Vi  +  h' 

4a^r 

,                 4b^r 

h,  = , 

(fer  — 6  +  c)= 

(or-a  +  c)-' 

9  = 

^a^  —  a-y 

ist.  Die  vier  Differentialquotienten  ^c' J' • '  '  ^^^^  ^^^'^  ^^  ^^^  That  positiv,  da 

die  absoluten  Werthe  von 

1  1 


1/1  +  flf     yi  +  h 

kleiner  als  Eins  sind. 
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BEMERKUNGEN  ÜBER  DIRICHLET'S  LETZTE  ARBEITEN. 

In  Hrn.  Kummer'?,  Gedächtnissrede*)  finden  sich  folgende  Angaben  über 
die  „Resultate,  welche  DiricÄfef  in  den  letzten  Jahren  seines  Lebens  erarbeitet  hat". 

„Aus  dem,  was  er  einzelnen  Freunden  über  die  Gegenstände  seiner  For- 
schungen gelegenthch  mitgetheilt  hat,  geht  hervor,  dass  er  unter  Andern  eine  voll- 
ständige Theorie  der  ternären,  unbestimmten  Formen  zweiten  Grades  in  seinem 
Kopfe  fertig  ausgeführt  hatte,  ferner  dass  es  ihm  gelimgen  war,  die  Annäherung  der 
asymptotischen  Gesetze  für  eine  Art  zahlentheoretischer  Fimctionen,  von  welchen 
die  Bestimmung  der  Häufigkeit  der  Primzahlen  abhängt,  um  einen  ganzen  Grad 
weiter  zu  treiben,  und  dass  er  einen  mathematisch  vollkommen  strengen  Beweis  der 
StabiUtät  des  Weltsystems  gefunden  hatte.  Von  einer  grossen  und  besonders  werth- 
voUen  Entdeckung  aus  der  letzten  Zeit  seines  Lebens,  nämlich  einer  ganz  neuen,  all- 
gemeinen Methode  der  Behandlung  und  Auflösung  der  Probleme  der  Mechanik,  hat 
er  nur  gegen  einen  seiner  Freunde,  Hrn.  Kronecker,  mit  dem  er  in  dem  intimsten 
wissenschaftlichen  und  freundschafthchen  Verkehr  stand,  einmal  im  Sommer  1858 
gesprochen.  Er  hatte  selbst  auf  diese  Entdeckung  ein  ganz  besonderes  Gewicht  ge- 
legt und  Hrn.  Kronecker  gebeten,  vorläufig  gegen  Niemand  davon  zu  sprechen. 
Dieser  hat  darum  erst  nach  Dirichlet's  Tode  seinen  Freunden  das  mitgetheilt,  was 
er  von  ihm  darüber  erfahren  hatte,  namentlich  dass  diese  Methode  nicht  darauf 
hinausgehe,  die  Integrationen  der  betreffenden  Differenzialgleichungen  auf  Quadra- 
turen zurückzuführen,  weil  dieses  Mittel,  durch  welches  Jacobi  versucht  hat  die 
Lösung  der  mechanischen  Probleme  zu  gewinnen,  zu  beschränkt  sei,  dass  sein  Ver- 
fahren vielmehr  in  einer  stufenweisen  Annäherung  bestehe,  bei  welcher  jeder  neue 
Schritt  zugleich  eine  vollständigere  \ind  genauere  Einsicht  in  die  Natur  der  durch 
die  Bedingungen  der  Aufgabe  bestimmten  Bewegungen  gewähre,  endhch  dass  die 
Theorie  der  kleinen  Schwingungen  zur  Auffindung  dieser  Methode  einen  gewissen 
Anhalt  biete." 


*)  Abhandlungen  der  Akademie  1860,  S.  35. 

Ii.  Kronecker'8  Werke  V  60 
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Nun  heisst  es  unter  Hinweis  auf  die  angeführten  Stellen  der  Kutmner' sehen 
Gedächtnissrede  in  einer  im  7.  Bande  der  Acta  Mathematica  (S.  II)  enthaltenen 
Pubücation  nach  Formulirung  der  Aufgabe : 

„Es  sollen  für  ein  beliebiges  System  materieller  Punkte,  die  einander  nach 
dem  Newton'schen  Gesetze  anziehen,  unter  der  Annahme,  dass  niemals  ein  Zu- 
sammentreffen zweier  Punkte  stattfinde,  die  Coordinaten  jedes  einzelnen  Punktes 
in  unendliche,  aus  bekannten  Functionen  der  Zeit  zusammengesetzte  und  für  einen 
Zeitraum  von  unbegrenzter  Dauer  gleichmässig  convergirende  Reihen  entwickelt 
werden." 

„Dass  die  Lösung  dieser  Aufgabe,  durch  deren  Erledigung  unsere  Einsicht 
in  den  Bau  des  Weltsystems  auf  das  WesentHchste  würde  gefördert  werden,  nicht 
nur  möghch,  sondern  auch  mit  den  gegenwärtig  uns  zu  Gebote  stehenden  analy- 
tischen Hülfsmitteln  erreichbar  sei,  dafür  spricht  dieYevsich.eT\mg Lejeune-Dirichlet's, 
der  kurz  vor  seinem  Tode  einem  befreundeten  Mathematiker  mitgetheilt  hat,  dass  er 
eine  allgemeine  Methode  zur  Integration  der  Differentialgleichimgen  der  Mechanik 
entdeckt  habe,  sowie  auch,  dass  es  ihm  durch  Anwendung  dieser  Methode  gelungen 
sei,  die  Stabihtät  unseres  Planetensystems  in  vollkommen  strenger  Weise  festzu- 
stellen. Leider  ist  uns  von  diesen  Untersuchungen  Dirichlet's,  ausser  der  Andeutung, 
dass  zur  Auffindung  seiner  Methode  die  Theorie  der  kleinen  Schwankungen*)  einen 
gewissen  Anhalt  biete,  nichts  erhalten  worden;  ..." 

Die  Quelle  für  die  aus  der  A'Mmmer'schen  Gedächtiüssrede  citirten  Angaben 
über  Dirichlet's  letzte  Arbeiten  bilden  die  Älittheilungen,  welche  ich  zur  Zeit  meinem 
Freimde  Kummer  gemacht  habe,  und  die  Wortfassung  ist  auch  unter  meiner  Zu- 
ziehung erfolgt.  Da  aber  dem  Sinne,  welcher  damit  ausgedrückt  werden  sollte,  die 
Auffassimg,  welche  sich  in  jener  Pubücation  der  Acta  Mathematica  kundgiebt,  keines- 
wegs entspricht,  so  glaube  ich  einige  Erläuterungen  hinzufügen  zu  müssen. 

Es  war  während  eines  mehrtägigen  Aufenthalts  in  Göttingen  im  Sommer 
1858**),  als  mir  Dirichlet  sowohl  die  eine  als  auch  die  andere  der  beiden  Mittheilim- 
gen  machte,  auf  welche  sich  die  Pubhcation  der  Acta  Mathematica  beruft.  Aber  die 
Verbindung,  in  welche  dort  die  beiden  Mittheilungen  gebracht  werden,  entspricht 

*)  ,, Schwingungen"  s.  o.  in  der  A'wmmer'schen  Godächtnissrede. 
**)  Ungefähr  zehn  Monate  vor  Dirichlet's  Tode. 
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niclit  dem  wirklichen  Sachverhalt.  Die  Mittheilungen  erfolgten  vielmehr  an  zwei  ver- 
schiedenen Tagen,  in  ganz  verschiedener  Weise,  und  ohne  dass  bei  der  einen  irgend 
wie  auf  die  andere  Bezug  genommen  wurde. 

Die  der  Zeitfolge  nach  erste  Mittheilung  Dirichlet's  betraf  seinen  Beweis  für 
die  Stabilität  des  Weltsystems.  Sie  war,  bei  aller  Betonung  der  Wichtigkeit  der 
Sache,  gewissermaassen  anspruchslos  gehalten,  und  ich  hatte  den  Eindruck,  dass 
Dirichlet  durch  Aufsuchung  der  eigentlichen  Quellen  der  Erkenntniss,  ähnlich  wie  in 
seinem  klassischen  Aufsatze  über  die  Stabiütät  des  Gleichgewichts,  den  Beweis  in 
grossartiger  Einfachheit  und  UbersichtUchkeit  erlangt  und  im  Kopfe  fertig  hatte, 
und  dass  er  ihn  bald  zu  veröffentüchen  gedachte. 

Die  Mittheilung,  betreffend  die  Entdeckung  einer  neuen  allgemeinen  Me- 
thode der  Behandlung  und  Auflösung  der  Probleme  der  Mechanik,  erfolgte  an  einem 
anderen  Tage  auf  einem  Spaziergange,  fast  in  der  Form  einer  feierUchen  Eröffmmg. 
Dirichlet  begann  damit,  mir  vorläufig  Stillschweigen  über  das,  was  er  mir  nun  mit- 
theilen würde,  aufzuerlegen,  und  am  Schlüsse  schien  es  mir,  als  ob  er  die  Veröffent- 
Uchung  dieser  seiner  Entdeckimg,  welche  wohl  auch  noch  grossen  Aufwand  an  Zeit 
erfordert  hätte,  nicht  unmittelbar  in  Aussicht  nähme.  In  seinen  Aeussenmgen  über 
die  von  ihm  angewendete  Methode  betonte  er  wiederholt,  dass  sie  nicht  durch  Qua- 
draturen, nicht  durch  Reihen  ein  fertiges  Resultat  hefere,  sondern  dass  sie  in  einem 
„Verfahren"  bestehe,  mittels  dessen  man  eine  stufenweise  Annäherung  an  das  ge- 
suchte Resultat  erlange. 

Ich  habe  mich  bemüht,  in  dem  knappen  für  die  Äwmmer'sche  Gedächtniss- 
rede verfassten  Berichte  den  grossen  Unterschied  in  Form  und  Inhalt  der  beiden 
Mittheüungen  kenntHch  zu  machen;  sie  erscheinen  dort  auch  dadurch  gänzhch  von 
einander  abgetrennt,  dass  mein  Name  bloss  bei  der  zweiten  MittheUung  angeführt 
ist,  während  die  Auffindung  eines  Beweises  der  Stabihtät  des  Weltsystems  zusam- 
men mit  der  von  zwei  Ergebnissen  *)  arithmetischer  Untersuchungen  in  unbestimm- 
ter Weise  als  „einzelnen  Freunden"  mitgetheüt  erwähnt  wird.  Hierdurch  glaubte  ich 


*)  Das  zweite  bezieht  sich  auf  die  zahlentheoretische  Function  x/f— ]  und  ist  in 

dem  von  Dirichlet  an  nüch  gerichteten  Briefe  vom  23.  Juh  1858  erwähnt  (vergl.  die  Göttinger 
Nachrichten  vom  16.  December  1885,  S.  381).i) 

*)  Bd.  V  S.  428  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H 

60* 
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der  Annahme  einer  Verbindung  der  beiden  Mittheilungen,  wie  sie  in  der  PubHcation 
der  Acta  Mathematica  enthalten  ist,  vorzubeugen. 

Die  Äusserungen,  welche  DiricMet  mir  gegenüber  gethan  hat,  können  auch 
nicht,  wie  es  in  der  erwähnten  Publication  geschieht,  als  Beleg  für  diejenige  Art  der 
Lösbarkeit  der  Aufgabe  geltend  gemacht  werden,  welche  dort  eben  auf  Grund  der 
Dirichlet' sehen  Mittheilvmgen  als  möglich  und  jetzt  erreichbar  bezeichnet  wird.  Denn 
Dirichlet  hat  mir  ausdrücklich  erklärt,  dass  er  die  Lösung  nicht  in  der  Form  von 
Reihen  erhalten  habe.  Dabei  hat  er  wohl,  indem  er  sein  „Verfahren"  und  die  Ent- 
wickelung  in  Reihen  in  Gegensatz  stellte,  den  Ausdruck ,, Reihe"  nur  im  gewöhnhchen 
Sinne  einer  nach  bekannten  Functionen  fortschreitenden  Reihe  genommen.  Denn 
als  ,, Reihe"  im  allgemeineren  Sinne  lässt  sich  auch  das  Resultat  jedes  ,, Verfahrens" 
auffassen. 

Dirichlet  hatte  unmittelbar,  ehe  er  mir  die  Eröffnung  bezüglich  seiner  neuen 
Methode  der  Behandlung  von  Problemen  der  Mechanik  machte,  über  seine  vielfache 
Beschäftigung  mit  der  Potentialtheorie  gesprochen,  und  ich  habe  den  Eindruck  be- 
kommen, als  ob  auch  ein  innerer  Zusammenhang  zwischen  seinen  Untersuchungen 
über  diese  Theorie  und  jenen  Gedanken  über  die  Behandlung  mechanischer  Pro- 
bleme bestände. 

In  Dirichlet's  Papieren  habe  ich  keine  Andeutung  über  seine  letzten  Ent- 
deckungen gefunden.  Er  pflegte  eben  fast  keine  schrifthchen  Aufzeichnungen  zu 
machen,  ehe  er  an  die  für  den  Druck  bestimmte  Ausarbeitung  ging.*)  Ob  etwa  die 
auf  ein  weisses  Löschblatt  geschriebenen  Worte:**)  ,, Exposition  d'une  nouvelle 
methode  de  calculer  les  perturbations  planetaires"  als  Entwurf  eines  Titels  zu  einer 
für  die  Mittheilung  jener  Entdeckungen  bestimmten  Abhandlung  zu  deuten  sind, 
muss  ich  dahingestellt  sein  lassen. 


*)  „Die  Klarheit  und  Bestimmtheit  seines  Denkens" — heißt  es  in  der  Kummer'schen 
Gedächtnissrede  —  ,,und  die  ungewöhnliche  Kraft  seines  Gedächtnisses,  vermöge  deren  er  das 
einmal  Gedachte  und  Erforsclrte  zu  jeder  Zeit  vollkommen  gegenwärtig  behielt,  machten  ihm 
den  Gebrauch  der  Feder  beim  Arbeiten  fast  ganz  entbehrlich." 

**)  Sie  sind  hier  genau  copirt;  die  Accente  fehlen  auch  in  der  Urschrift. 
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Grelle,  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik. 
Band  104,  S.  352^354  (1889). 


PAUL  DU  BOIS-REYMOND. 

(Geboren  in  Berlin  am  2.  December  1831 ,  promovirt  an  der  Berliner  Universität  am  26.  Miirz  1859, 
Privatdocent  in  Heidelberg  1865 — 1868,  ausserordentliclier  Professor  daselbst  1868 — 1870,  ordentlicher 
Professor  in  Freiburg  in  Baden  vom  28.  Februar  1870  bis  zum  15.  März  1874,  von  da  ab  bis  zum  Herbst 
1884  an  der  Universität  zu  Tübingen  und  seitdem  an  der  Technischen  Hochschule  in  Charlottenburg.) 

Nur  wenige  Tage,  nachdem  der  Druck  der  Abhandlung  „Ueber  Hneare  par- 
tielle Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung"  (S.  271  bis  301  dieses  Bandes)')  voll- 
endet war,  hat  den  Verfasser  der  Tod  ereilt.  Er  starb,  auf  der  Durchreise  nach  Neu- 
chätel,  in  Freiburg  in  Baden  am  7.  April.  Dass  er  in  den  letzten  Monaten,  wo  die 
Krankheit,  welcher  er  erlag,  wohl  schon  weit  vorgeschritten  war,  noch  die  geistige 
Spannkraft  zur  Veröffentlichung  der  umfangreichen  Arbeit  sich  bewahrt  hat,  ist 
bewundernswerth.  Es  zeigte  sich  noch  bei  seiner  letzten  Pubhcation,  dass  ihm  die 
mathematischen  Fragen  stets  Lebensfragen  gewesen  sind. 

Er  knüpft  in  dieser  Abhandlung,  wie  er  gleich  im  Anfange  bemerkt,  an  die 
um  ein  Vierteljahr  hundert  zurückhegenden  Untersuchungen  an,  welche  er  im  Jahre 
1864  unter  dem  Titel  ,, Beiträge  zur  Interpretation  der  partiellen  Differentialglei- 
chungen mit  drei  Variabein  (erstes  Heft;  die  Theorie  der  Charakteristiken)"  als  be- 
sonderes Werk  herausgegeben  hat.  Schon  kurze  Zeit  nach  der  Veröffentüchung  die- 
ses Werkes  scheint  P.  du  Bois-Reymond  sich  der  andern  Kategorie  von  Unter- 
suchungen zugewandt  zu  haben,  welcher  der  grösste  Teü  seiner  nun  folgenden  PubH- 
cationen  gewidmet  ist.  Denn  die  erste  dieser  Abhandlungen,  zugleich  eine  seiner  be- 
deutendsten, ist  vom  Februar  1868  datirt;  sie  ist  im  69-sten  Bande  dieses  Journals 
abgedruckt  und  hat  den  Titel  ,,Uber  die  allgemeinen  Eigenschaften  der  Klasse  von 
Doppelintegralen,  zu  welcher  das  Fourier'sche  Doppehntegral  gehört."  Während  er 
hierin  zeigt,  dass  es  ihm  gelungen  ist,  den  Kreis  der  seit  Fourier  und  Dirichlet  be- 


1)  Crelle,  Journal  f.  d.  r.  u.  angew.  Math.  Bd.  104,  S.  271—301  (1889). 
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kannten  Darstellungsformeln  wesentKch  zu  erweitern,  bringt  eine  zweite  aus  jener 
Reihe  hervorzuhebende  Abhandlung*)  als  Erfolg  seiner  darauf  gerichteten  Bestre- 
bungen den  Nachweis,  dass  die  Anwendbarkeit  solcher  Darstellungsformeln  nicht  un- 
beschränkt ist.  P.  du  Bois  Reymond  selbst  bezeichnet  auf  S.  IX  der  Einleitung  zu 
dieser  Abhandlung  die  dabei  „gewonnene  Einsicht"  nur  als  ,,vor  der  Hand  wohl  be- 
friedigend", und  es  wird  hierdurch  erklärhch,  dass  ihn  die  ,, dunkeln  Fragen",  zu 
deren  Aufhellung  er  eben  beigetragen  hatte,  und  die  ihrer  Natur  nach  wohl  nicht 
eigenthch  abgeschlossen  werden  können,  noch  lange  beschäftigten,  ja  mit  unwider- 
stehhcher  Gewalt  fesselten.  Dass  er  aber  gern  davon  loskommen  woUte  und  sich 
danach  sehnte,  wieder  in  seine  früheren  Forschungsbahnen  einzulenken,  bezeugen 
seine  Aeusserungen  in  einem  an  mich  nach  Florenz  gerichteten  Briefe  vom  22.  April 
1886.  Er  schickte  mir  damit  einen  Separatabdruck  seiner  in  den  Sitzimgsberichten 
der  hiesigen  Akademie  (1886,  XVIII)  veröffenthchten  Notiz  ,,Ueber  die  Integration 
der  Reihen"  und  schrieb  mit  Bezug  darauf:  „Ihr  Kriterium  für  lim  j  (p{x,  e)dx  =  0 

habe  ich  nur  angeführt,  ohne  es  näher  zu  discutiren,  wozu  Zeit  und  Raum  fehlte, 
werde  dies  aber  in  der  ausführlicheren  Mittheilung  nachholen.  Dann  werde  ich  dieser 
Art  Mathematik  übrigens  den  Rücken  kehren.  Es  stehen  die  Ergebnisse  in  zu  un- 
günstigem Verhältnisse  zur  Anstrengung,  und  ausserdem  regen  sie  nicht  zu  weiterem 
Forschen  an ;  im  Gegentheil,  ihre  Hauptwirkung  ist,  der  Forschung  in  einer  gewissen 
Richtung  Einhalt  zu  thun,  und  das  heisst,  sehr  brav  gegen  seinen  Nächsteji,  aber 
zu  uneigennützig  gegen  sich  selbst  handeln  .  .  .  Ich  schreibe  jetzt  an  meinem  letzten 
Aufsatz  in  dieser  Materie,  den  ich  Sie  ersuchen  werde,  im  Jubelbande  unterzubringen. 
Es  handelt  sich  darin  um  den  Stetigkeitsgrad  und  den  Convergenzgrad  in  genauerer 
Durchführung  und  damit  Zusammenhängendes,  und  dann  geht  es  wieder  mit 
Hurrah!  an  die  partiellen  Differentialgleichungen." 

Es  ist  darum  als  eine  glückliche  Fügung  zu  betrachten,  dass  die  schon  seit 
einiger  Zeit  von  P.  du  Bois-Reymond  gehegte  Absicht,  seine  zum  Theil  aus  älterer 
Zeit  stammenden  Aufzeichnungen  über  lineare  partielle  Differentialgleichungen  zu 
einem  druckfertigen  Manuscript  zu  gestalten,  im  vorigen  Jahre  zur  Ausführung  ge- 
kommen, und  dass  es  ihm  noch  vergönnt  gewesen  ist,  die  Reihe  wertvoller  Beiträge, 

*)  Untersuchungen  über  die  Konvergenz  und  Divergenz  der  FoMJ'ierschen  Darstellungs- 
formeln. Aus  den  Abhandlungen  der  k.  bayerischen  Akademie  der  Wissenschaften  II.  Cl. 
XII.  Bd.  IL  Abth.  München  1876. 
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welche  er  diesem  Journal  zugewandt  hat,  mit  einer  wenigstens  übersichtUchen  Dar- 
stellung dessen,  was  das  zweite  Heft  seiner  ,, Beiträge  zur  Interpretation  der  par- 
tiellen Differentialgleichungen"  enthalten  sollte,  und  damit  auch  in  gewisser  Weise 
dieses  Werk  selbst  abzuschliessen. 

In  einem  von  Tübingen  am  3.  November  1881  an  mich  gerichteten  Briefe 
findet  sich  folgende  Stelle:  ,,Nun  ist  Heine  doch  seiner  hoffnungslosen  Erkrankung 
erlegen.  Ich  bedam'e  ungemein,  ihn  nicht  mehr  unter  den  Lebenden  zu  wissen,  und 
bewahre  treu  das  Bild  des  freundhchen,  wohlwollenden,  bedeutenden  Mannes.  Er 
war  einer  von  denen,  für  die  man  pubhcirt;  denn  es  sind  doch  nur  Wenige,  an  die  man 
als  an  Leser  von  Urtheil  und  Nachsicht  beim  Niederschreiben  seiner  Geistesproducte 
denkt.  Ein  Glück  ist  es,  dass  sein  Geschick  ihm  Zeit  liess,  die  zweite  Auflage  seines 
Buches  zu  vollenden."  Diese  Worte  sind  ein  schönes  Zeugnis  für  die  edle  Gesinnung 
und  die  warme  Empfindimg  des  nunmehr  auch  Dahingeschiedenen  beim  Tode 
eines  Fachgenossen;  sie  drücken  auch  am  besten  aus,  was  jetzt  bei  seinem  Tode  die 
überlebenden  Fachgenossen  bewegt. 
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SOPHIE  VON  KOWALEVSKY. 

Ich  erfülle  die  traurige  Pflicht,  den  Lesern  dieses  Journals  von  dem  Hin- 
scheiden der  Frau  Sophie  von  Kowalevsky,  geb.  Corvin-Krulcowshoy,  Kunde  zu  geben. 

Sie  wxirde  am  15.  Januar  1851  zu  Moskau  geboren,  verheirathete  sich  im 
Jahre  1868,  erhielt  1874  in  Göttingen,  nachdem  sie  ein  Jahr  (1869/70)  in  Heidelberg 
und  dann  vier  Jahre  mit  kurzen  Unterbrechungen  hier  in  Berlin,  vornehmHch  unter 
Herrn  Weierstrass'  Leitung,  mathematischen  Studien  obgelegen  hatte,  auf  Grund 
einer  im  80.  Bande  dieses  Journals  abgedruckten  Dissertation  die  Doctorwürde  und 
im  Jahre  1884  an  der  Universität  Stockholm  eine  Professur. 

Die  letzte  Ferienzeit  im  December  vorigen  und  Januar  dieses  Jahres  brachte 
Frau  von  Kowalevsky  bei  Verwandten  in  der  Nähe  von  Nizza  zu,  hielt  sich  dann  auf 
der  Rückkehr  einige  Tage  in  Paris  und  in  Berlin  auf  und  reiste  am  Montag  den 
2.  Februar  von  hier  nach  Stockholm  ab.  Dort  erkrankte  sie  bald  nach  ihrer  Ankunft 
an  einer  Pleuropneumonitis  und  erlag  derselben  am  Dienstag  den  10.  Februar  Mor- 
gens 4  Uhr.  So  ward  sie  schon  im  Alter  von  40  Jahren  viel  zu  früh  der  von  ihr  mit  aus- 
gezeichnetem Erfolge  gepflegten  Wissenschaft  und  dem  grossen,  ihr  in  Liebe  und 
Verehrung  zugethanen  Freimdeskreise  entrissen. 

Sophie  von  Kowalevsky  (nach  ihren  letzten  Visitenkarten  „Sonja  Kovalevsky"), 
verband  mit  einem  ausserordentlichen  Talent  sowohl  für  allgemeine  mathematische 
Speculation  als  auch  für  die  bei  der  Ausführung  specieller  Untersuchungen  noth- 
wendige  Technik  gewissenhaften,  unermüdlichen  Fleiss,  hielt  bei  intensivster  Fach- 
thätigkeit  stets  ihren  Sinn  für  andere  geistige  Interessen  offen,  bewahrte  dabei 
immer  ihre  Weiblichkeit  und  erwarb  und  erhielt  sich  darum  im  Verkehr  auch  die 
Sympathie  derjenigen,  die  ausserhalb  ihres  fachwissenschaftlichen  Kreises  standen. 
Die  Geschichte  der  Mathematik  wird  von  ihr  als  einer  der  merkwürdigsten  Er- 
scheLmmgen  unter  den  überhaupt  äusserst  seltenen  Forscherinnen  zu  berichten 
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haben.  Ihr  Gedächtniss  wird  durch  die  zwar  nicht  zahlreichen  aber  werthvollen 
Arbeiten,  welche  sie  veröffentlicht  hat,  in  der  ganzen  mathematischen  Welt  fort- 
dauern, die  Erinnerung  an  ihre  bedeutende  und  dabei  anmuthvoUe  Persönlichkeit 
wird  in  den  Herzen  aller  derer  fortleben,  welche  das  Glück  hatten,  sie  zu  kennen. 


Die  Titel  der  sechs  von  Frau  von  Kowalevsky  pubhcirten  Abhandlungen 
lauten  buchstäbUch: 

1.  Zur  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen.  Inaugural-Dissertation 
zur  Erlangung  der  Doctorwürde  bei  der  philosophischen  Facultät  zu  Göttingen  von 
Sophie  V.  Kowalevsky,  geb.  v.  Corvin-Krukowskoy.  Berlin  1874  bei  Georg  Reimer. 
Abgedruckt  im  80.  Bande  dieses  Journals,  S.  1  —32. 

2.  Ueber  die  Reduction  einer  bestimmten  Klasse  Abelscher  Integrale  3ten 
Ranges  auf  elhptische  Integrale,  von  Sophie  Kowalevski  in  Stockholm.  Acta  Mathe- 
matica  Bd.  4,  S.  393—414.  1884. 

3.  Ueber  die  Brechung  des  Lichtes  in  cristallinischen  Mitteln,  von  Sophie 
Kowalevski  in  Stockholm.  Acta  Mathematica  Bd.  6,  S.  249—304. 1885.  Die  Widmung 
eines  Exemplars  dieser  Abhandlung,  welches  ich  von  der  Verfasserin  erhalten  habe, 
trägt  die  Unterschrift  „Sophie  v.  Kowalevski" . 

4.  Zusätze  und  Bemerkimgen  zu  Laplace's  Untersuchung  über  die  Gestalt 
der  Saturnsringe.  Von  Frau  Sophie  Kowalevski  in  Stockholm.  Astronomische  Nach- 
richten Bd.  111,  Nr.  2643,  S.  37— 48.  1885.  Der  Redaction  überreicht  von  Hugo 
Gylden. 

5.  Sur  le  Probleme  de  la  rotation  d'un  corps  sohde  autour  d'un  point  fixe,  par 
Sophie  Kowalevski  ä  Stockholm.  Acta  Mathematica  Bd.  12,  S.  177—232.  1889.  (Auf 
S.  177  findet  sich  die  Anmerkung:  ,,Ce  memoire  est  le  resume  d'un  travail  auquel 
l'Academie  des  Sciences  de  Paris,  dans  sa  seance  solenneUe  du  24.  decembre  1888, 
a  decerne  le  prix  Bordin  eleve  de  3000  ä  5000  francs.") 

6.  Sur  une  propriete  du  Systeme  d'equations  differentieUes  qui  definit  la 
rotation  d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe,  par  Sophie  Kowalevski  ä  Stockholm. 
Acta  Mathematica  Bd.  14,  S.  81—93.  1889. 


VERZEICHNIS8  DER  VON  JACOBI  GEHALTENEN 
VORLESUNGEN 


VON 


L.  KRONECKER. 


Crelle,  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik, 
Band  108,  S.  331—334. 


VERZEICHNISS  DER  VON  JACOBI  GEHALTENEN  VORLESUNGEN. 

Um  das  Verzeichniss  der  von  Jacobi  gehaltenen  Vorlesungen  zu  vervoll- 
ständigen, habe  ich  mir  noch  das  nöthige  Material  aus  den  Akten  der  hiesigen  Uni- 
versität verschafft,  und  da  ein  solches  Verzeichniss  unstreitig  von  hohem  Interesse 
für  die  Geschichte  der  Mathematik  ist,  so  lasse  ich  es  hier  folgen. 

Jacobi's  Vorlesungen  in  Berün. 

Wintersemester  1825/26.  Privatim:  Ueber  die  Anwendung  der  höheren  Analysis 
auf  die  Theorie  der  Oberflächen  und  Curven  doppelter 
Krümmung. 

Sommersemester  1826.         PubHce:  Die  allgemeine  Theorie  der  Gleichungen. 
Privatim:  Reine  Analysis. 

In  den  Verzeichnissen  der  angekündigten  und  gehaltenen  Vorlesungen,  welche  in  der 
Universitäts-Eegistratur  aufbewahrt  sind,  ist  die  Colonne,  welche  die  Anzahl  der  Zuhörer  ent- 
halten soll,  bei  allen  diesen  Jacobi'schen  Vorlesungen  nicht  ausgefüllt.  Daneben  findet  sich  — 
und  zwar  auch  schon  in  dem  Verzeichnisse  von  1825/6  —  der  Vermerk,  dass  Jacobi  nach  Königs- 
berg versetzt  sei.  Die  Akten  der  Quästur  reichen  nur  bis  1829  zurück.  Es  hat  sich  daher  nicht 
aktenmässig  feststellen  lassen,  ob  Jacobi  die  Vorlesung  im  Winter  1825/6,  welche  in  der  Dirichlet- 
schen  Gedächtnissrede  ausdrücklich  als  wirkUch  gehalten  erwähnt  wird,  zu  Ende  geführt  und 
ob  er  im  Sommersemester  1826  überhaupt  irgend  eine  Vorlesung  gehalten  hat. 

Jacobi's  Vorlesimgen  in  Königsberg. 

Wintersemester     1826/27.    PubHce :  Analytische  Uebungen. 

Privatim:  1.  Trigonometrie.  2.  Analytische  Geometrie. 

Sommersemester  1827.  PubHce:  1.  Variationsrechnung.  2.  Theorie  der  krum- 
men Oberflächen.  3.  Blementargeometrie. 

Wintersemester     1827/28.    PubHce:    Kegelschnitte. 

Privatim :  Elementargeometrie. 

L.  Kronecker'B  Werke  V  62 
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Sommersemester  1828. 
Wintersemester     1 828/29 . 
Sommersemester  1829. 
Wintersemester     1829/30. 


Sommersemester  1830. 

Wintersemester     1830/31. 

Sommersemester  1831. 
Wintersemester     1831/32. 

Sommersemester  1832. 

Wintersemester     1832/33. 

Sommersemester  1833. 

Wintersemester     1833/34. 
Sommersemester  1834. 
Wintersemester     1834/35. 


Sommersemester  1835. 


Publice :     Arithmetik. 
Publice :     Theorie  der  Kegelschnitte. 
Nicht  gelesen. 

Publice:  Anfangsgründe  der  Theorie  der  elliptischen 
Transcendenten . 

Privatim:  Theorie  der  Oberflächen  der  zweiten  Ord- 
nung. 

Pubhce :  Allgemeine  Theorie  der  Oberflächen  und  Cur- 
ven. 

Pubhce:     Kegelschnitte. 
Privatim:  Höhere  Arithmetik. 
Pubhce:     Elliptische  Transcendenten,  achtstündig. 
Publice:     Auserlesene  Kapitel  des  höheren  Calculs. 
Privatim:  Theorie  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung. 
Pubhce :     Oberflächen  zweiter  Ordnung. 
Privatim :  Allgemeine  Theorie  der  Curven  und  Flächen. 
Pubhce:     Allgemeine  Theorie  der  Oberflächen  (Fort- 
setzung). 

Privatim:  Elhptische  Transcendenten. 
Publice :     Variationsrechnung. 
Privatim :  Theorie  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung. 
Privatim:  Theorie  der  Zahlen. 

Privatim:  Analytische  Theorie  der  Wahrscheinhchkeit. 
Publice :  1 .  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichun- 
gen. 2.  Wöchenthche  Aufgaben  im  mathematischen  Se- 
minar. 

Privatim:  Theorie  der  Oberflächen  und  Linien  doppel- 
ter Krümmung. 

Pubhce:     1.    Variationsrechnung.     2.    Mathematisch- 

physikahsches  Seminar*). 

Privatim:  Oberflächen  zweiter  Ordnung*. 


*)  Die  mit  *  bezeichneten  Vorlesungen  hat  Rosenhain  gehört. 
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Wintersemester     1835/36. 


Sommersemester  1836. 

Wintersemester     1836/37. 
Sommersemester  1837. 


Wintersemester  1837/38. 

Sommersemester  1838. 

Wintersemester  1838/39. 

Sommersemester  1839. 

Wintersemester     1839/40. 
Sommersemester  1840. 

Wintersemester     1 840/41 . 


Publice :     Uebungen  des  Seminars  in  der  Mechanik*. 
Privatim:  1.  Integrabreclmung.  2.  Vorlesungen  über  die 
elliptischen  Transcendenten*. 

Hierbei  findet  sich  der  Vermerk :  „Da  die  zehnstündigen 
Vorlesungen  über  die  eUiptischen  Transcendenten  die 
Kräfte  der  Zuhörer  in  hohem  Grade  in  Anspruch  nah- 
men, so  hielt  ich  es  für  zweckmässig,  die  Uebungen  des 
Seminars  bereits  Neujahr  einzustellen.  C.  G.  J.  Jacobi." 

PubHce:     Mathematisches  Seminar*. 
Privatim:  Allgemeine  Theorie  der  Oberflächen*. 

Privatim:  Zahlentheorie*. 

Publice:     Mathematisches  Seminar*. 
Hierbei  findet  sich  der  Vermerk:  ,, Meine  achtstündigen 
Privatvorlesungen  über  Variationsrechnung  sind  nicht 
zu  Stande  gekommen.  C.  G.  J.  Jacobi." 

PubHce:     Seminar*. 

Privatim :  1 .  Variationsrechnung*.  2.  Mechanik*. 

PubUce:     Mathematisches  Seminar. 

Privatim:  Anfangsgründe  der  analytischen  Geometrie. 

Privatim:  1.  Theorie  der  Oberflächen.  2.  Anwendung 
der  Differentialrechnung  auf  die  Theorie  der  Reihen. 

Hier  ist  vermerkt:  „Hat  nicht  gelesen,  weil  er  verreist 

war." 

Privatim:  Elliptische  Transcendenten.*) 

Publice:     Mathematisches  Seminar. 

Privatim :  Allgemeine  Theorie  der  Oberflächen  und  dpp- 

pelt  gekrümmter  Linien. 

Pubhce:     Mathematisches  Seminar. 

Privatim:  Höhere  Mathematik. 


1)  Dies  ist  die  einzige  JacoWsche  Vorlesung,  welche  Borchardt  -während  seiner  Studienzeit  an 
der  Königsberger  Universität  (26.  April  1839  bis  6.  Juni  1840),  nach  Ausweis  seines  Abgangszeugnisses, 
gehört  hat.  Er  hat  außerdem  noch  am  mathematischen  Seminar,  wohl  nur  im  Anfange  des  Sommer- 
semesters 1840,  t  heil  genommen. 
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Sommersemester  1841. 


Publice:     Mathematisclies  Seminar. 
Privatim :  Variationsrechnung. 

Publice :     1 .  Theorie  der  Differentialgleichungen.  2.  Ma- 
thematisches Seminar. 

Privatim:  Theorie  der  Oberflächen  und  Curven. 
PubHce:     I.  Differentialgleichungen.  2.  Seminar. 
Pubüce:     Mathematisches  Seminar. 
Privatim:  Analytische  Mechanik^). 

(In  die  Zeit  vom  Sommer  1843  bis  zum  Winter  1844/5  fällt  Jacobi' sB.eise  nach  Italien.) 


Wintersemester     1841/42. 


Sommersemester  1842. 
Wintersemester     1842/43. 


Sommersemester  1845. 

Wintersemester     1845/46. 
Sommersemester  1846. 

Wintersemester     1846/47. 

Sommersemester  1847. 
Wintersemester     1847/48. 

Sommersemester  1848. 


Jacobi's  Vorlesungen  in  Berlin. 

Privatim :  1 .  Die  Fundamente  der  Theorie  der  ellipti- 
schen Functionen,  28.  April  bis  15.  August;  14  Zuhörer. 
2.  Algebra  und  Einleitimg  in  die  Analysis  des  Unend- 
lichen, 3.  Mai  bis  14.  August;  25  Zuhörer. 
Privatim:  Differential- und  Integralrechnung,  30.  Octo- 
ber  bis  16.  März;  23  Zuhörer. 

Privatim:  Die  allgemeine  Theorie  der  Oberflächen  und 
Linien  doppelter  Krümmung,  4.  Mai  bis  24.  Juli;  12  Zu- 
hörer. 

Privatim :  Die  Theorie  der  Zahlen. 
Hierbei  findet  sich  der  Vermerk:  ,,Ich  habe  meiner  Ge- 
sundheit wegen  die  Vorlesung  nicht  gehalten.  Jacobi." 
Jacobi  hat  keine  Vorlesung  angekündigt  und,  nach  den 
Akten  der  Quästur,  auch  keine  Vorlesung  gehalten. 
Jacobi  hat  keine  Vorlesmig  angekündigt  aber,  nach  den 
Akten  der  Quästur,  eine  solche  über  analytische  Mecha- 
nik vor  17  Zuhörern  gehalten. 

Privatim:  Höhere  Algebra,  10.  Mai  bis  11.  August;  13 
Zuhörer. 


1)  Diese  Vorlesimg   hat,   soviel   ich   glaube,   ebenfalls    Borchardt   gehört.    Er    hatte   sich   ziun 
Zwecke  seiner  Promotion  noclunals  nach  Königsberg  begeben. 
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Wintersemester     1848/49.    Privatim:  Differentialreclmung  mit  verschiedenen  An- 
wendungen, vom  30.  October  an;  7  Zuhörer. 
Hierbei  findet  sich  der  Vermerk :  „Ich  habe  statt  der  an- 
gezeigten Vorlesung  eine  andere  über  elhptische  Func- 
tionen gehalten."  Jacobi. 

Privatim:  Variationsrechnung  nebst  Anwendung  auf 
isoperimetrische  Aufgaben,  vom  30.  April  bis  8.  August; 
11  Zuhörer. 

Privatim :  Die  allgemeine  Theorie  der  Flächen  und  Cur- 
ven  doppelter  Krümmimg,  29.  October  bis  13.  März;  11 
Zuhörer. 

Privatim:  Zahlentheorie  und  ihre  Anwendung  auf  die 
Kreistheilung,  30.  April  bis  14.  August;  12  Zuhörer. 
Keine  Vorlesung  angekündigt. 
Februar  1851. 


Sommersemester  1849. 


Wintersemester     1849/50. 


Soramersemester  1850. 


Wintersemester     1850/51 
Jacobi  starb  am  1 


AUSZUG  AUS  EINEM  BRIEFE  VON  L.  KRONECKER 
AN  G.CANTOR  VOM  18.  SEPTEMBER  1891 


Jahresbericht  der  Deutschen  Mathematiker-Vereinigung,  I,  S.23 — 25  (1891). 


AUSZUG  AUS  EINEM  BRIEFE  VON  L.  KRONECKER  AN  G.CANTOR. 

Geehrtester  Freund  und  College! 

Gleich  nach  dem  schweren,  schweren  Schlage,  der  das  Glück  meines  Lebens 
zerstört  hat,  habe  ich  Ihnen  geschrieben,  dass  ich  nun  natürlich  nicht  im  Stande  bin, 
am  21.  d.  M.  den  übernommenen  Eröffnungsvortrag  in  der  Abtheilung  für  Mathema- 
tik und  Astronomie  zu  halten.  Aber  ich  will  Ihnen  heute  doch  noch  ein  Paar  Worte 
über  dasjenige  Thema  sagen,  was  ich  in  dem  Vortrage  zu  behandeln  gedachte. 

Einleiten  wollte  ich  den  Vortrag  mit  einigen  Bemerkungen  über  das,  was 
meiner  Meinung  nach  von  der  ,, Vereinigung  deutscher  Mathematiker"  erwartet 
werden  kann.  Denn,  nachdem  ich  den  ehrenvollen  Antrag,  den  Sie  mir  gestellt  haben, 
angenommen  habe,  glaubte  ich,  dem  reinen  Fachvortrage  die  Darlegung  meiner 
Ansichten  über  Mathematiker-Vereinigungen  gerade  deshalb  vorausschicken  zu  sol- 
len, weil  deren  Bedeutung  nothwendig  eine  ganz  andere  sein  muss,  als  die  der  Ver- 
einigungen anderer  Fachgenossen.  Während  andere  Disciplinen  mancherlei  Arbeiten 
erfordern,  die  den  Bearbeitern  „aufgegeben"  werden  können,  und  auch  solche,  die 
geradezu  von  vereinten  Kräften  geleistet  werden  müssen  (die  Astronomie  bietet  ja 
hierfür  viele  Beispiele),  während  es  also  in  fast  allen  anderen  naturwissenschaft- 
lichen Disciphnen  vorkommt,  dass,  ,,wenn  die  Könige  bauen,  die  Kärrner  zu  thun 
haben",  muss  bei  uns  jeder  Forscher  König  und  Kärrner  zugleich  sein.  Darum  geben 
wir  Mathematiker  eigenthch  das  Beispiel  einer  echten  Gelehrtenrepubhk,  in  welcher 
jeder  einzelne  seine  volle  Forscherselbständigkeit  bewahrt.  Ich  mag  auch  deshalb 
bei  uns  nicht  den  Ausdruck  ,, Schüler"  gern;  wir  wollen  und  brauchen  keine  Schule, 
sondern  wir  gehen  nur  in  den  Wegen  fort,  die  uns  ein  Lehrer  oder  Vorgänger  ge- 
ebnet und  gewiesen  hat,  wenn  wir  meinen,  auf  diesen  Wegen  weitere  Ziele  erreichen 
zu  können.  ,,Wir  wollen  und  brauchen  keine  Schule",  weil  in  unserer  absolut  klaren 
Wissenschaft  jede  neue  Entdeckung  die  bisherige  Schulweisheit  wertlos  machen 
kann.  Das  hat  uns  ja  die  Geschichte  unserer  Wissenschaft  oft  genug  gezeigt.  Wir 
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können  deshalb  aber  auch  diu'chaus  nichts  Förderliches  von  einer  in  der  Weise  ,,ge- 
meinsamer\  Arbeit"  erwarten,  die  —  wie  die  andern  Disciplinen  —  sich  mit  speciellen 
Thematen  beschäftigt.  Im  Gegenteil,  solcherlei  Arbeit  kann  nur  den  Fortschritt  der 
'Mathematik  Jiindern.  Der  Mathematiker  muss  frei  von  jegHchem  Vorurtheil  sich  ge- 
dankhch  in  seiner  Forschungssphäre  heimisch  machen,  darin  frei  Umschau  halten 
und  Entdeckungen  nachgehen;  —  eine  Gesellschaft,  etwa  gar  geführt  von  einem 
noch  so  treff hohen  Lehrer,  wird  niemals  im  Stande  sein,  das  Gebiet  unserer  Kenntniss 
merklich  zu  erweitern.  So  sehr  ich  hiernach  ,, Vereinigung  von  Mathematikern"  zu 
speziellen  Arbeitszwecken  perhorresciren  möchte,  so  sehr  möchte  ich  einer  allgemein 
freien  Vereinigung  das  Wort  reden.  Deren  Erfolg  kann  freilich  nicht  genau  präcisirt 
werden,  und  auch  an  der  Wortfassung  der  ,, Zwecke"  in  Ihrer  Pubhcation  vom  De- 
cember  1890  würde  ich  manches  modificirt  wünschen.  Aber  es  kommt  wenig  darauf 
an.  Die  Hauptsache  ist  die  Gelegenheit  zur  Einleitung  persönlicher  Verbindungen, 
zur  mündhchen  Discussion,  zum  lebendigen  Austausch  der  in  der  Forschung  gemach- 
ten Erfahrungen,  zur  gegenseitigen  Mittheilung  der  auf  Grund  von  Untersuchungen 
erlangten  Ansichten.  Niemand  wird  ja  Wert  und  Bedeutung  der  mündhchen  Vor- 
träge in  der  Mathematik  auf  den  Hochschulen  unterschätzen,  wie  sehr  auch  die 
Studirenden  daneben  auf  das  Studium  der  Lehrbücher,  Originalwerke  und  Abhand- 
limgen  zu  verweisen  sind;  denn  in  diesen  fehlt  es  z.  B.  stets  an  den  Angaben,  welche 
Irrwege  und  ,, Holzwege"  zu  vermeiden  sind.  Nun  hört  ja  der  Mathematiker  nicht 
zu  studiren  auf,  wenn  seine  Studentenzeit  abgelaufen  ist ;  aber  er  ist  dann  ausschhess- 
lich  auf  die  htterarische  Belehrung  angewiesen,  falls  ihm  nicht  besonders  glückliche 
Umstände  noch  die  Fortsetzung  mündhcher  Belehrung  durch  persönlichen  wissen- 
schafthchen  Verkehr  gestatten.  Das  Glück  eines  solchen  habe  ich  in  reichlichem 
Masse  genossen  und  weiss  es  also  aus  Erfahrung  zu  schätzen;  die  etwa  20  Jahre 
von  1856  bis  nahe  1876,  in  denen  wir  drei,  Kummer,  Weierstrass  und  ich,  des 
engsten  und  lebhaftesten  wissenschaftUchen  Verkehrs  uns  erfreuten,  haben  nicht 
bloss  uns  selbst,  sondern  auch  vielen  andern,  die  ab  und  zu  an  unserem  Verkehr 
teilnahmen,  reiche  Früchte  und  den  Segen  wahrer  geistiger  Erbauung  gebracht. 
Ich  sehe  den  Hauptzweck  der  ,, Vereinigung  deutscher  Mathematiker"  darin,  dass 
sie  nach  solchem  Muster  persönlichen  wissenschaftlichen  Verkehr  ermöghcht. 
Wie  verschieden  wir  drei  Berhner  Mathematiker  auch  in  unseren  Arbeitsrich- 
tungen, ja  selbst  zum  Theil  in  unseren  Ansichten  über  Begründmig  und  Ziel- 
punkte gewesen  und  geblieben  sind,  der  gegenseitige  Einfluss  war  stets  heilsam  und 
wohlthuend. 
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Doch  genug  davon!  Sie  ersehen  ja  aus  Vorstehendem  den  ungefähren  Inhalt 
der  einleitenden  Bemerkungen,  die  ich  meinem  Eröffnungsvortrage  vorausschicken 
wollte.  Der  Vortrag  selbst  sollte  kurzweg  den  Titel  haben  „Über  Eisenstein"  oder 
auch  „Zum  Gedächtniss  von  Eisenstein".  Ich  wollte  darin  nur  ganz  kurz  über  die 
Zeit  berichten,  in  der  ich  mit  ihm  persönhch  bekannt  war,  auch  einige  Briefe  wissen- 
schaftUchen  Inhalts,  die  ich  von  ihm  besitze,  mitteilen  und  danach  —  wie  etwa  in 
einer  Gedenkrede  —  über  seine  Arbeiten  sprechen.  Dabei  müssten  dann  ausser  den  rein 
arithmetischen  und  analytisch-arithmetischen  noch  ganz  besonders  seine  rein  analy- 
tischen Untersuchungen  über  elliptische  Functionen  hervorgehoben  werden,  welche 
dem  Be\\aisstseiii  der  Jetztzeit  ganz  abhanden  gekommen  sind,  auf  welche  ich  aber 
bei  meinen  neuesten  Arbeiten  habe  zurückkommen  müssen.  Jetzt  in  diesen  meinen 
Arbeiten  haben  sich  die  eigentlichen  Ursachen  der  ,, Unebenheiten"  gefunden,  welche 
Eisenstein  in  seiner  Theorie  —  wie  sich  deuthch  erkennen  lässt  —  unangenehm  auf- 
gefallen sind.  Auch  hierauf  wollte  ich  näher  eingehen.  Ich  hoffe,  die  Ausarbeitung  des 
ganzen  Vortrags,  für  den  ich  bis  jetzt  nur  einige  vorläufige  Aufzeichnungen  ge- 
macht habe,  noch  durchführen  zu  können.  Falls  dies  geschieht,  kann  der  Vortrag 
vielleicht,  wenn  es  Ihnen  und  der  mathematischen  Abtheilung,  welcher  Sie  präsi- 
diren,  angemessen  erscheint,  mit  den  wirkhch  gehaltenen  Vorträgen  (unter  Hinzu- 
fügung einer  geeigneten  Vorbemerkung)  gedruckt  werden.  Auch  stelle  ich  Ihnen  an- 
heim,  aus  diesem  Briefe,  soviel  Sie  davon  für  geeignet  halten,  der  mathematischen 
Abtheilung  auszugsweise  mitzutheilen.  Jedenfalls  bitte  ich,  meine  coUegiaUschen 
Grüsse  in  einer  der  Verhandlungen  auszurichten  und  dabei  meinem  tiefen  Bedauern 
Ausdruck  zu  geben,  dass  ich  durch  mein  Unglück  am  persönUchen  Erscheinen  ver- 
hindert bin. 
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M.  J.  MOLK. 


Bulletin  des  Sciences  mathematiques  et  astronomiques  S^serie,  t.  VII;  1888.  p.  133 — 136. 


SÜR  LES  UNITES  COMPLEXES/) 

M.  Kronecker  vient  de  communiquer  ä  rAcademie  des  Sciences  un  Memoire 
Sur  les  unites  complexes  (Comptes  rendus,  8,  15,  22  janvier  1883).  Les  recherches 
de  Lejeune-DiricHet  y  sont  developpees  et  presentees  sous  un  jour  tout  mouveau. 
Mais  M.  Kronecker  ne  se  contente  pas  de  demontier  le  theoreme  enonce  par  Lejeune- 
Dirichlet,  en  1846;  il  approfondit  les  recherclies  auxiliaires  faites  par  le  grand 
geometre  en  1842,  et  parvient  ainsi  ä  la  notion  importante  de  reduction  approxi- 
mative des  equations  algebriques. 

On  peut,  cependant  se  proposer  d'obtenir  directement  les  resultats  concer- 
nant  les  unites  complexes  seulement.  Ils  se  deduisent  d'un  theoreme  fondamental 
enonce  ä  la  fin  du  n"  9  du  Memoire  cite;  il  suffit  donc  de  demontrer  ce  theoreme. 
En  se  plagant  ä  ce  point  de  vue  les  recherches  se  simplifient  beaucoup.  On 
abandonue,  il  est  vrai,  le  point  de  vue  general  auquel  M.  Kronecker  s'est  place  et 
l'on  perd  ainsi  l'uniformite  des  developpements  qui  fait  ressortir  l'esprit  meme 
des  methodes  employees;  mais  le  mecanisme  des  formules  est  par  contre  moins 
complique. 

Je  me  propose  d'exposer  le  plus  simplement  possible  la  demonstration 
abregee  de  M.  Kronecker. 

Soient 

2^  =  a?,^  +  y„i  (<r  =  i,2,...,o 

les  n  racines  d'une  equation  irreductible,  ä  coefficients  reels  et  entiers ; 


un  Systeme  fondamental  d'une  espece  de  nombres  algebriques  entiers  du  genre  z, 
par  exemple  2"~S  z"~^,  .  .  .,  z,  1;  et 

U^  -{-  V^i  =   (W,  Sj   =^  10  Z^  -\-  10    Z^^  -\-  ■  •  •   -\-  tt-'"'2^"' 

une  fonction  hneaire  et  homogene  ä  coefficients  entiers  de  zl,  zl',  .  . .,  zl"'.  Sup- 
posons  que  l'equation  ait  2x  racines  imaginaires  et  posons  h  =n—  x. 

')  Vgl.  Zusatz  37  am  Ende  dieses  Bandes.  H 
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II  peut  se  presenter  trois  cas.  L'equation  peut  n'avoir  aucune  racine  reelle, 
ou  une  seule,  ou  au  moins  deux. 

Dans  ce  dernier  cas,  z„_i  et  z„  etant  deux  racines  reelles,  on  peut  exprimer 
les  nombres  ^<;*''  en  fonctions  lineaires  et  homogenes  de  deux  d'entre  eux  et  des 
Wo,  i'o(a  =  1,  2,  .  .  .,  n—  2),  les  coefficients  etant  des  fonctions  rationelles  reelles 
des  x„  et  ?/a  (a  =  1 ,  2 ,  .  .  . ,  w  —  2). 

Nous  pouvons  donc  ecrire 

en  designant  par  p^*'  des  fonctions  lineaires  et  homogenes  des  {n  —  2)  quautites 
Ua  et  Va ,  dont  les  coefficients  sont  fonctions  rationnelles  reelles  des  x^  et  ?/„ .  Mais, 
queUes  que  soient  les  valeurs  que  nous  donnions  ä  w  et  w" ,  nous  pourrons  toujours 
prendre  pour  w**'  le  nombre  entier  le  plus  rapproche  de  ^[^^w  +  ^^^w";  nous 
pouvons  donc  supposer  que  chaque  g**'  est  en  valeur  absolue  au  plus  egal  ä  -^. 
D'aiUeurs,  en  remplagant  w'-''^  par  l'expression  precedente,  nous  obtenons 

{W,  0„)    =  20'z;,   +  w"z"+'^{i^!\v    +   if^^"'  +  Q^'^)zi^'- 
*=  3 

Si  nous  supposons  que  w'  et  w"  prennent  toutes  les  valeurs  0,  l  ,2,  .  .  .,t, 
nous  obtenons  {t  +  1)^  expressions  {iv,  z„),  toutes  plus  petites,  en  valeur  absolue, 
que  At  +  B,  ou. 

A  =  \z:+ J;^'/'.!^' i  +  U: + 2^^^'^' L  et  b  =  ^2 1 ^i*' ! • 

A-  =  3  i-  =  3  '  i  =  3 

Nous  partageons  l'intervalle  compris  entre  —  {At  +  B)  et  At  +  B  en  f  parties 
egales.  II  y  aura  alors  necessairement  une  de  ces  parties  contenant  les  valeurs  de 
deux  au  moins  des  expressions  (w,  z„);  designons  ces  dernieres  par  {w^,  z„)  et  {w^,  z„) 
et  formons  leur  difference, 

{h,  2j  =  h'z\  +  fc''^!'  H 1-  b*"*^';'; 

1(6,  2„),  est  plus  petit  que  -  — ^-    , 

0     =  w\    —  iv\ '  =  i\'b  +  la  0    +  "     ; 

I  6  I  et  I  6"  I  ne  depassent  pas  2  t  et  a***  etant  la  difference  de  deux  g**'  ne  depasse 
pas  l'unite. 
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Mais  I  (6,  z„_i)|  est  plus  petit  que  2{A't  +  B'),  oü  Ä  et  B'  sont  formes 
ä  l'aide  de  z„_i  de  la  meme  maniere  que  4  et  ß  ä  l'aide  de  z„ .  Nous  obtenons  donc 
rinegalite 

I  /j.  s  ,1.        M    ^  4(^J  +  B)  (A'i  +  B')        ,    >    >'    ,    1 

\iP'^n-\)   {^'^n)\<         2 -^- <iAA     +1 

pour  des  ^  suffisamment  grands. 

D'autre  part,  les  quantites  o,  g",  .  .  .,  ct'"""^^  etant  comprises  entre  (—  1)  et 
(+1),  nous  savons  que  les  valeurs  de  {n—  2)  fonctions  lineaires  et  homogenes  des 
{n—  2)  parties  reelles  et  imaginaires  de  {b,  Zj),  (&,  z,),  .  .  .,  (6,  Zn^,),  sont  comprises 
entre  des  limites  finies,  independantes  de  t;  il  en  resulte  que  les  valeurs  de 
(&,  Zi),  (6,  Zj),  .  . .,  (6,  z„_j)  sont  elles-memes  comprises  entre  des  limites  finies. 
Comme  nous  avons  de  ja  demontre  que  le  produit  |  (ö,  z„_i)(6,  z„)  1  est  plus  petit 
que  4:AA  +  l,  nous  voyons  donc  que  la  norme  de  {b,  z)  est  egalement  plus  petite 
qu'un  nombre  independant  de  t. 

Remarquons  que,  parmi  les  {n—  2)  expressions  (&,  z,),  {b,  z^),  .  .  .,  (b,  z„_2), 
{h  —  2)  seulement  sont  differentes  en  valeur  absolue. 

Apres avoir trouve un Systeme b[ ,  b'l, . . .,  U^\  pour lequel |  (6i ,z„)\<  ^  ^^^  ', 
nous  pouvons  en  former  un  second  b'o,  b'l,  .  .  .,  62"',  pour  lequel  |  (62,  Zn)  I  est  plus 
petit  que  -^^ — ^ — ';  en  choisissant  ti  assez  grand  |(&2,z„)|   sera  plus  petit  que 

I  (&i,  z„)  I ,  et  par  suite  les  deux  systemes  61,  6",  .  .  .,  öl"'  et  62,  ^2,  .  .  .,  62"'  seront 
differents. 

II  existe  donc  une  infinite  de  nombres  complexes  {b ,  z)  dont  la  norme  et  {h  —  2) 
conjugues  en  valeur  absolue  sont  compris  entre  des  limites  finies. 

Dans  les  deux  premiers  cas  il  suffit  de  modifier  legerement  la  demonstration 
pour  parvenir  au  meme  resultat.  Si  l'equation  n'a  qu'une  racine  reelle  z„,  et  si  z„_i 
et  z„  _  2  sont  imaginaires  conjuguees,  nous  prendrons,  dans  les  formules  precedentes, 
a  egal  ä  l,2,...,(w— 3);  nous  exprimerons  ensuite  les  t«**'  en  fonction  de  trois 
d'entre  eux,  et  nous  obtiendrons  ainsi  une  expression  {b,  z„)  ne  depassant  pas,  en 
valeur  absolue,  -^^ — -'- — ,  tandis  que  le  produit  (6,  z„_i)  (&,  z„_o)  est  proportionnel 
k  t^ .  Si  enfin  toutes  les  racines  de  l'equation  sont  imaginaires  et  si  z„,z„_i  sont 
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conjuguees,  ainsi  que  z„_2,2„_3,  nous  prendrons,  dans  les  formules  precedentes, 
a  egal  ä  1,2,  .  .  .,n  —  4,  nous  exprimerons  les  w'-^^  en  fonction  de  quatre  d'entre 

eux,  et  nous  obtiendrons  ainsi  |  (6,  z„){b,  2;„_i)|  <  — — '^--     et  (b,  z„_2)(&,  z„_3) 

proportionnel  ä  t^ .  Dans  ces  deux  cas,  nous  voyons  donc  que  |  (6,  z„)(&,  2„_i)  |  et 
les  Ä  —  2  premieres  expressions  differentes  |  (&,  z^)  |  sont  comprises  entre  des  limites 
finies. 

Le  theoreme  precedent  est  ainsi  completement  demontre.  On  en  deduit 
immediatement  qu'il  existe  une  infinite  de  nombres  complexes  ayant  meine  norme 
et  congrus  entre  eux  suivant  cette  norme;  en  formant  le  quotient  de  deux  de  ces 
nombres,  nous  obtenons  des  unites  complexes  dont  {h  —  2)  conjuguees  en  valeur 
absolue  sont  comprises  entre  des  limites  determinees  par  Celles  des  (6,  z„). 

II  existe  donc  dans  clmque  espece  de  nombres  algebriques  un  nombre  infini 
dhmites  ayant  chacune  en  valeur  absolue  toutes  ses  conjuguees,  a  l'exception  de  deux, 
comprises  entre  des  limites  finies. 


ZUSÄTZE  ZUM  FÜNFTEN  BANDE. 

1.  S.  3.  Diese  Abhandlung  bildet  die  unmittelbare  Fortsetzung  der  am  Ende  des 
vierten  Bandes  dieser  Ausgabe  abgedruckten  Abhandlung  über  elliptische  Punktionen. 

2.  8. 16.  Die  Kichtigkeit  der  hier  gemachten  Annahme  (vgl.  auch  diesen  Band, 
8.  303 — 309)  über  die  Konvergenz  der  Eeihe  ^ , ^  .  ist  erst  später  durch  die  Unter- 

suchungen  von  Hadamard,  de  la  J^allee  Poussin  und  Landau  erwiesen  worden,  vgl.  Landau, 
Handbuch  der  Lehre  von  der  Verteilung  der  Primzahlen,  Bd.  I,  8.  469. 

3.  S.17.  Über  die  Abhängigkeit  zwischen  m  und  n  in  dieser  Grenzformel  vgl.  diesen 
Band  8.  305. 

4.  S.  27.  Die  hier  in  Aussicht  gestellte  Bearbeitung  der  Theorie  der  quadratischen 
Formen  in  der  von  Kronecker  eingeführten  Bezeichnungsweise  ist  weder  erschienen,  noch  be- 
findet sie  sich  in  Kronecker's  Nachlaß.  Eine  Darstellung  findet  man  bei  Seguier  „Formes  qua- 
dratiques  et  multiflication  com-plexe"  8.  33  f.  und  Weber,  Algebra  III,  8.  376  f.  Für  die 
hier  aufgestellte  Behauptung  vgl.  besonders  Seguier  loc.  cit.  8.  53. 

5.  8.  80.  Für  die  Ableitung  der  Gleichung  (5)  vgl.  auch  Seguier  loc.  cit.  8. 119 — 121. 

6.  8.  53.  Da  Co  hier  reell  ist,  so  hat  man  (]/c,)  =  1 1/~  I  (vgl.  Bd.  IV,  8.  352  dieser 
Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken). 

7.  8.132. 

8.  S.  161. 

9.  B.  184. 

Die  großen  Abhandlungen  ,,Zur  Theorie  der  elliptischen  Funktionen"  und  „Die 
Legendr e' sehe  Eelation"  brechen  beide  ab  mit  der  Bemerkung  ,, Fortsetzung  folgt",  die  erste 
am  31.  Juli  1890,  die  zweite  am  30.  Juli  1891.  Die  geplante  Fortführung  beider  Arbeiten  und 
ihr  Abschluß  wurde  durch  die  schwere  Erkrankung  Kronecker's  und  durch  seinen  Tod  (am 
29.  Dezember  1891)  verhindert.  Leider  findet  sich  auch  in  seinem  Nachlasse  kein  Material, 
durch  das  Fortsetzung  und  Schluß  dieser  Abhandlungen  festgestellt  werden  konnte.  Das 
gleiche  gilt  auch  für  die  auf  S.  161  in  Aussicht  gestellte  weitere  Mitteilung  zur  Theorie  der 
elliptischen  Funktionen. 
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10.  S.  192.  Für  den  hier  bewiesenen  Satz  vgl.  auch  Henrik  Petrini,  Acta  Math.  Bd.  31, 
S.  181—188. 

11.  8. 197.  Vgl.  die  Darstellung  in  Kronecker  s  Vorlesungen  über  einfache  und  mehr- 
fache Integrale,  S.  219  f. 

12.  S.  197.  Der  Beweis  der  Formel  (B),  die  sich  für  den  Fall  der  Zetafunktion  schon 
bei  Riemann  findet,  ist  auch  hier  mehr  formaler  Natur,  da  keine  Bedingungen  für  die  Reihe 
f{z)  angegeben  sind,  die  die  gliedweise  Integration  rechtfertigen  würden.  Auch  die  folgenden 
allgemeinen  Ausführungen,  die  sich  übrigens  wesenthch  auf  den  Fall  eines  endlichen  Inte- 
grationsintervalles  beziehen,  bringen  keine  Abhilfe. 

Eine  befriedigende  Begründung  der  Formel  (B)  gibt  Perron,  Journal  f.  d.  r.  u.  angew. 
Mathematik,  Bd.  134,  8.  95 f.  bes.  §  4;  vgl.  auch  Hadamard,  Bendic.  Palermo,  Bd.  25,  S.  326  f. 
Auch  die  folgenden  Betrachtungen  haben  mehr  formalen  Charakter,  da  keine  Gültigkeits- 
bedingungen für  die  aufgestellten  Formeln  angegeben  sind. 

13.  8.  212.  Man  vergleiche  für  die  ganze  Abhandlung  auch  die  Darstellung  in  den 
im  Zusatz  11  zitierten  Vorlesungen  Kronecker' s. 

14.  8.  239.  Die  einfache  Bemerkung  über  das  Verschwinden  des  Integrals  (B)  für 
a  — >-  0  unter  der  Voraussetzung  lim  /^(x)  =  0  und  ihre  Nutzbarmachung  für  die  Untersuchung 

des  Integrals  (A)  scheint  hier  zum  ersten  Male  in  der  Literatur  vorzukommen.  Sie  wurde  später 
insbesondere  von  Lehesgue  zum  Teil  unter  allgemeineren  Bedingungen,  mit  Erfolg  beim  Beweise 
zahlreicher  Sätze  benutzt. 

15.  8.241.  Im  wesentlichen  dieselbe  Tranformation  zu  (C)  oder  (D)  (deren  Grund- 
gedanken auf  Li-pschitz  zurückgeht)  führt  auch  Lehesgue,  Math.  Ann.  61,  8.  260  oder  Le^ons  sur 
les  series  trigonometriques  durch  zur  Ableitung  des  nach  ihm  benannten  Konvergenzkriteriums 
für  die  Fowner 'sehe  Reihe,  so  daß  die  Entwickhmgen  bei  Lehesgue  (abgesehen  von  der  allgemeine- 

h 

ren  Fassung  des  Integralbegriffs  and  der  verallgemeinerten  Bedingung  lim  -—  /  1/q(,t)  |  dx  =  0 

0 

statt  der  im  Text  vorausgesetzten  lim/Q(j;)=  0)  sich  nur  in  einer  mehr  formalen  Wendung 

von  denen  Kronecker  s  unterscheiden.  ^  Zu  der  Abhandlung  von  Kronecker  vgl.  auch  Broden, 
Math.  Ann.  52,  8.  177. 

16.  8.  294.  Die  Fortsetzung  dieser  Arbeit  bildet  die  Abhandlung  „Über  eine  summa- 
torische  Funktion".  Dieser  Band,  S.  343 — 359. 

17.  8.297.  Vgl.  zu  dieser  Abhandlung  die  im  Zusatz  11  zitierten  Vorlesungen  von 
Kronecker  8.  37 — 51,  insbesondere  §  7  der  3.  Vorlesung.  Allerdings  sind  hier  die  Voraussetzim- 
gen  über  die  Funktion  f{x,  y)  nicht  mit  der  wünschenswerten  Präzision  hervorgehoben. 
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18.  ß.  307.  Die  Aussage  „et  meine  pour  q=--  0"  ist  hier  so  zu  verstehen,  daß  nicht  die 
Konvergenz  der  Eeihe  ^,-jf  gemeint  ist,  sondern  die  Existenz  des  Grenzwertes  lim  ^^  -^  • 

19.  S.  307.   Die  Bedingung  (A)  ist  mit  der  Konvergenz  der  Eeihe  ^tt  gleich- 

*  =  i 
bedeutend. 

20.  S.  308.  Die  Bedingung  (A)  läßt  sich  in  dem  hier  angeführten  Fall  auf  die  Form 
bringen:  lim  j  ^,  -^  —  Igx  l  existiert  und  ist  also  im  wesentlichen  mit  dem  Primzahlsatz 

äquivalent ;  vgl.  Landau,  Handbuch  der  Lehre  von  der  Verteilung  der  Primzahlen,  Bd.  I, 
S.  197. 

21.  S.  308.  Für  die  Abhängigkeit  zwischen  m  und  n  vgl.  die  vorhergehenden  Aus- 
führungen auf  S.  305. 

22.  8.  323.  Vgl.  hierzu  auch  die  Ausführungen  Kroneckefs  dieser  Band,  8.  364f. 
und  369. 

23.  8.331.  Für  die  Formel  (B')  vgl.  die  im  Zusatz  11  zitierten  Vorlesungen  von 
Kroneclxer  S.  161 — 162. 

24.  S.  340.  Zu  den  literarischen  Notizen  vgl.  die  Ausführungen  von  E.  Lindelöf  in 
,,Sur  le  calcul  des  residus  et  ses  applications  a  la  theorie  des  fonctions",  insbesondere  die 
Angaben  über  die  Arbeiten  von  Cauchy,  Schaar  und  Genochhi. 

25.  S.  370.  Diese  Vorlesung  ist  in  dem  Sitzungsberichte  (vgl.  Zusatz  26)  nicht  an- 
geführt. 

26.  B.  370.  Diese  Abhandlung  ist  nach  ihrer  Veröffentlichung  in  den  Sitzungsberichten 
der  Berliner  Akademie  nochmals  im  Journal  für  jMathematik  Bd.  108,  8.  325 — 334  abge- 
druckt worden,  und  zwar  mit  einemZusatz,  der  genaue  Angaben  über  alle  von  Jacobi  gehaltenen 
Vorlesungen  enthält.  Dieser  Zusatz  befindet  sich  im  vorliegenden  Bande  auf  8.  487 — 493. 

27.  S.  375.  Vgl.  auch  L.  Kronecker,  Einfache  und  vielfache  Integrale,  16.  Vorlesung 
S.267f. 

28.  8.401.  In  der  Note  von  A.  H.  Anglin,  Edinburgh,  wird  der  üivisionsrest  von 
xm+p  (jurch  eine  ganze  Funktion  mten  Grades  %{x)  durch  gewisse  symmetrische  Funktionen 
der  Wurzeln  von  ^(a;)  =  0  dargestellt. 

29.  S.  401.  Ist: 
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und  ist  allgemein: 

so  folgen  unmittelbar  aus  der  Larirange' sehen  Interpolationsformel  die  Eekursionsgleichungen 

•^  l\*t   ^  X  /*  =  0,l,...m,jedochniitderBedingiing\ 

(Aj  ^  (—    -Ij    h^^n-k   =    "Or  US'-:  <luo  =  l,  c*0,=0,  falls  r>0  ist./ 

i 

30.  S.  405.  Diese  von  Kronecker  in  der  Eömischen  Akademie  vorgetragene  Abhand- 
lung ist  nicht  gedruckt  worden.  In  Kronccker's  Nachlaß  hat  sich  kein  Entwurf  zu  derselben 
und  keine  auf  sie  bezügliche  Notiz  vorgefunden. 

31.  S.  413.  Diese  Abhandlungen  Murden  im  Journal  de  Mathcmatiques  jmres  et  afpli- 
quees,  Ser.  II,  1. 1,  i^.  385 — 400  (1856)  iinter  den  folgenden  Titeln  veröffentlicht : 

1.  Sur  quelques  fonctions  symetriques  et  sur  les  nombres  de  Bemoulli  (Bd.  IV,  S.  17 — 24 
dieser  Ausgabe  von  Kronecker's  Werken). 

2.  Sur  une  formule  de  Gauss  (Bd.  IV,  8. 171—176). 

S.Demonstration   de  l'irreductibilite   de  l'equation   .c""^ -|- a;"^^  +  •  •  •  +  x  +  1  =  0   oü   n 

denote  un  nombre  premier  (Bd.  I,  S.  99 — 102). 
4.  Demonstration  d'un  theoreme  de  M.  Kummer  (Bd.  I,  ß.  93 — 99). 

32.  S.  435.  Die  Preisfragen  für  den  Steiner-Fieis  der  Jahre  1868,  1882  und  1884  sind 
von  Kronecker  gestellt  worden  und  die  Beurteilung  der  für  die  beiden  ersten  Jahre  einge- 
reichten Arbeiten  rührt  von  ihm  her. 

33.  S.  445.  Dieser  Beweis  des  Eeciprocitätsgesetzes  für  die  quadratischen  Beste  rührt 
von  Herrn  Zeller,  Bezirksschulinspektor  und  Pfarrer  zu  Weiler  bei  Schorndorf  in  Württemberg 
her;  er  wurde  durch  G.  Reusclile  in  Stuttgart  der  Berliner  Akademie  eingesandt  und  ihr  von 
Kronec];er  in  der  hier  gegebenen  vereinfachten  Darstellung  am  16.  Dezember  1872  vorgelegt. 

34.  S.  453.  Dieser  Brief  wurde  drei  Jahre  nach  dem  Tode  Kronecker's  durch  Frobenius 
am  14.  Pebruar  1895  der  Berliner  Akademie  vorgelegt. 

Er  ist  ein  wichtiges  Dokument  für  die  Frage,  in  welchem  Umfang  Kronecker  Ein- 
sicht in  diejenige  Tatsache  gehabt  hat,  die  man  heute  —  eben  nach  den  Anfangszeilen 
dieses  Briefes  —  den  ,,Kronecker'schen  Jugendtraum"  nennt.  Es  ist  das  der  Satz,  daß  die 
über  einem  imaginär-quadratischen  Zahlkörper  Abel'schen  Gleichungen  durch  die  Trans- 
formationsgleichungen elliptischer  Funktionen  mit  singulären  Moduln  ebenso 
ersehöjjft  werden,  wie  die  über  dem  rationalen  Zahlkörper  Abel'schen  Gleichungen  durch  die 
Kreisteilungsgleichungen.  Die  gesperrt  gedruckten  Worte,  deren  Kronecker  sich  in  dem  hier 
besprochenen  Brief  (nachstehend  kurz  als  „Brief"  zitiert)  bedient,  lassen  nändieh  drei  Aus- 
legungen zu: 
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(a.)  Es  sind  nur  die  Gleichungen  für  die  Transformation  der  elliptischen  Mo- 
dulfunktionen im  singulären  Falle,  d.h.  für  imaginär-quadratisches  Periodenverhältnis 
gemeint.  —  Dazu  sind  dami  noch  die,  gewissermaßen  auf  niederer  Stufe  stehenden,  Kreistei- 
lungsgleichungen hinzuzunehmen. 

(b.)  Es  sind  außerdem  auch  die  Gleichungen  für  die  Transformation  der  ellipti- 
schen Funktionen  selbst  im  singulären  Falle  gemeint.  —  Die  Kreisteilungsgleichungen 
sind  dann  überflüssig. 

(c).  Es  sind  nur  die  Gleichungen  für  die  Transformation  der  elliptischen  Funk- 
tionen selbst  gemeint. 

Die  in  Rede  stehende  Tatsache  ist,  wie  man  heute  weiß,  nicht  allgemein  richtig 
bei  der  Auslegung  (a.),  allgemein  richtig  bei  der  Auslegung  (b.) ,  und  bis  heute  unent- 
schieden bei  der  Auslegung  (c). 

Als  weitere  Stellen  in  Kronecker 's  Schriften,  an  denen  er  auf  das  Jugendtraum- 
Theorem  zu  sprechen  kommt,  seien  angeführt: 

1.  Berliner  Monatsberichte  1853=  Werke  4,  S.  11.  —  Hier  wird  das  Theorem  zum 
erstenmal  angedeutet,  im  Anschluß  an  die  Aufstellung  des  entsprechenden  einfacheren  Theo- 
rems über  die  Kreisteilungsgleichungen.  Die  Formulierung  gibt  keinerlei  Handhabe  zur  Ent- 
scheidung zwischen  den  Auslegungen  (a.) ,  (b.) ,  (c). 

2.  Berliner  Monatsberichte  1877=  Werke  4,  S.  70,  XI.  —  Diese  Stelle  wird  für  die 
Auslegung  entscheidend  heranzuziehen  sein  (nachstehend  mit  ,,A"  zitiert). 

Daß  die  Auslegung  (c.)  gewiß  nicht  in  Frage  kommt,  dürfte  über  jedem  Zweifel  er- 
haben sein,  und  es  hat  auch  bisher  niemand  diese  Auslegung  für  Kronecker  in  Anspruch  ge- 
nommen. Ist  doch  sowohl  im  weiteren  Verlaufe  des  „Briefes"  als  auch  im  Anschluß  an  die 
Aufstellung  des  Jugendtraum-Theorems  in  ,,A"  ganz  eindeutig  unter  anderem  auch  die  Rede 
von  den  singulären  Moduln,  also  von  den  Wurzeln  der  in  (a.)  genannten  Gleichungen. 
Es  bleiben  demnach  die  beiden  Auslegungen  (a.)  und  (b.)  gegeneinander  abzuwägen,  eine 
Frage,  deren  Entscheidung  aus  historischer  Gerechtigkeit  ganz  besonders  angelegentlich  des- 
halb anzustreben  ist,  weil  wie  gesagt  Kronecker  bei  der  Auslegimg  (a.)  ein  unrichtiges, 
bei  der  Auslegung  (b.)  aber  ein  richtiges  Theorem  ausgesprochen  hätte. 

Die  Auslegung  (a.)  findet  sich  zuerst  bei  Hilbert  [Über  die  Theorie  der  relativ  quadra- 
tischen Zahlkörper,  Jahresbericht  der  D.  M.-V.  6  (1899),  S.  94]  ausgesprochen,  allerdings 
nicht  mit  besonderer  Betonung  der  Auslegung  (b.)  gegenübergestellt.  An  einer  späteren  Stelle 
[Mathematische  Probleme  (Pariser  Vortrag  1900),  Göttinger  Nachrichten  1900,  S.  277]  führt 
dann  Hilbert  das  Jugendtraum-Theorem  genau  mit  dem  eingangs  gesperrt  wiedergegebenen 
Wortlaut  aus  dem  „Brief"  an,  gibt  aber  durch  den  nachfolgenden  Singular  die  elliptische 
Funktion  wiederum  zu  erkennen,  daß  er  die  Auslegung  (a.)  im  Auge  hat;  denn  bei  der  Aus- 
legung (b.)  handelt  es  sich  um  zwei  verschiedene  elliptische  Funktionen,  die  elliptische 
Modulfunktion  und  die  eigentliche  elliptische  Funktion.  (Diese  Stelle  kann  man  nicht 
etwa  geltend  machen,  um  Hilbert  die  Auslegung  (c.)  zuzuschreiben;  deim  daß  man  die  ellip- 
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tische  Modulfunktion  gelegentlich  auch  einfach  als  elliptische  Funktion  bezeichnet,  ist  ein 
zwar  mißverständlicher  aber  nachweisbarer  und  an  dieser  Stelle  dem  Zusammenhang  nach 
zweifellos  vorliegender  Sprachgebrauch  — ,  der  übrigens  in  dieser  Auseinandersetzimg  aus 
Gründen  der  Klarheit  sorgsam  vermieden  wird.) 

Im  Anschluß  an  Hilbert  hat  dann  Fueter  [Die  Theorie  der  Zahlstrahlen  I  und  II, 
Journal  für  Mathematik  130  (1905)  und  132  (1907)]  Kronecker  die  Auslegung  (a.)  zuge- 
schrieben [I,  8. 197]  und  einen  Beweis  für  das  —  bei  dieser  Auslegung  nicht  allgemein  richtige — 
Jugendtraum-Theorem  gegeben,  von  dessen  NichtStichhaltigkeit  im  Falle  geraden  Eelativ- 
grades  er  sich  dann  später  [Abel'sche  Gleichungen  in  quadratisch-imaginären  Zahlkörpern, 
Mathematische  Annalen  75  (1914)]  überzeugen  mußte. 

Unter  dem  Einfluß  der  Auslegungen  Hilbert 's  und  Fueter 's  wurde  die  Auslegung  (a.) 
dann  auch  von  Hasse  [Bericht  über  neuere  Untersuchungen  und  Probleme  aus  der  Theorie 
der  algebraischen  Zahlkörper,  Jahresbericht  der  D.  M.-V.  35  (1926),  S.  41  und  43]  betont  aus- 
gesprochen, ohne  sich  dabei  allerdings  durch  Einsichtnahme  in  die  Kronecker 'sehen  Original- 
stellen orientiert  zu  haben. 

In  der  richtigen,  der  Auslegung  (b.)  entsprechenden  Form  wurde  das  Jugendtraum- 
Theorem  bewiesen  von  Takagi  [Über  eine  Theorie  des  relativ-Aberschen  Zahlkörpers,  Journal 
of  the  College  of  Science,  Tokyo  41  (1920)],  Hasse  [Neue  Begründung  der  komplexen  Multi- 
plikation, Journal  für  Mathematik  157  (1926)]  und  Fueter  [Vorlesungen  über  die  singulären 
Moduln  und  die  komplexe  Multiplikation  der  elliptischen  Funktionen  II  (1927)]. 

Die  Entscheidung  zwischen  den  Auslegungen  (a.)  und  (b.)  ist  deshalb  so  schwierig, 
weil  sieh  einerseits  die  Transformation  der  elliptischen  Modulfunktionen  auch  auf  dem  Um- 
wege über  die  Transformation  der  eigentlichen  elliptischen  Funktionen  herleiten  läßt,  während 
andrerseits  auch  die  völlig  eindeutig  zur  Auslegung  (b.)  gehörigen  Multiplikationsglei- 
chungen der  elliptischen  Funktionen  (insbesondere  die  Gleichungen  der  komplexen  Multi- 
plikation!) als  Transformationsgleichungen  auffaßbar  sind.  Beide  Umstände  waren 
Kronecker  nicht  nur  geläufig,  sondern  bildeten  geradezu  Kernpunkte  seiner  Untersuchungen, 
wie  aus  „A",  S.  71  und  der  Stelle  S.  456  oben  im  Brief  zu  entnehmen  ist,  und  wie  es  Kronecker 
an  einer  weiteren  wichtigen  Stelle  [Berliner  Monatsberichte  1886,  Mitteilung  XI,  §  14  =  Werke 
4,  S.  440]  mit  aller  Klarheit  ausspricht.  Man  kann  also  aus  der  Anwendung  des  Wortes  Trans- 
formationsgleichungen, selbst  wenn  der  elliptischen  Funktionen  dabeisteht,  nicht 
entscheiden,  ob  die  heute  gewöhnlieh  so  genannten  Transformationsgleichungen  der  ellip- 
tischen Modulfunktionen  gemeint  sind  (Auslegung  (a.))  oder  die  mit  den  Multiplikations- 
gleichungen der  eigentlichen  elliptischen  Funktionen  identischen  Transformationsgleichungen 
(Auslegung  (b.)). 

Es  bieten  sich  nun  aber  sowohl  im  „Brief"  als  auch  an  M-eiteren  Stellen  andere  An- 
haltspunkte für  die  zu  treffende  Entscheidung. 

Gegen  die  Auslegung  (a.)  spricht  zunächst,  daß  Kronecker  an  keiner  Stelle  auch  nur 
andeutet,  daß  außerdem  die  Kreisteilungsgleichungen  in  Betracht  zu  ziehen  sind.  Ohne  dies 
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wäre  aber  das  Jugendtraum-Theorem  so  grob  falsch,  wie  man  es  Kronecker  einfach  nicht  zu- 
trauen kann.  Bei  der  Auslegung  (b.)  fällt  diese  Schwierigkeit  ganz  weg,  weil  ja  da  die  Kreis- 
teilungsgleichungen nicht  nötig  sind. 

Im  „Brief"  ferner  geht  Kronecker  nach  Aussj^ruch  des  Jugendtraum-Theorems  zu- 
nächst des  weiteren  auf  die  vorbereitenden  Grundlagen  für  dessen  Beweis  ein.  Es  handelt  sich 
dabei  um  die  arithmetischen  Eigenschaften  der  Wurzeln  der  fraglichen  Gleichungen.  Der  Ver- 
weis auf  Jacobi,  der  ausgesprochene  Satz  über  die  Koeffizienten  der  Transformationsglei- 
chungen, der  Verweis  auf  „A"  lassen  keinen  Zweifel,  daß  es  sich  hier  um  diejenige  fundamen- 
tale Relation  handelt,  die  lüonecker  dann  einige  Jahre  später  in  seiner  großen  Mitteilungs- 
serie zur  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  in  aller  Ausführlichkeit  entwickelt  hat  [Berliner 
Monatsberichte  1886,  Mitteilung  XI,  §  14  =  Werke  4,  S.  439,  (63)  und  (64)]  und  die  er  dort 
gleich  anschließend  als  den  Hauptzielpunkt  seiner  vorstehenden  Entwicklungen  bezeichnet. 
Es  ist  das  jene  Kongruenz,  die  sich  aus  der  Betrachtung  der  Transformation  der  elliptischen 
Funktion  „sin  am"  ergibt,  die  in  höchst  origineller  Weise  die  Grundtatsache  für  die  Anwendung 
der  komplexen  Multiplikation  der  elliptischen  Funktionen  auf  die  Arithmetik  schon  für  varia- 
bles Perioden v'erhältnis,  also  ohne  erst  zum  singulären  Fall  überzugehen,  zum  Ausdruck 
bringt —  insofern  ist  Fueter's  Bemerkmig  im  Vorwort  S.  IV  oben  zu  Band  I  (1924)  des  oben 
zitierten  Buches  richtig  zu  stellen,  wo  behauptet  wird,  Kronecker  habe  in  seiner  Mitteilungs- 
serie zur  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  nur  den  Fall  reeller  Multiplikatoren  behandelt  — , 
es  ist  das  also  jene  Kongruenz,  in  der  dann  die  Herleitung  des  Zerlegungsgesetzes  für  die  Prim- 
ideale mid  der  Irreduzibilitätsbeweis,  zwei  der  hauptsächlichsten  arithmetischen  Anwendmigen 
der  Theorie,  wurzeln.  Auf  diese  Anwendungen  jener  Kongruenz  weist  dann  Kronecker  im 
„Brief"  ausdrücklich,  und  andeutungsweise  auch  bei  der  späteren  ausführhchen  Darstellung  hin. 

Wenn  er  dann  im  Brief  fortfährt:  Soweit  es  sich  um  die  singulären  Moduln 
selber  handelt,  die  auch  als  Perioden  der  Wurzeln  solcher  Transformations- 
gleichungen aufgefaßt  werden  können  .  .  .  (Perioden  ist  offenbar  eine  ungenaue  Ab- 
kürzung für  mit  den  Perioden  in  umkehrbarem  Zusammenhang  stehende  Größen), 
so  läßt  die  Einleitung  dieses  Satzes  klar  erkennen,  daß  Kronecker  neben  den  singulären  Mo- 
duln noch  andere  Wurzeln  von  Transformationsgleichungen  im  Auge  hatte. 

Das  geht  auch  mit  nicht  zu  überbietender  Deutlichkeit  aus  der  Formulierung  des 
Jugendtraum-Theorems  in  „A"  hervor.  Dort  stellt  Kronecker  zunächst  fest,  daß  die  Gleichun- 
gen, deren  Wurzeln  singulare  Moduln  von  elliptischen  Funktionen  oder  ellip- 
tische Funktionen  selbst  sind,  deren  Moduln  singulär  und  deren  Argumente 
in  rationalem  Verhältnis  zu  den  Perioden  stehen  — ,  daß  also  diese  Gleichungen 
Abel'sche  Gleichungen  in  einem  imaginär-quadratischen  Zahlkörper  sind.  Unmittelbar  an- 
schließend spricht  er  dann  die  Jugendtraum- Vermutung  dahingehend  aus,  daß  die  Gesamt- 
heit solcher  Gleichungen  durch  jene,  die  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen 
hervorgehen,  erschöpft  wird. 

Wenn  dann  Kronecker  im  ,, Brief"  sowohl  als  auch  in  ,,A"  im  Anschluß  an  die  eben 
hervorgehobenen  Stellen  zum  Schluß  wieder  unzweideutig  auf  den  Fall  der  singulären  Moduln 
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allein  zu  sprechen  kommt,  so  handelt  es  sich  dabei  in  beiden  Fällen  nicht  mehr  direkt  um  das 
Jugendtraum-Theorem.  Im  „Brief"  führt  er  noch  aus,  daß  er  zum  Beweis  dieses  Theorems 
außer  den  bisher  angeführten  Hilfsmitteln  noch  eine  Einsicht  in  den  tieferen  Grund  nötig 
gehabt  hätte,  warum  gerade  durch  Adjunktion  der  singulären  IModuln  alle  Ideale  des  imaginär- 
quadratischen Grundkörpers  zu  Hauptidealen  werden.  Daß  hier  nur  von  den  singulären  Mo- 
duln die  Eede  ist,  liegt  in  der  Natur  der  Sache ;  denn  für  die  singulären  Werte  elhptischer  Funk- 
tionen stimmt  jene  Hauptidealtatsache  so  ohne  weiteres  gar  nicht.  Aber  es  ist  hieraus  nicht 
einzusehen,  wieso  auch  das  Jugendtraum-Theorem  auf  die  singulären  Moduhi  beschränkt  ge- 
meint sein  soll;  denn  es  kann  doch  sehr  gut  die  Theorie  der  singulären  Moduln,  insbesondere 
deren  Hauptidealeigenschaft,  grundlegend  für  den  Beweis  dieses  Theorems  sein,  und  dennoch 
dieser  Beweis  etwas  über  eine  übergeordnete  Theorie,  die  der  singulären  elliptischen  Funk- 
tionswerte, aussagen  — ,  wie  es  ja  nach  dem  heutigen  Stande  der  Erkenntnis  auch  tatsächlich 
der  Fall  ist.  Und  in  „A"  deutet  Kronecker  zum  Schluß  noch  den  Beweis  eines  Teiles  des  vorher 
ausgesprochenen  Satzes  an,  nämlich  dafür,  daß  die  singulären  Moduln  AbeFschen  Gleichungen 
in  imaginär-quadratischen  Körpern  genügen.  Auch  daraus  kann  unmöglich  geschlossen  wer- 
den, daß  Kronecker  für  die  Umkehrung  jenes  Satzes,  das  Jugendtraum-Theorem,  nur  die  singu- 
lären Moduln  im  Auge  hatte,  zumal  da  er  ja  vorher  jenen  Satz  selbst  ausdrücklich  auch  für 
die  singulären  elliptischen  Funktionswerte  ausgesprochen  hat. 

Wenn  auch  natürlich  in  keiner  Weise  behauptet  werden  kann  und  soll,  daß  Kronecker 
bis  zur  Einsicht  in  den  Grund  für  die  Unrichtigkeit  des  Jugendtraum-Theorems  bei  der  Aus- 
legung (a.)  vorgedrungen  ist,  so  ist  doch  —  entgegen  Fueter  (siehe  oben)  —  gewiß,  daß  er 
neben  den  singulären  Moduln  auch  die  singulären  elliptischen  Funktionswerte  so  weitgehend 
auf  ihre  arithmetischen  Eigenschaften  untersucht  hat,  daß  ihm  ein  Beweis  dieses  Theorems 
in  seinen  Hauptlinien  vor  Augen  stand.  Man  darf  auch  den  Umstand  ins  Gewicht  werfen, 
daß  der  „Brief"  ein  Dokument  gerade  aus  der  Zeit  dieser  Entdeckungen  und  nicht  aus  der 
um  zwanzig  Jahre  zurückliegenden  Zeit  der  Beschäftigung  mit  den  singulären  Moduln  ist. 
Augenscheinlich  ist  die  einige  Jahre  später  einsetzende  große  Mitteilungsserie  zur  Theorie  der 
elliptischen  Funktionen  die  Erfüllung  der  im  letzten  abgedruckten  Satz  des  „Briefes"  gegebe- 
nen Ankündigung,  und  gewiß  sollte  in  dieser  Mitteilungsserie,  die  der  Tod  im  Jahre  1891  ab- 
brach, auch  noch  der  Beweis  des  Jugendtraum-Theorems  folgen,  den  uns  Kronecker  schuldig 
geblieben  ist.  Darf  man  aber  die  Mitteilungsserie  in  dieser  Weise  auffassen,  also  als  eines  ihrer 
Endziele  den  Beweis  des  Jugendtraum-Theorems  ansehen,  so  liegt  auf  der  Hand,  daß  dieses 
Theorem,  so  wie  es  Kronecker  meinte,  in  der  Hauptsache  die  eigentliclien  elliptischen  Funk- 
tionen betroffen  haben  muß;  denn  von  den  elliptischen  Modulfunktionen  ist  in  jener  Mit- 
teilungsserie immer  nur  soweit  die  Eede,  als  sie  für  den  Aufbau  der  Theorie  der  elliptischen 
Funktionen  gebraucht  werden,  und  niemals  um  ihrer  selbst  willen. 

Zusammenfassend  kann  man  demnach  sagen,  daß  an  den  maßgebenden  Stellen 
einerseits  kein  zwingender  Grund  für  die  Beschränkung  auf  die  Auslegung  (a.)  besteht,  wäh- 
rend andrerseits  die  Auslegung  (b.)  durchaus  gut  möglich,  durch  schwerwiegende  Gründe 
gestützt  und  in  hohem  Grade  wahrscheinlich  ist.  Wenn  Kronecker  überhaupt  eine  präzise 
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Formulierung  des  Jugendtraum-Theorems  im  Auge  gehabt  hat,  kann  dies  nur  die  der  Aus- 
legung (b.)  entsprechende  gewesen  sein.  Die  Möglichkeit,  daß  er  keine  präzise,  oder  keine  sich 
gleichbleibende  Formulierung  des  Theorems  vor  Augen  hatte,  muß  natürlich  offen  bleiben. 
Aber  auch  dann  ist  es  sicher  ein  historisches  Unrecht,  ihm  die  Auslegung  (a.)  und  damit  eine 
imrichtige  Pormulierimg  des  Jugendtraum-Theorems  zuzuschreiben.  Hasse. 

35.  S.  465.  Für  die  zugehörige  Untersuchung  von  E.  du  Bois-Beymond  vergleiche 
man  die  ausführliche  Darstellung  a.  a.  0.  S.  481 — 488.  Es  handelt  sich  im  wesentlichen  um 
einen  von  einem  Stromzweige  erzeugten  Polarisationsstrom,  dessen  Stärke  in  seiner  Ab- 
hängigkeit vom  spezifischen  Widerstände  s  des  Elektrolyten  in  der  Form 

dargestellt  werden  kann,  wo 

(4)  P{s)  =  (s  +  ^^  +  ar  +  a  +  c)[s  +  ^  +  br  +  b  +  c) 

ist.  Hier  ist  allein  c  proportional  dem  spezifischen  Widerstände  a  der  eingeschalteten  Zwischen- 
platte, während  die  übrigen  Größen  von  a  unabhängig  und  positiv  sind. 

36.  8.  501.  Diese  Arbeit  hängt  eng  zusammen  mit  der  Abhandlung  „sur  les  unites 
complexes".  Comptes  rendus  XCVI  (1883)  Bd.  Uli,  S- 1 — 20  dieser  Ausgabe  und  rührt  inhalt- 
hch  zum  Teil  von  Kronecker  her. 
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68.  Die  cubischen  Ab el'schen  Gleichungun  des  Bereiches  ]  —31 IV    123 — 130 

Sitzungsber.  Bari.  1151 — 1154. 

69.  Zur  Theorie  der  Ab el'schen  Gleichungen IV    131 — 162 

J.  f.  Math.  93.  S.  338—364. 

70.  Zur  arithmetischen  Theorie  der  algebraischen  Formen II    397 — 402 

J.  f.  Math.  93.  S.  365—366. 

71.  Beurtheilungder  für  den  Steinerpreis  der  Jahre  1868  und  1882  eingereichten 

Arbeiten      V    433—444 

Sitzungsber.  Berl.  1868.  S.  417—421  und  1882.  S.  731—736. 

1883 

72.  Sur  les  miites  complexes      III'       1 — 20 

Comptes  Eendus  XCVI  93—98,  148—151,  216—221. 

73.  Sur  les  unites  complexes  par  M.  J.  Molk V    501 — 506 

Darboux  Bull.  (2)  VII  133—136. 

Diese  Arbeit  hängt  eng  mit  Nr.  72  zusammen  und  rührt  inhaltlich  zum 
Theil  von  Kronecker  her. 

74.  Über  die  Bernoulli 'sehen  Zahlen II    403—408 

J.  f.  Math.  94.  S.  268—269. 

75.  Die  Zerlegung  der  ganzen  Grössen  eines  natürlichen  Bationalitäts-Be- 

reiehes  in  ihre  irreductiblen  Factoren II    409 — 416 

J.  f.  Math.  94.  S.  344—348. 

76.  Zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen,  I— V IV    345—363 

Sitzungsber.  Berl.  497—506,  525—530. 

77.  Bemerkungen  über  die  Multiplication  der  elliptischen  Functionen  ....   IV    319 — 334 

Sitzungsber.  Berl.  717 — 729. 

78.  Weitere  Bemerkungen  über    die  Multiplication  der  elliptischen   Func- 
tionen  IV    335—344 

Sitzungsber.  Berl.  949 — 956. 

79.  Zur  Theorie  der  Formen  höherer  Stuten II    417—424 

Sitzungsber.  Berl.  957—960. 

1884 

80.  Über  biliiieare  Formen  mit  vier  Variablen II    425 — 496 

Abhandl.  Berl.  Ak.  II  (1883),  1—60. 

81.  Beweis  des  Keciprocitätsgesetzes  für  die  quadratischen  Reste      II    497 — 522 

Sitzungsber.  Berl.  519—537. 

82.  Beweis  des  Eeciprocitätsgesetzes  für  die  quadratischen  Beste  (veränderte 
Darstellung  von  Nr.  II  der  vorigen  Arbeit) II    523 — 526 

J.  f.  Math.  96.  S.  348. 

83.  Beweis  einer  Jacobi'schen  Integralformel V    213 — 216 

Sitzungsber.  Berl.  539—540. 

66* 
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84.  Beweis  des  Puiseux' sehen  Satzes V    217—225 

Sifczungsber.  Berl.  543—548. 

85.  Über  den  dritten  Gauß' sehen  Beweis  des  Reciprocitätsgesetzes  für  die 
quadratischen  Reste II    527 — 532 

Sitzungsber.  Berl.  645 — 647. 

86.  Der  dritte  Gauß 'sehe  Beweis  des  Reciprocitätsgesetzes  für  die  quadrati- 
schen Reste,  in  vereinfachter  Darstellung II     533 — 536 

J.  f.  Math.  97.  S.  93—94. 

87.  Bemerkungen  über  em  System  von  Differentialgleichungen,    welches  in 

einer  Arbeit  des  Herrn  von  Helmholtz  behandelt  ist V    227 — 234 

J.  f.  Math.  97.  S.  141—145. 

88.  Additions  au  memoire  sur  les  unites  complexes IIP     21 — 30 

Comptes  Rendus  XGIX  765—771. 

89.  Die  Periodensysteme  von  Functionen  reeller  Variabein IIP     31 — 46 

Sitzungsber.  Berl.  1071—1080. 

90.  Näherungsweise  ganzzahlige  Auflösung  linearer  Gleichungen IIP     47 — 110 

Sitzungsber.  Berl.  1179—1193,  1271—1299. 

91.  E.  du  Bois-Reymond,  Untersuchungen  über  tierische  Elektricität. 

II.  Band  II.  Abt.  S.  489—490.  (Anmerkung.) V    465—470 

1885 

92.  Sülle  superficie  algebriche  irreduttibili  aventi  infinite  molte  sezioni  piane 

che  si  spezzano  in  due  curve V    403 — 405 

(Abdruck  einer  Notiz  über  eine  nicht  veröffentlichte  Abhandlung.) 
Rom.  Acc.  L.  Rend.  (4)  II.  323—324. 

93.  Bemerkungen  zu  Herrn  Ernst  Scher  ing's  Mittheilung  (über  das  Recipro- 
citätsgesetz) II    537 — 540 

Sitzungsber.  Berl.  117—118. 

94.  Die  absolut  kleinsten  Reste  reeller  Grössen IIP  111 — 136 

Sitzungsber.  Berl.  383—396,  1045—1049. 

95.  Bemerkung  zur  Note  des  Herrn  A.  H.  Anglin:  ,,Zur  Theorie  der  symme- 
trischen Functionen" V    399—401 

J.  f.  Math.  98.  176. 

96.  Über  das  Dirichlet 'sehe  Integral V    235—265 

Sitzungsber.  Berl.  641—665. 

97.  Über  eine  bei  Anwendung  der  partiellen  Integration  nützliehe  Formel.    .    V    267 — 294 

Sitzungsber.  Berl.  841—862. 

98.  Zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen  VI — X IV    363 — 389 

Sitzungsber.  Berl.  761 — 784. 

99.  Über  den  Cauchy 'sehen  Satz V    295—299 

Sitzungsber.  Berl.  785—787. 
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100.  Briefwechsel  zwischen  Gustav  Lejeunc-Dirichlet  und  Herrn  Leopold 
Kronecker,  herausgegeben  von  Ernst  Schering V    407 — 431 

Göttinger  Nachr.  361—382. 

1886 

101.  Über  einige  Anwendungen  der  Modulsysteme  auf  elementare  algebraische 

Fragen IIP  145—208 

J.  f.  Math.  99.  S.  329—371. 

102.  Ein  Satz  über  Discriminanten-Formen IIP  241 — 248 

J.  f.  Math.  100.  S.  79—82. 

103.  Zur  Theorie  der  Gattungen  rationaler  Functionen  von  mehreren  Variablen  IIP  275 — 280 

Sitzungsber.  Berl.  251 — 253. 

104.  Zur  Theorie  der  elhptischen  Functionen  XI IV    389—471 

Sitzungsber.  Berl.  701 — 780. 

105.  Quelques  remarques  sur  la  determination  des  valeurs  moyennes V    801 — 309 

Comptes  Eendus  CHI  980—987. 

106.  Darlegung  arithmetischer  Eigenschaften  der  Kugelfunctionen IIP  213 — 216 

Tageblatt  der  Naturforsch.-Vers.  LIX.  123. 

1887 

107.  Ein  Fundamentalsatz  der  allgemeinen  Arithmetik IIP  209 — 240 

J.  f.  Math.  100.  S.  490—510. 

108.  Über  den  Zahlbegrift IIP  249—274 

Philos.  Aufs.  Ed.  Zeller  z.  Doctorjubiläura  gewdt.  Leipzig  1887.  VIII. 

S.  261—274. 

J.  f.  Math.  101,  S.  337— 355. 

109.  Bemerkungen  über  die  Jacobi'schen  Thetaformeln V    311 — 325 

J.  f.  Math.  102.  S.  260—272. 

1888 

110.  Über  die  arithmetischen  Sätze,  welche  Lejeune-Dirichlet  in  seiner 

Breslauer  Habilitationsschrift  entwickelt  hat IIP  281 — 292 

Sitzungsber.  Berl.  417—423. 

111.  Zur  Theorie  der  allgemeinen  complexen  Zahlen  und  der  Modulsysteme    .  IIP       1—114 

Sitzungsber.  Berl.  429—438,  447—465,  557—578,  595—612,  983—1016. 

112.  Bemerkungen  über  Dirichlet's  letzte  Arbeiten V    471 — 476 

Sitzungsber.  Berl.  439 — 442. 

1889 

113.  Zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen  XII— XIII IV    471—496 

Zur  Theorie  der  elhptischen  Functionen  XIV — XIX V        1 — 58 

Sitzungsber.  Beri.  53—63,  123—135,  199—220,  256—274,  309—317. 
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114.  Über  symmetrische  Systeme IIP  293—314 

Sitzungsber.  Berl.  349—362. 

115.  Die  Decomposition  der  Systeme  von  n^  Grössen  und  ihre  Anwendmig  auf 

die  Theorie  der  Invarianten IIP  315 — 368 

Sitzungsber.  Berl.  479—505,  603^614. 

116.  Über  eine  summatorische  Function V    343 — 359 

Sitzungsber.  Eerl.  867—881. 

117.  Beweis  des  Eeciprocitätsgesetzes  für  die  quadratischen  Reste  (Auszug  aus 

Nr.  94^) IIP  137-144 

J.  f.  Math.  104.  S.  348—351 . 

llS.Paul  du  Bois-Reymond V    477—482 

J.  f.  Math.  104.  S.  352—354. 

119.  Bemerkungen  über  die  Darstelking  der  Reihen  durch  Integrale V    327 — 342 

J.  f.  Math.  105.  S.  157—159,  345—354. 

120.  Summirung  der  Gauß'schen  Reihen  >^  e    " IV    295—300 

J.  f.  Math.  105.  S.  267—268. 

1890 

121.  Über  die  Dirichlet'sche  Methode  der  Werthbestimmung  der  Gauß'schen 

Reihen IV    301-308 

Festschr.  d.  Math.  Gesellschaft  in  Hamburg  32 — 36. 

122.  Zur  Theorie  der  elhptischen  Functionen  XX— XXII V      58—132 

Sitzungsber.  Berl.  99—120,  123—130,  219--241,  307—318,  1025—1029. 

123.  Über  orthogonale  Systeme IIP  369—460 

Sitzimgsber.  Berl.  525—541,  601—607,  691—699,  873—885,  1063—1080. 

124.  Über  die  Composition  der  Systeme  von  n^  Grössen  mit  sich  selbst      .    .    .  IIP  461 — 473 

Sitzungsber.  Berl.  1081—1088. 

125.  Algebraische  Reduction  der  Schaaren  biliuearer  Formen IIP  139 — 155 

Sitzungsber.  Berl.  1225 — 1237. 

126.  Algebraische  Reduktion  der  Schaaren  quadratischer  Formen  I — III  .    .    .  IIP  157 — 174 

Sitzungsber.  Berl.  1375—1383. 

127.  Bemerkungen  über  die  von  Gauß  mit  [.r]  bezeichnete  arithmetische  Func- 
tion einer  reellen  Größe  x III-  115 — 121 

J.  f.  Math.  106.  S.  346—348. 

128.  Reduction  der  Systeme  von  n"  ganzzahhgen  Elementen IIP  123 — 126 

J.  f.  Math.  107.  S.  135—136. 

129.  Anwendung  der  Modulsysteme  auf  Fragen  der  Ueterminantentheorie    .    .  IIP  127 — 137 

J.  f.  Math.  107.  S.  254— 261. 
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130.  Über  eine  Stelle  in  Jacobi's  Aufsatz  „Observatiunculae  ad  theoriam 
aequationum  pertinentes" IV  163 — 170 

J.  f.  Math.  107.  S.  349—352. 

1891 

131.  Algebraische  Eeduction  der  Schaaren  quadratischer  Formen  IV — VIII  .    .  IIP  175 — 198 

Sitzungsber.  Berl.  9—17,  33—44. 

132.  Die  Legendre 'sehe  Relation V  133^184 

Sitzungsber.  Berl.  323—332,  343—358,  447—465,  905—908. 

133.  Die  Clausius 'sehen  Coordiuaten V  371 — 383 

Sitzungsber.  Berl.  881—890. 

134.  Sophie  von  Kowalevsky V  463—466 

J.  f.  Math.  108.  S.88. 

135.  Eine  analytisch-arithmetische  Formel IIP  199 — 202 

J.  f.  Math.  108.  S.  348. 

136.  Über  die  Zeit  und  die  Art  der  Entstehung  der  Jacobi'schen  Thetaformeln    V  361 — 370 

Siteungsber.  Berl.  653 — 659. 

J.  f.  Math.  108.  S.  325—334  (Abdruck  nebst  einem  Verzeiehniss  der  von 

C.  G.  J.  Jacobi  gehaltenen  Vorlesungen) V  487     493 

137.  Sur  le  nombre  des  raeines  communes  ä  plusieurs  equations  simultanees  .  IIP  203 — 212 

Comptes  Eendus  GXIII  1006-1012. 

1892 

138.  Auszug  aus  einem  Briefe  von  L.  Kronecker  an  Herrn  Prof.  G.  Cantor    V  495 — 500 

Jahresber.  der  Deutseh.  Math.  Ver.  I.  23—25. 

1895 

139.  Auszug  aus  einem  Briefe  von   L.Kroneeker  an  R.  Dedekind  vom 

15.  März  1880 V  453—458 

Sitzungsber.  Berl.  115 — 117. 


DRUCKFEHLERVERZEICHNIS  ZUM  FÜNFTEN  BANDE. 

S.  1,  Z.  2  V.  u.  statt  S.  99—129    lies  S.  99-120. 

S.  1,  Z.  2  V.  u.  hinter  S.  99—120,  einzuschieben  123—130. 

S.  53,  Z.  6  V.  o.  statt  (»  =  ±  1,  ±3.  ±5    Hes  {v  =  ±l,  ±S,  ±5,.. .). 

S.  63,  Z.  15.  V.  o.  statt  (fc  =  1,  2 n    lies  (fe  =  1,  2,  . .  .  n). 

S.  85,  Z.  3  V.  o.  statt  (/t,v  =  l,3,5 lies  (/i,»  =  1,  3,  5, . .  .). 

S.  101,  Z.  3  V.  o.  statt  {aß'—a'ß  =  l    lies  (aß'—a'ß—l). 

uteTti  uTeJTi 

S.  161,  Formel  (46)  statt  e     "       lies   e     '     . 

S.  165,  Z.  6.  V.  u.  statt  transcendete  lies  transcendente. 

S.  166,  Z.  12  V.  o.  statt  den  lies  der. 

S.  185,  Z.  1  V.  u.  hinter  Bd.  59  zu  setzen  (1861). 

S.  189,  Z.  1  V.  u.  hinter  Bd.  70  zu  setzen  (1869). 

S.  189,  Z.  1  V.  u.  statt  276—278  lies  246—248. 

S.  203,  Z.  1  V.  u.  hinter  (1881)  zu  setzen  p.  224—231.  ] 

S.  212,  Z.  1  V.  u.  statt  1887  lies  1884. 

S.  217,  Z.  1  V.  u.  statt  1887  lies  1884. 

S.  218,  Z.  2  V.  o.  statt  1887  lies  1884. 

S.  227,  Z.  1  V.  u.  hinter  Bd.  97  zu  setzen  (1884). 

S.  241,  Z.  9  V.  u.  statt  verschwinde  lies  verschwinde'). 

S.  241,  letzte  Zeile  ')  Vgl.  Zusatz  15  am  Ende  dieses  Bandes.  H 

S.  311,  letzte  Zeile  hinter  Bd.  102  zu  setzen  (1887). 

S.  327,  letzte  Zeile  hinter  Bd.  105  zu  setzen  (1889). 

S.  358,  Formel  (26)  statt  f  lies  f. 

x'w  xo 

S.  397,  Z.  2  V.  o.  ist  ')  sowie  die  letzte  Zeile  zu  streichen. 
S.  399,  Z.  1  V.  u.  ist  hinter  Bd.  98  zuzufügen  (1885). 
S.  504,  Z.  8  V.  o.  statt  (fc  =  3,  4,  . .  .,  •»  lies  {k  =  3,  4,  .  .  .,  w) . 
S.  504,  Z.  15  V.  o.  statt  2"'   lies  z',f> . 

S.  509.  Die  Nummern  der  letzten  Zusätze  sind  von  Nr.  28  ab  um  1  zu 
vergrößern. 
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